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Proleg

Aquest llibre tracta de calcul en una variable real. Es basa en notes, inicialment
manuscrites i posteriorment impreses, que he anat modificant i ampliant al llarg
de diversos anys d’imparticié d’aquesta materia als alumnes del primer curs de
fisica de la UAB.

No he seguit la redaccié habitual d’un llibre de matematiques amb defini-
cions, teoremes, corol-laris, equacions, etc. numerats. He intentat una redaccié
més lleugera, adrecada als alumnes que inicien ’etapa universitaria de la seva
formacio. Tanmateix, els teoremes estan clarament assenyalats i quasi tots de-
mostrats (faig servir el simbol { per indicar el final de les demostracions).

A part de petites aportacions de “collita propia”, com a text de referencia
vaig basar-me fonamentalment en el llibre de J. M. Ortega Introduccio a l’analist
matematica (Manuals de la UAB) i, en menor mesura, en el de W. Rudin Princi-
pios de andlisis matemdtico (McGraw-Hill) i el de R. G. Bartle i D. R. Sherbert
Introduccion al andlisis matemdtico de una variable (Limusa), tots ells magnifics
textos de referencia per ampliar, completar o aprofundir en els diferents temes
de ’analisi matematica. N’hi ha molts d’altres amb aparenca més o menys atrac-
tiva, pero els continguts sén basicament els mateixos. Al final del llibre s’inclou
una bibliografia no exhaustiva.

El llibre conté material per a un curs d’un any academic sencer, tot i que,
opcionalment, alguns temes es poden ometre. Esta organitzat en vuit capitols,
amb titols autoexplicatius, i dos apendixs. Al final de cada capitol hi ha una llista
breu de problemes amb les seves solucions. Al llarg del text també hi ha exem-
ples (destacats sobre fons gris) que sén aclariments o aplicacions directes de les
definicions i teoremes que els precedeixen.

El primer capitol es dedica als preliminars amb 'exposicié dels conceptes
més basics: conjunt, correspondencia, relacid, aplicacié i principi d’induccio.
La descripcié dels diferents conjunts de nombres (naturals, enters i racionals)
es pot fer amb més o menys detall, ja que se suposa que el lector ja hi esta
familiaritzat. Aixo no obstant, es presenta esquematicament la construccio dels
racionals a partir dels enters, que és bastant intuitiva (la construccié dels enters
a partir dels naturals s’inclou en un exercici).

En el segon capitol es parteix de les limitacions dels nombres racionals per
construir els reals. Aquesta part es pot ometre i es pot comencar amb una defini-
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cié axiomatica dels nombres reals com la del resum de la pagina 36. Si es fa aixi,
cal veure abans els conceptes de fita, conjunt fitat i extrem (superior i inferior)
i, també, el de successié de nombres reals i el de limit.

Els capitols tercer, quart i cinque es dediquen, respectivament, a les funcions
d’una variable, a la derivada (i la férmula de Taylor) i a la integral, de les quals
se’n pressuposa un coneixement elemental, i formen el nucli central del curs. En
el sise es tracten les integrals impropies i s’apliquen a l'estudi de la funcié I’
d’Euler i a la transformada de Laplace.

El capitol sete tracta de les séries numeriques (“sumes infinites”) i el vuite
de les series de funcions, amb emfasi especial en les series de potencies i les de
Fourier. Al final hi ha una presentacié breu de la transformada de Fourier.

El llibre té dos apendixs. El primer (apendix A) es dedica als nombres com-
plexos. Tot i que, estrictament, no corresponen a aquest curs, el seu coneixement
és ocasionalment 1til en alguns temes del calcul real, particularment les seccions
A.11 A.2. A laltre (apendix B) es presenten, com a curiositat, dues demostra-
cions senzilles de la irracionalitat dels nombres 7 i e que només fan servir la
derivacio i la integracié.

Al llarg d’aquests anys he rebut comentaris, aportacions i correccions d’errors
per part d’alumnes i de col-legues que, d'una manera o altra, han estat involu-
crats en la docencia d’aquesta materia. A tots ells i elles els estic molt agrait.
Particularment, als professors Javier Bafaluy i Eduard Massé que m’han propor-
cionat algun material que he inclos en aquest llibre. També vull agrair al profes-
sor Emili Bagan i a la Monica Marcet la seva ajuda en la confeccié de la figura
de la portada.

Espero que el llibre sigui util. He passat bones estones treballant-hi.

Antoni Méndez
UAB, juny de 2024
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1 PRELIMINARS

1.1 Simbols

V... :peratot...; pera cada ...
d... : hi ha algun ...; existeix algun ...

.= ... : ... implica ...; si... aleshores ...
..& ... ... equivala...; ... siinoméssi...

1.2 Conjunts

a € A: lelement a pertany al conjunt A. Un conjunt es pot definir donant la
llista dels seus elements (quan aixo sigui possible) o donant propietats que
els identifiquin, i s’expressa

A = {llista d’elements} = {x | propietats que ha de complir x}.

EXEMPLE: A = {1,2,3} = {z |2 és un nombre natural < 4}.
L’ordre dels elements és irrellevant, és a dir, {1,2,3} = {2, 1, 3}.

0 : conjunt buit (sense elements).
AUB : unio de Ai B (conjunt dels elements que sén de A o de B).
AN B : interseccio de A1 B (conjunt dels elements que sén de A i de B).
A — B o A\B : conjunt dels elements de A que no sén de B.
ExeEmpPLE: {1,2,3} U{1,3,5,7} ={1,2,3,5,7}.

{1,2,3} n{1,3,5,7} = {1,3}.
{1,2,3} — {1,3,5,7} = {2}.

IDIDIN

AUB ANB A-B



2 Materials Antoni Méndez

B C A: B és subconjunt de A, (tots els elements de B també ho sén de A).

ExXEmMPLE: {2,3} C {1,2,3}.

Notem que A C Ai ) C A.
A=B:quan BCAiACB.

A X B : producte cartesia de Ai B (conjunt de parelles (z,y),onx € Aiy € B).

ExEMPLE: {1,2} x {a,b,c} ={(1,a),(1,b),(1,c),(2,a),(2,b),(2,¢)}.

1.3 Correspondeéncies

Donats dos conjunts A i B, si a alguns elements de A els associem elements de
B diem que hem establert una correspondencia de A a B. Alguns elements de A
poden no tenir associat cap element de B mentre que altres en poden tenir més
d’un.

EXeEMPLE 1: A = {1,2,3,4,5}, B ={1,3,5}, a cada element de A
li associem els de B que siguin més petits:

B

El conjunt de les parelles formades pels elements de A i els seus
associats de B és un subconjunt de A X B que s’anomena grafic de
la correspondencia:
B AxB
50 (1L5) (25 (35 (45 (55)

31 (1,3) (23) (3,3) (43) (53)
~—— grafic
1 (1,1) (2,1) (3,1) (41) (52)
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EXEMPLE 2: Considerem A = B =N, on N = {1,23,4,...} és el
conjunt dels nombres naturals. Si a cada nombre natural li associem
el seu quadrat, el grafic és

{(1,1),(2,4),(3,9),..} c Nx N.

EXEMPLE 3: El motiu d’emprar el nom “grafic” es fa més pales si
considerem l’exemple anterior amb A = B = R, on R és el con-
junt dels nombres reals. Si identifiquem els elements de R amb els
punts d'una recta (la “recta real”) i representem A i B mitjangant
dues rectes perpendiculars, el conjunt A x B (en aquest cas, R x R)
s’identifica amb el conjunt dels punts (z,y) del pla. Llavors, el grafic
de la correspondencia que associa cada nombre real amb el seu
quadrat és el subconjunt dels punts del pla del tipus (z, z?):

R

R xR <~ grafic de x — 22

R

1.4 Relacions

Quan A = B les correspondencies també s’anomenen relacions. Aixi, en 'anterior
exemple 2 diem que “a cada nombre natural a li correspon el seu quadrat
b (= a?)”, perd també podem dir que “cada nombre natural a estd relacionat
amb el seu quadrat b (= a?)” i expressar-ho aixi:

aRb si b=da’

Sén de particular interes les relacions d’ordre i les d’equivaléncia.

Relacions d’ordre
Una relacié R definida en el conjunt A és una relacio d’ordre si és

reflexiva: aRa, Va € A,
antisimetrica: aRbibRa = a = b,
transitiva: aRb i bRc = aRec.
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Una relacié d’ordre R és total, i el conjunt A esta totalment ordenat per R
si Va,b € A sempre es compleix aRb o bRa, és a dir, si dos elements de A sén
sempre relacionables per R. En aquest cas, els elements de A s’ordenen formant
una “cadena” unica.

EXEMPLE 1: La relaciéo aRb si a < b, definida en el conjunt N, és
una relacié d’ordre total que ordena els elements de N en una tinica
“cadena”:

1<2<3<4<5<6<7<8<9<10<11<---

EXEMPLE 2: La relaciéo aRb si a < b, definida en el conjunt N, tot
i que també ens ordena els elements de N, no és una relacié d’ordre
perque no compleix la propietat reflexiva (I’antisimetrica, si!).

EXEMPLE 3: Si p(x) i q(z) sén polinomis, la relacié p(z)Rg(x) si
el grau de p(z) és menor o igual que el grau de ¢(x) tampoc és una
relacié d’ordre (no compleix la propietat antisimetrica).

EXEMPLE 4: Sigui el conjunt X = {a,b,c}. Considerem el conjunt
Cx de tots els subconjunts de X (“conjunt de les parts de X”):

Cx = {@ ) {a}’ {b}7 {C}u {CL, b}> {av C}a {b> C}v {a> b, C} =X } o

Definim, a Cx, la relaci6 segiient: si A, B € Cx diem que ARB si
A C B. Aquesta és també una relacié d’ordre perd no és total (per
exemple, si A = {a,b} i B = {a,c}, noes compleix A C Bni B C A).
En aquest cas Cx s’ordena en multiples “cadenes”:

- laj {a,b}
0 — {b} {bc} —{abct=x
ic} ta.cj

Per expressar les relacions d’ordre sovint s’utilitzen, en lloc de R, simbols
“unidireccionals” com <, <, C,+—,F, ...



Calcul en una variable real Materials O

Relacions d’equivaléncia

Una relacié R definida en un conjunt A és una relacio d’equivalencia si és
reflexiva,
simetrica: aRb = bRa,
transitiva.

El conjunt dels elements relacionats amb un element concret a s’anomena
classe d’equivaléncia de a, i la representem per [a], és a dir,

la] = {x |2z Ra}.

Tots els elements de la classe [a] estan relacionats entre ells (propietats
simetrica i transitiva). Per tant, b € [a] = [b] = [a] i, consegiientment, si dues
classes tenen algun element com, llavors han de coincidir totalment. D’altra ban-
da, les classes no sén mai buides: [a] conté almenys l’element a (propietat re-
flexiva). Ho podem resumir aixi:

e Les classes son iguals o disjuntes: [a] = [b] o [a] N [b] = 0.
e La unié de totes les classes és tot el conjunt A.

Aixi doncs,

Una relacié d’equivalencia indueix una particio
del conjunt A en classes d’equivaléncia.

El conjunt de totes les classes d’equivalencia definides per la relacié R s’ano-
mena conjunt quocient i es representa per A/R. Notem que

a € la], [a] C A, pero [a] € A/R.

EXEMPLE: Considerem el conjunt Z = {...,—2,—-1,0,1,2,3,...}
dels nombres enters. Definim la relacié

aRbsib—a=>5 (= miltiple de 5).

Aquesta relacié és d’equivalencia i genera una particié de Z en les
classes segiients:

0] = {..,—10,-5,0,5,10,15,...},
1 = {..,-9,-4,1,6,11,16,...},
2] = {..,—8-3,2712,17,...},
B = {..,-7,-2,3,8,13,18,.. .},
[4 = {...,—6,-1,4,9,14,19,...}.
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Notem, per exemple, que la classe [0] i la classe [15] s6n la mateixa
classe, és a dir, qualsevol element d’una classe es pot utilitzar per
“representar-la”. Observem, també, que les classes no tenen elements
comuns (son disjuntes) i que la unié de totes les classes és el conjunt
Z. El conjunt quocient Z/R té en aquest cas 5 elements (les 5 classes
d’equivalencia):

Z/R ={[0],[1],[2],[3], 4] }.

Per expressar les relacions d’equivalencia sovint s’utilitzen, en lloc de R,
simbols “bidireccionals” com =,=,~,~,=,...

1.5 Aplicacions o funcions

Les aplicacions (o funcions) sén un tipus particular de correspondencia:

DEFINICIO: Una aplicacid (o funcid), f, de A a B, és una correspondencia de
A a B en la qual a cada element de A (sense excepcid) li correspon un (i només
un) element de B.

Ho expressem

AL B
a — f(a) = imatge (o transformat) de a per f.

Notem que en una aplicacié cadascun dels elements de A té imatge (inica) a
B. No obstant aixo, un element de B pot ser imatge de diversos elements de A o
pot, també, no ser imatge de cap. El conjunt de les imatges de tots els elements
de A s’anomena imatge de f i es representa per f(A). Evidentment, f(A) C B.
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Hi ha tres tipus particularment interessants d’aplicacio:

Injectiva: quan elements diferents de A tenen imatges diferents, és a dir,

atb = fla)# fb).

Exhaustiva: quan tots els elements de B sén imatge d’algun element de A,
és a dir,

f(A) = B.
Bijectiva: quan és injectiva i exhaustiva. En aquest cas f estableix una
correspondencia biunivoca (un a un) entre A i B.

En general les aplicacions no son de cap dels tres tipus anteriors pero una
aplicacio sempre es pot descompondre en una d’exhaustiva, una de bijectiva i
una d’injectiva (en aquest ordre). Efectivament, donada una aplicacié f de A a
B, definim la segiient relacié d’equivalencia a A: si a,b € A diem que

aRb si f(a) = f(b).

Cada classe d’equivalencia es caracteritza, per tant, per la imatge comuna que
tenen els seus elements. Llavors, 'aplicaciéo f: A — B equival a les segiients
aplicacions successives:

A S AR B f4 3 B
a — la — fl@) — f(a)

on, clarament, « és exhaustiva, 3 és bijectiva i v és injectiva.

1.6 Sobre els teoremes

Un teorema és una afirmacio del tipus “si es compleix P, aleshores es compleix

Q7 i ho expressem
P=Q, (%)

on P és la hipotesii @ és la tesi. El teorema (%) també es pot enunciar:

“P és condicio suficient perque es compleixi ()7, o també,
“@Q) és condicio necessaria perque es compleixi P”, o simplement,
“P implica Q”.

Per exemple, podem enunciar el teorema n € N = n? € N aixi:

“Si n € N, aleshores n? € N”, o

“n € N és condici6 suficient perque n? € N7, o
“n? € N és condicié necessaria perque n € N7, o
“n € N implica n? € N”.
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Per demostrar que un teorema és cert cal seguir un raonament logic. Tan-
mateix, per demostrar que no és cert només cal trobar un cas en el qual no es
compleixi (un contraexemple).

El teorema

no Q = no P (%)

(és a dir, “si no es compleix @, aleshores no es compleix P”) s’anomena teorema
contrareciproc del teorema P = (). Tots dos teoremes sén equivalents, és a dir,
es compleixen tots dos o cap d’ells (si un es complis i I'altre no, tindriem una
contradiccié). Per aix0, per demostrar el teorema () sovint el que es fa és de-
mostrar el teorema (%) (demostracié “per reduccié a ’absurd”). El teorema de
I'exemple anterior és, per tant, equivalent a n? ¢ N = n ¢ N).

D’altra banda, el teorema () = P s’anomena teorema reciproc del teorema
() i és, obviament, equivalent a no P = no ). En general, encara que un
teorema sigui cert el seu reciproc no ho és (per exemple, n> € N %A n € N).
Quan un teorema i el seu reciproc sén tots dos certs ho expressem

P < Q,
i Penunciem:

“P és condicio necessaria i suficient perque es compleixi Q)7
“P es compleix si i només si es compleix Q)”.

Evidentment, per demostrar-lo cal demostrar que P = Q@ ique @ = P. Per
exemple, dins del conjunt N tenim n = 2 < n? = 2 i ho enunciem:

“Sin € N: n = 2 és condici6 necessaria i suficient perque n? = 2”
“Sin € N: n=2siinoméssin?=2".

1.7 Conjunt N dels nombres naturals

Es el conjunt N = {1,2,3,4,5,...} en el qual hi ha definides:
e Dues operacions, suma (+) i producte (-), amb les propietats segiients:
o Suma (+):
- associativa: (a+b)+c=a+ (b+c), Va,b,c € N,

- commutativa: a+b=>b+a, Va,b € N,
- no hi ha element neutre, perd es pot afegir:! 0

0+a=a+0=a, Va e N,

! De vegades ens convindra que N contingui el 0 i de vegades no, perd normalment aixo no
genera cap confusio.
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- els elements de N no tenen simétric: sia € Nno hi hacap a’ € N
tal que a +a’ = 0.

o Producte (-):
- associativa: (a-b)-c=a-(b-c), Va,b,c € N,
- commutativa: a-b=1>b-a, Va,b € N,

- hi ha element neutre: 1
l-a=a-1=a,VaeN,

- els elements de N no tenen simétric: en general, si a € N no hi
ha cap a € N tal que a-a = 1.

o El producte (+) és distributiu respecte de la suma (+):
a-(b+c)=a-b+a-c, Va,bceN.
e Una relaci6 d’ordre total <
0<)1<2<3<4<5<...

amb les propietats:

1) a<b=a+c<b+c¢ VceN,
2) a<b=a-c<b-c,VeeN.

1.8 Principi d’induccio

PRINCIPI D'INDUCCIO: Si P(n) és una propietat o afirmacié que fa referéncia
al nombre natural n i es compleix que:

1) P(1) és certa,

2) P(n)= P(n+1),

aleshores P(n) és certa Vn € N.

DEMOSTRACIO: si utilitzem 1) i 2) tenim que P(1) = P(2) i, per
tant, P(2) és certa; si fem servir novament 2) tenim que P(2) = P(3)
i, per tant, P(3) és també certa. Amb n iteracions haurem demostrat
que P(n) és certa. <

Aquest principi es fa servir habitualment per demostrar propietats que fan
referencia als nombres naturals (demostracions “per induccié”).
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EXEMPLE: Demostrem la igualtat Y ,_ k=n(n+1)/2, ¥n e N:

e El cas n =1 es compleix: 1 =1-2/2.

e Suposem que es compleix el cas n, >,k = n(n + 1)/2,
(“hipotesi d’induccié”) i amb aquest suposit demostrem el cas
n+ 1:

Sk o= ;k+(n+1)ﬁ'W+(n+1)
nn+1)+2n+1) (n+1)n+2)

2 2

Notem que no n’hi ha prou que es compleixi 2), cal també comprovar 1).
Per exemple, l'afirmacié (0bviament falsa) “Vn € N: n =n+5” compleix 2),
ja que si suposem cert P(n) (és a dir, n = n + 5) podem demostrar P(n + 1):

n+1 % (n+5)+1=(n+1)+5. En aquest cas no es compleix P(1), ja que
1#145.

Evidentment, per demostrar una afirmacié P(n) no n’hi ha prou amb “com-
provar molts casos”. Per exemple, afirmacié “n?—mn+41 és un nombre primer”
es compleix per als 40 primers nombres naturals pero no per n = 41, ja que
41% — 41 + 41 és divisible per 41.

El binomi de Newton

FORMULA DEL BINOMI DE NEWTON:

(at+b =Y (Z) a" bk Wn € N.

k=0

Aquesta igualtat també es demostra “per induccié”. Recordem, abans, la defi-
nicio dels nombres combinatoris. Si k,n € N, amb k < n, definim

n def n!
k) Kl(n—k)

El seu valor és el nombre de subconjunts de k£ elements que hi ha en un conjunt
de n elements (o nombre de combinacions de n objectes diferents “agafats de
k en k7). Notem que aquesta definicié també és valida quan kK = 0o k = n
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si definim 0! % 1 (aquest és precisament el motiu per definir-ho aix{). Algunes

propietats dels nombres combinatoris sén

SO 00 O-()-
N A RO E )

Aquesta darrera propietat és la base del triangle de Pascal on cada nombre
combinatori és la suma dels dos immediatament superiors.

t 1
o) (1] 11
& (3 (B 12 1
BRBE < 1331
&) (1) () (5] (4] 146 4 1
HEHEHEERERH 1510 10 5 1

Amb les propietats anteriors podem demostrar “per induccié” la férmula del
binomi de Newton.
DEMOSTRACIO: el cas n = 1 es compleix
(a+b)=a+b=()ar"+ (})a'"1b".
=Y (D)a"*b*, i amb

aquest suposit demostrem el cas n+1, (a+b)" = S350 (") an iRk

Suposem que es compleix el cas n, (a+b)"

(a+b)™" = (a+b)(a+b)"
S (a4 0) [(ar + (a b+ (a8 4 ()]
()a" ™+ (D)amb + (5)a" 10 + -+ (7)ad”
+ (o)ab+ (Y)a 710 44 (1 ab” + ()0

— (n+1) 1 (n 1) ( 1) n71b2—|—
b+ (I 0
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1.9 Conjunt Z dels nombres enters

El conjunt dels nombres naturals és insuficient. Per exemple, I'equacié a+x = b
(amb a,b € N) no té, en general, solucié dins N. La raé és la inexistencia d’ele-
ment simetric respecte de la suma (si existis a’ tal que a+a’ = 0, només caldria
sumar @’ als dos membres de I'equacié per obtenir la solucié = = b+ d’).

La solucié del problema passa per una ampliacié del conjunt N al conjunt
Z: dels nombres enters. No detallarem aqui la construccié de Z a partir de N i
només enunciarem les seves propietats.

El conjunt dels nombres enters és:

Z={..,—4,-3-2-1,01,234,5,...}
S —
N
en el qual hi ha definides:
e Dues operacions, suma (+) i producte (-), compatibles amb les de N, amb
les propietats:
o Suma (+):

- associativa: (a+b)+c=a+ (b+c), Ya,b,c € Z,

- commutativa: a +b=b+ a, VYa,b € Z,

- hi ha element neutre, 0, tal que 0 +a =a+ 0 = a, Va € Z,

Va € Z hi ha un simétric, —a, tal que a + (—a) = (—a) + a = 0.

(a1 —a sén mutuament simetrics, és a dir, —(—a) = a).
o Producte (+):
- associativa: (a-b)-c=a-(b-c), Va,b,c € Z,
- commutativa: a-b=1">-a, Va,b € Z,
- hi ha element neutre, 1, tal que: 1-a=a-1=a, Va € Z,
- els elements de Z no tenen simetric: en general, si a € Z no hi
hacapa € Z tal que a-a = 1.
o El producte (+) és distributiu respecte de la suma (+):
a-(b+c)=a-b+a-c, Va,bc€Z.
e Una relacié d’ordre total, <, compatible amb la de N:

o432 -1<0<1<K2<K83<K84<...

J

enters negatius enters positius (N)

amb les propietats:

1) a<b=a+c<b+c¢ VecEZ,
2) a,b>0=a-b>0.
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1.10 Conjunt Q dels nombres racionals

Novament, el conjunt dels nombres enters és insuficient. La inexistencia de si-
metric respecte del producte (-) fa que, en general, 'equacié a - x = b no tingui
soluci6 dins Z. Aix0 requereix una nova ampliacié: el conjunt Q dels nombres
racitonals. Donarem una idea sobre la seva construccio sense entrar en detalls.

Els nombres racionals estan formats per parelles de nombres enters Q 3 x =
p/qon p,q € Z, (¢ # 0) pero aixo s’ha de fer de manera que garanteixi que, per
exemple, 2/3 i 4/6 siguin el mateix nombre racional. Per aconseguir-ho consi-
derem el conjunt Z x (Z — {0}), els elements del qual (p, q) representarem per
p/q. En aquest conjunt hi definim la segiient relacié d’equivalencia

/
SR% sip-qd =q-p,

i definim els nombres racionals com les classes d’equivalencia generades per
aquesta relacié. En altres paraules, Q és el conjunt quocient

Q=7Zx(Z—-{0})/R.

Aix0 vol dir que els nombres racionals 2/3 i —1/4 sén, de fet, les classes

2| -4 -2 2 46 -1 2 1 -1 -2 -3

3 - "'7_67_373767 PR 7 4 - "'7_87_474787127"' *
Podem utilitzar qualsevol element de la classe per representar el nombre racional
pero habitualment usarem el representant irreductible (p i q sense divisors co-
muns i ¢ > 0).

El conjunt Q conté Z, ja que podem identificar 'enter p amb el racional [p/1].
A Q hi definim una suma (+) i un producte (-):

p Pl ae [p-d+0-q
= = T |
q q q-q

2 )

Es facil comprovar que:

e les definicions d’aquestes operacions sén consistents, és a dir, sén indepen-
dents dels representants escollits de cada classe,

e si les restringim al subconjunt Z C Q, coincideixen amb les operacions
suma i producte existents alla,
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e la suma (+) i el producte () de Q tenen les propietats:

o Suma (+):

- associativa: (a+b)+c=a+ (b+c), Va,b,c € Q,

- commutativa: a+b=>b+a, Va,b € Q,

- hi ha element neutre 0 (= [0/q]) tal que 0+a = a+0 = a, Va € Q,

- Va € Q hi ha un simeétric o’ tal que a +ad' =da +a = 0.

El simetric de a = [p/q| és @’ = [—p/q| (i el simetric de a’ és a).

o Producte (-):

- associativa: (a-b)-c=a-(b-c), Ya,b,c € Q,

- commutativa: a-b="5-a, Va,b € Q,

- hi ha element neutre 1 (= [¢/q]) talque 1-a =a-1=a, Va € Q,

Va # 0 de Q hi ha un simétric et tal que a-a ™t =a™ ' -a = 1.

El simetric de a = [p/q] és a™' = [q/p] (i el simetric de a™! és a).

o El producte (-) és distributiu respecte de la suma (+):

a-(b+c)=a-b+a-c, Ya,bceQ.

A @Q hi definim la relacié d’ordre total segiient: si les expressions irreductibles
de a,b € Qséna=p/qgib=7p/q, diem quea <bsip-¢ < q-p. Aquesta
ordenacié és compatible amb la de Z i classifica els nombres racionals diferents
de 0 en positius (a > 0) i negatius (a < 0). Es facil comprovar que es compleixen
les propietats:

Pl) a<b=a+c<b+c VceQ,
PQ) a,bZO:a'bZ()?

de les quals es dedueizen les propietats seglients:

1) “0 - racional = 0”: ‘VGGQZCL-O:O‘

DEMOSTRACIO: a-0=a-(0+0)=a-0+a-0 2 0=a-0. ¢

2) Si el producte de dos racionals és 0, un d’ells ha de ser 0:
la-b=0=a=00b=0]

DEMOSTRACIO: sia-b=01ia # 0, en multiplicar per a~! tenim
at-(a-b) =a'-0=0. Pero, d’altra banda, a™' - (a - b) =
(a'-a)-b=1-b=0. Per tant, b=0. <

3) “més - més = més”: ‘a,b>0:a-b>0‘
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DEMOSTRACIO: d’acord amb P2) tenim a - b > 0, perd no pot
ser a-b =0, ja que a o b hauria de ser 0. ¢

4) La suma de desigualtats manté la desigualtat. Si una és estricta, la de-
sigualtat resultant també ho és:

a)‘agb,ugvia—l—ugb—l—v

DEMOSTRACIO: si sumem u a cada costat de a < b obtenim
a+u < b+wu. D’altra banda, si sumem b a cada costat de u < v
obtenim u + b < v+ b. Tenim, doncs, a +u < b+v. <

b)‘a<b,u§v:>a+u<b+v‘

DEMOSTRACIO: només cal excloure a+u = b-+wv. Si es complis,
en sumar-la a v > wu tindriem a +u +v > b+ v 4+ u, és a dir,
a > b, que contradiu la hipotesi. <

5) Un racional és positiu si i només si el seu simetric (respecte de la suma)
és negatiu: [a > 0< (—a) <0

DEMOSTRACIO: si a > 0 i fos (—a) > 0, com que la primera és
estricta, en sumar-les tindriem la contradiccié 0 > 0. Recipro-
cament, si (—a) < 01 fos a <0 arribarfem a 0 < 0. <

6) El simetric (respecte de la suma) del producte de dos racionals és el pro-
ducte d’'un d’ells pel simetric de laltre: |—(a-b) = (—a)-b=a- (—b)

DEMOSTRACIO: demostrem la primera igualtat: a-b+(—a)-b =
(a—a)-b=0-b=0,ésadir, (—a)-bésel simetricdea-b.

COROL-LARI: ‘ (—a)-(=b)=a- b‘

7) “menys - menys = més” i “més - menys = menys”:

a) ‘a,b<():>a-b>0‘

DEMOSTRACIO: si a,b < 0 3 (—a),(=b) >0 = a-b=(—a)-

(=b)>0. &
b)la>0b<0=a-b<0]

DEMOSTRACIO: sia > 0,b < 024> 0,(—b) > oL —(a-b) =
a-(—b)>0§a-b<0. &
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8) El producte d’una desigualtat per un racional positiu manté la desigualtat.
Si el racional és negatiu, la desigualtat s’inverteix:

a) ‘Vc>0: a§bz>a-c§b~c‘

DEMOSTRACIO: agblgb—azog(b—a)-c:b-c—a-cz
Ol;lgb-cza-c. &

b) “v’c<0: aﬁb#a-czb-c‘

DEMOSTRACIO: ara tenim (—c) > 0 i, per tant, (b—a) - (—c) =
P1
“boeta-c>0Bac>be O
Notem que aquestes 8 propietats (que ens sén ben familiars!) sén conseqiién-

cia de les propietats P1) i P2), és a dir, es complirien amb qualsevol altra
ordenacié que respectés aquestes dues propietats.

Valor absolut
Definim wvalor absolut |x| d’'un nombre racional x:

T six >0,

def
o] = max{ =z, v} = { —x siz <.

Sempre es compleix, doncs, que —|z| < z < |z|, i també que | — z| = |z|. El
valor absolut té les propietats segiients:

1) Vo #0: |z| > 0,
2) 0] =0,
3) Va,y € Q: [z -yl =[x -yl
4) Vx,y € Q: |z +y| < |z|+ |y| (desigualtat triangular).
De la desigualtat triangular es dedueix la desigualtat triangular “inversa”:
w9l 2 |2l = Iyl |
DEMOSTRACIO: |z| = |z —y+y| < |z —y|+]y| i, per tant, |z]|—|y| <

|z — y|. Similarment, |y| = |y —z + 2| < |z — y| + |z| i, per tant,
yl = lz[ <z —yl. ¢
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Distancia
A partir del valor absolut es defineix la distancia d(x,y) entre dos nombres
racionals x i y:

d(z,y) < o —y|.
La distancia té les propietats segiients:
1) d(z,y) >0six#y,
2) Ve € Q:d(z,z) =0,
3) Va,y € Q:d(x,y) = d(y, ),
4) Vr,y,z € Q: d(x,y) < d(z,2) +d(z,y).

1.11 Estructures: grup, anell i cos

e Grup: és un conjunt A amb una operacié? * que té les propietats:

1) associativa: (a*b)xc=ax (bxc), Va,b,c € A,

2) hi ha un element neutre e tal que e xa =a*e = a, Ya € A,

3) Va € A hi ha un simétric o’ tal que axd’ =a’ xa =e.
L’element neutre d’un grup és tnic, ja que sin’hi hagués dos, ei €', tindriem
e=exe =¢.

Similarment, el simetric d’un element a és, també, tnic, ja que si en tingués
dos, @’ i a, tindriem @' =a'xe=a' * (a*xa) = (a' xa)*xa=exa = a.
) Y

La unicitat del simetric juntament amb la tercera propietat permeten afir-
mar que a és el simetric de o, és a dir, (a') = a.

El grup s’anomena abelia o commutatiu si es compleix també la propietat:

4) commutativa: a*b = bx*a, Va,b € A.

EXEMPLES: (Z,+), (Q,+) i (Q — {0}, -) sén grups abelians.

e Anell: és un conjunt A amb dues operacions * i ¢ que tenen les propietats:

1) (A, ) és grup abelia,

2) ¢ és associativa: (aob)oc=ao (boc), Va,b,c € A,

2 Una operacid és una aplicacié A x A — A que a cada parella d’elements de A li assigna
un “resultat” que també pertany a A.
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3) l'operacié ¢ és distributiva respecte de 1'operacié :
ao(bxc)=(aob)x*(avc),Va,bce A

L’anell s’anomena commutatiu si ¢ també compleix la propietat:
4) commutativa: aob=boa, Ya,be A.
Es diu que 'anell té unitat si

5) hi ha element neutre ¢’ tal que € va=aoe' =a, Va € A.

EXEMPLES: (Z,+,-) és un anell commutatiu amb unitat. Si Pz és
el conjunt dels polinomis amb coeficients enters, (Pz, +, -) és, també,
un anell commutatiu amb unitat.

e Cos: és un conjunt A amb dues operacions, * i ¢ que tenen les propietats:

1) (A, x) és grup abelia (neutre: e),
2) (A—{e},o) és grup abelia,

3) l'operacié ¢ és distributiva respecte de 1'operacié :

ao(bxc)=(aob)x*(avc),Va,bce A

EXEMPLE: (Q,+,-) és un cos.

Cos ordenat: Si en un cos (A,*,¢) hi ha definida una relacié d’ordre
total <, diem que (A, *, 0, <) és un cos ordenat si es compleix:

Pl) a<b=a*xc<bxc, VcE A,
P2) a,b>e=aob>e.

EXEMPLE: (Q,+,, <) és un cos ordenat.

En un cos ordenat sempre podem classificar els elements diferents del neu-
tre e en “positius” (= €)1 “negatius” (< e) i es compleixen les 8 propictats
que hem deduit de P1) i P2) per al cas de Q.
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1.12 Problemes

P1.1 Considereu les correspondencies segiients de R a R. A partir dels seus gra-
fics indiqueu si s6n aplicacions (o funcions). En el cas que no ho siguin
indiqueu en quin domini D C R s’han de restringir per ser-ho i indiqueu
si son injectives, exhaustives o bijectives.

(e) o —1/x (i) x — sinx
(f) x = 1/2,0 >0 ()

g) x—=>1/z,0->1 (k) z—e”
h) x — x (1) x> Inx

T — arccosx
(
(

P1.2 Trobeu el conjunt de nombres reals que satisfan el sistema d’inequacions

segiient
‘5 —z| <3,
LA
r+2 o+2°
P1.3 Demostreu “per induccio”:
- D(2n+1
(a)2k2:12+22+-~+n2:n(n+ )(2n + ),VnEN.
k=1 6

(b) La desigualtat de Bernouilli:
Siz e Rixz>—1, llavors se satisfa (1 +2)" > 1+ nz, Vn € N.

(c) 2"t < n!, a partir d’un cert valor de n. Quin?

P1.4 Els nombres enters es poden construir a partir dels naturals de manera
semblant a com els racionals es construeixen a partir dels enters. Consi-
derem el conjunt N x N, on N = {0,1,2,3,...}, i definim en aquest
conjunt la relacié d’equivalencia (a,b)R(a’, V') si a+b" = b+a’. Aleshores
definim el conjunt dels nombres enters com el conjunt quocient Z o
N x N/R, és a dir, els nombres enters son classes de parelles de naturals.

Expressem amb [(a, b)] la classe que conté la parella (a,b).

(a) Identifiqueu els elements de la classe [(7,2)] i els de la classe [(3,6)].

(b) Identifiqueu I’element irreductible (amb alguna component nul-la)
de cadascuna d’aquestes classes.
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Es defineix la suma i el producte de classes:

[(a,b)] + [(,0)] = [(a +d b+ V)],
[(a,b)] - [(d', )] = [(ad’ + bb', ab’ + ba')).

(oW
()

Es facil (perd avorrit) comprovar que aquestes definicions no depenen
dels representants de cada classe utilitzats. Amb aquestes operacions,
Z té Vestructura d’anell conmutatiu amb unitat (també és facil i avorrit
comprovar-ho).

(¢) Sumeu i multipliqueu les dues classes esmentades a l'apartat (a)
fent servir els representants irreductibles.

(d) Trobeu les classes que fan el paper d’elements neutres de la suma i
el producte.

(e) Identifiqueu ’element simeétric, respecte de la suma, de la classe

[(a,b)].

L’ordenacié dels nombres enters es fa aixi: diem que [(a,b)] < [(¢/, )] si
a+b <b+d.

(f) Quines classes s’identifiquen amb els elements nombres naturals?

(g) Quines classes s’identifiquen amb els nous elements (els “enters
negatius”)?

SOLUCIONS

S1.1 (a) Es funci6. No és injectiva (repeteix valors en punts diferents) ni ex-

haustiva, ja que f(R) = {1} # R.

(b) Es funci6. No és injectiva ni exhaustiva.

(¢) Es funci6. No és injectiva, perd si exhaustiva.

(d) Es funcié. Es injectiva i exhaustiva i, per tant, bijectiva.

(e) No és funcié. Ho és restringida a D = R — {0} i és injectiva, pero no

exhaustiva, ja que f(D) =R — {0}.
(f) Es funcié. Es injectiva i exhaustiva i, per tant, bijectiva.
(g) Es funcié. Es exhaustiva, perd no injectiva, ja que f(0) = f(1).

(h) No és funcié, ni restringida a D = R™ = {z|z > 0}, ja que pren dos
valors a cada punt. Es tracta de dues funcions de D a R: z — ++/x
i x — —+/z, que sén injectives perd no exhaustives.

(i) Es funcié. No és injectiva ni exhaustiva (f(R) = {z| —1 <z < 1}).
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(j) No és funcié, ni restringida a D = {z| —1 < x < 1}, ja que pren una
infinitat de valors a cada punt. Es tracta d’una infinitat de funcions
de DaB,={z|kr <z <(k+1)n},onke€Z.

(k) Es funcié. Es injectiva, perd no exhaustiva, ja que f(R) = {z |z > 0}.

(1) No és funcié. Si que ho és restringida a D = {x |z > 0} i és injectiva
i exhaustiva i, per tant, bijectiva.

(a)

<b)\ / (c)

(d)

/

\|

(f) K (g)

|

D

() < (k)

)

\V

\V4

C

S1.2 La primera desigualtat equival a —3 < % —r<3=-6<1-22<6
= —7< —2xr <5=7>2xr > —5. Per tant, el conjunt de valors que
satisfa la primera desigualtat és A = {z| —5/2 <x < 7/2}.

A la segona desigualtat s’han de distingir els casos x > —2 i x < —2. Si
xr > —2 els denominadors son positius i si multipliquem la desigualtat
per +2 iarribem a 2 > —3 = > —3/2. Si z < —2 els denominadors
son negatius i si multipliquem la desigualtat per = + 2, la desigualtat
s’inverteix i arribem a x < —3/2, pero en aquest cas la condicié x < —2
és més restrictiva. Per tant, el conjunt de valors que satisfa la segona desi-
gualtat és B = {z |z < —2 o « > —3/2}. Aixi doncs, el conjunt de valors
que satisfa les dues desigualtats és

ANB={x| —5/2<z< -2, 0 —3/2<x<T7/2}.

S1.3 (a) El cas n =1 es compleix, ja que 12 =1-2-3/6.

n+1

I
k=1

o hi n(n+1)(2n+1)

(Zn:/&) +(n+1)* =

(n+1)(2n* + n+ 6n + 6)

+(n+1)°

6

(n+1)(n+2)(2n+3)

6

6

(n+Dn+1)+1][2(n + 1) + 1]

6
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(b) Per a n =1, tenim que (1 + z)! = 1 + x, per tant es compleix el cas
inicial. Suposem que es compleix el cas n: (14 )" > 1+ nz, per a
x > —1. Aleshores,

(L42)™ = (1421 +2) > (1+nz)(1+2)
=1+ (n+1)r+n2®)>1+(n+1)z,

ja que nz? > 0.

(c) El cas n =5 és el primer que es compleix. Suposem que es compleix
el cas n (n > 5), aleshores,

h.i.
onth)+l _ o ogntl 2o ) ~ (n+1)n!=(n+ 1)L

S1.4 (a) [(7,2)] = {(5,0),(6,1),(7,2),(8,3),(9,4),...} ={(n+5,n) |n € N},

[(3,6)] ={(0,3),(1,4),(2,5),(3,6),(4,7),...} ={(n,n+ 3) |n € N}.

(b) (5,0) € [(7,2)],
(0,3) € [(3,6)].

(c) [(5,0)]+[(0,3)] =[(5,3)] = [(2,0)]
[(5’0)] : [(073)] = [(07 15)]

(d) [(a,b)]+ [(x,y)] = [(a,b)] = = =y = 0. L’element neutre respecte de
la suma és [(0,0)] = {(n,n)|n € N} ={(0,0),(1,1),(2,2),...}.
[(a,b)] - [(z,y)] = [(a,b)] = x =1, y = 0. L’element neutre respecte

del producte és [(1,0)] = {(n+1,n) |n € N} = {(1,0),(2,1),(3,2),...}.
]

[(@,0)] + [(b,a)] = [(a + b,a + b)] = [(0,0)].
(f) Amb l'ordenacié tenim
- <[(0,3)] < [(0,2)] < [(0, )] < [(0,0)] < [(1,0)] < [(2,0)] < -~

A més, [(a,0)]+[(b,0)] = [(a+b,0)], 1 [(a,0)] - [(b,0)] = [(ab,0)]. Per
tant, el nombre natural n s’identifica amb la classe [(n, 0)].

(g) Les classes [(0,n)] sén els nous elements “negatius” que representem
per —n. Notem que [(0, a)]+[(0,b)] = [(0, a+b)], perd [(0,a)]-[(0,b)] =
[(ab,0)], és a dir, el producte de negatius és positiu.
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2 NOMBRES REALS

2.1 Insuficiencia dels nombres racionals

El conjunt dels nombres racionals és encara insuficient. Per exemple, la diago-
nal d'un quadrat de costats 1 o el perimetre d’un cercle de diametre 1 no sén
expressables amb nombres racionals.

Hi ha tres problemes amb els nombres racionals:

e ¢l problema de I'arrel
e ¢l problema de I'extrem
e el problema de les successions de Cauchy

Aquests problemes estan, de fet, relacionats i, com veurem, tots tres se solucio-
nen amb una nova ampliacio.

2.1.1 Problema de ’arrel

’ Siae Qin €N, nosempre existeix b € Q tal que b™ = a.

En altres paraules, I’arrel n-esima d’'un nombre racional no sempre existeix dins
del conjunt dels nombres racionals.
Ho podem comprovar en un cas concret: v/2 no és racional.

DEMOSTRACIO: suposem que x € Q i que x*> = 2. Suposem que p/q
és I'expressio irreductible del racional x, llavors:

p2

?:

2 = p?=2¢° = p* =2 = |p=2|(ja que senar® = senar)

2

:p2:4:q2:%:2: qg=2

= p/q no és irreductible (contradiccid). <

L A l'apendix B hi ha una demostracié senzilla que 7 no és racional.
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2.1.2 Problema de ’extrem

Abans ens calen algunes definicions. Sigui C' un conjunt amb una relacié d’ordre
total, <, isigui A C C (obviament, A també esta totalment ordenat per <):

e k € C és una fita superior de A si x < k, Vx € A. Si A té alguna fita
superior diem que A és fitat superiorment. De manera similar, k és una
fita inferior de A (i A és fitat inferiorment) si x > k, Vo € A. Diem que
A és fitat si ho és superiorment i inferiorment.

e Si A és fitat superiorment, la menor (en el sentit de la relacié d’ordre <)
de les fites superiors, si existeix, s’anomena extrem superior o suprem de
A. De manera similar, I’extrem inferior o infim de A és la major de les
fites inferiors de A, si existeix.

e Si k és el suprem de A i k € A, llavors k s’anomena mazim de A. De
manera similar, si k és 'infim de A i k € A, 'anomenem minim de A.

Alguns exemples ajudaran a aclarir aquests conceptes (considerem C' = Q):

EXEMPLE 1: A= {z|x € Q,z < 1} és fitat superiorment, pero no
inferiorment. Té suprem (1), perd no té maxim, ja que 1 ¢ A.

EXEMPLE 2: A = {z|z € Q,0 < z < 1} és fitat superiorment i
inferiorment. Té suprem (1), perd no té maxim. Té infim (0), que
també és minim.

EXEMPLE 3: A = {z|x = 1/n,n € N} és fitat superiorment i
inferiorment. Té suprem, que també és maxim (1), i té infim (0),
pero no té minim.

En els exemples anteriors, quan el conjunt és fitat, no sempre hi ha maxim
o minim pero sempre hi ha extrem (suprem o infim). Podem preguntar-nos si
aixo és un fet general en el conjunt Q dels nombres racionals. La resposta és
negativa tal com mostra I'exemple segiient.

EXEMPLE 4: A = {z|z € Q,z > 0,2% < 2}. Aquest conjunt és fi-
tat superiorment (per exemple, 3/2 és una fita superior) pero no té
suprem. Ho seria v/2, si fos racional. De fet, si k és una fita superior
de A, sempre en podem trobar una altra, k — ¢, que també ho sigui.
Com que la desigualtat (k—e)? > 2 equival a e < g;:g, que és < %
si € < 1, només cal que ¢ satisfaci aquestes desigualtats.
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Aixi doncs,

un conjunt fitat superiorment (o inferiorment) de nombres
racionals, no sempre t¢é extrem superior (o inferior).

Anomenem aquest fet el problema de [’extrem.

2.1.3 Problema de les successions de Cauchy
Més definicions:

e Successié de nombres racionals: és una aplicaciéo del conjunt dels
nombres naturals sobre els racionals

N —- Q
n — a,

que representem per {aq, as, as, ag, ...} o, abreviadament, {a, }. L’ordre és
important, {1,1,3,...} 1 {1,3,1,...} sén successions diferents.

e Successi6 convergent: una successio {a,} és convergent cap al nombre
racional a (o té limit a) si es compleix que

Ve > 0(e € Q), Ing(e) € N tal que d(a,,a) < e, Vn > ng(e).
En paraules, “la distancia d(a,,a) es pot fer tan petita com es vulgui

prenent n suficientment gran” i ho expressem

lim{a,} = a, nh_{ﬁlo a, = a, o simplement, {a,} — a.

D’acord amb aquesta definicié, a partir del subindex ng(e) tots els termes
de la successié son dins 'interval d’extrems a — e , a + €.

a, , Vn > ng(e)

/

a— € a a—+ée

EXEMPLE: sigui a, = (n +1)/(2n — 1), comprovem que lim{a, } =
1/2. Per fer-ho, calculem d(ay,1/2)

p (n+1) 1\
2n—1"2)
Donat € > 0, aquesta distancia és < e si 3/(4dn—2) <e=4n—2 >

3/e = n > (3/4¢) + (1/2). Per tant, Ve > 0 tenim d(a,, 1/2) < € si
n > ng(e) = part entera de (3/4¢) + (1/2).

(n+1) 1' 3

m—1 2| 4n—2
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e Successié de Cauchy: una successié {a,} és de Cauchy si es compleix
que

Ve > 0(e € Q), Ing(e) € N tal que d(ay, an,) < €, Yn,m > ng(e).

D’acord amb aquesta definici6, a partir del subindex ng(e) les distancies
entre termes de la successio és < €.

EXEMPLE: comprovem que {a,}, on a, = (—1)"/(n+1), és una suc-
cessié de Cauchy. Suposem m > n (per tant, —+ < —L2) i calculem
d(an, am),

(=" _(=n”

n+tl m+l

<

€o

1“1‘2

d ny Am ) = < <
(@n, am) n+1 m+ 1 n+1

La darrera desigualtat es compleix sin > (2/¢) —1. Per tant, Ve > 0,
si m,n > ng = part entera de (2/¢) — 1, tenim d(ay, a,,) < €.

Per alleugerir la notacié, en endavant escriurem ny en comptes de ny(e).
Vegem ara algunes propietats de les successions.

Propietats de les successions convergents

e | El limit d’una successié convergent és tnic. ‘

DEMOSTRACIO: si {a,} — a, i també {a,} — o, si fem servir
la desigualtat triangular tenim

d(a,d’) < d(a,a,) + d(a,,d’).

Els dos sumands del segon membre es poden fer tan petits com
es vulgui prenent n suficientment gran. Per tant, d(a,a’) = 0, és
adir,a=d.

e | Les successions convergents sén fitades.

DEMOSTRACIO: si {a,} — a i triem un valor concret de ¢, a
partir d’un subindex ng els termes a,, de la successié sén dins
I'interval d’extrems a+e. Aquesta part de la successio és, doncs,
fitada. Els ng primers termes poden estar dins o fora d’aquest
interval, perd com que es tracta d’'un nombre finit de termes,
d’entre els que estiguin fora (si n’hi ha algun) hi haura el més
allunyat per la dreta i el més allunyat per 'esquerra. Per tant, la
successié sencera és fitada.
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e {a,} »aif{b,}—b = {a,£b,} > atb.

En paraules: “el limit de la suma és la suma dels limits”.

DEMOSTRACIO: com que les successions {a, } i {b,} sén conver-
gents, donat € > 0, dny, ny tals que

d(ap,a) < =, Yn>ny, d(b,,b) <=, Vn>n,.

€
2

DO ™

Per tant,

d(a, £ b,,a +b) = |a, £ b, —aFb| <la, —a|l+ |b, — b
= d(an,a) +d(b,,b) <e, ¥n > max{ni,na}. <&

o {a,}—ai{b,} =-b = {a,b,} — ab.

En paraules: “el limit del producte és el producte dels limits”.

DEMOSTRACIO: com que {a,} és convergent, també és fitada,
és a dir, 3k tal que |a,| < k, Vn. Llavors, si M = max{k, |b|},
donat € > 0, dnq, ny tals que

€ €
d(ay,a) < 2 Vn > ny, d(b,,b) < YR Vn > ns.

Per tant,

d(anby,ab) = |a,b, — abl
= lapby, — anb + ap,b — ab| < lay|d(by,,b) + |bld(ay,, a)
< Md(bp,b) + Md(a,,a) < e, Vn > max{ni,ns}. <

e {a,} —ai{b,} = b(amb b,b, #0) = {a,/b,} — a/b.

En paraules: sempre que no hi hagi zeros al denominador “el limit del
quocient és el quocient dels limits”.

DEMOSTRACIO: és suficient demostrar que si {b,} — b (b, b, #
0), lavors {1/b,} — 1/b, i fer servir el resultat anterior.

Com que {b,} és convergent, In; tal que
0]
d(bab) < 5, ¥ >,
i, per tant,

b b
|bn|=|b—<b—bn>|>yb|—'2—':g, Vn > n..
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D’altra banda, donat € > 0, Iny tal que
2
0]

d(b,,b) < %, Vn > ns.

Aixi doncs,

1 1
d _ = =
(&:3)

11 dbb)
be bl Teall
d(b,,b)

b*/2

<&, Yn > max{ni,na}. <&

e | {a,} — aia partir d’algun subindex es compleix a,, < k = a < k.

DEMOSTRACIO: si no fos aixi, tindrfem a > k, i prenent ¢ <
d(a, k), a partir d’algun subindex els termes de la successié es-
tarien dins I'interval d’extrems a —¢, a+¢ i complirien, per tant,
a, > k, en contradiccié6 amb la hipotesi.

a, >k

K /

[ | 1
a— € a a—+ée

Notem que si a partir d’algun subindex es compleix a, < k,
tenim igualment a < k. Per exemple, si a, = 1 — (1/n), tenim
a, < 1, Vn, mentre que lim{a,} =1. <

Similarment, si {a,} — a, i a partir d’algun subindex, a,, > k, aleshores
a > k.

COROL-LARI: si {a,} — a i {b,} — b, i a partir d’algun subindex,
a, <b,, aleshores a < b

DEMOSTRACIO: només cal aplicar el resultat anterior a la suc-
cessié {b, —a,}. <&

e | Les successions convergents sén de Cauchy.

DEMOSTRACIO: si {a,} — a, donat £ > 0, Ing tal que
5
d(ap,a) < 2 Yn > no,

i, per tant,

d(an, am) < d(an,a) +d(a, ay) < e, Vm,n > ng.
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Propietats de les successions de Cauchy

e Les successions de Cauchy son fitades.
e {a,}, {b,} de Cauchy = {a, + b,}, {a, - b,} de Cauchy.

° ‘Les successions de Cauchy no sempre sén convergents.

Anomenem aquest fet el problema de les successions de Cauchy.

Les dues primeres propietats es poden demostrar de forma molt semblant al
cas de les successions convergents. Pel que fa a la darrera afirmacié, la podem
il-lustrar amb un exemple. Considerem la successié

{14, 1,41, 1,414, 1,4142, 141421, 1,414213, 1,4142135 ...}

construida aixi: a, és el nombre racional més gran, amb n zifres decimals, que
compleix a? < 2.

Evidentment aquesta successié és de Cauchy, ja que si m > n tenim d(a,,, a,)
< 107" (notem que a, i a,, tenen les primeres n xifres decimals identiques).
Tanmateix, la successié no és convergent. Si ho fos, tindriem {a,} — a i com
que, d’altra banda, {a2} — 2, arribariem a a? = 2, cosa que no compleix cap
nombre racional, com ja hem vist.

2.2 Cos R dels nombres reals

Els tres problemes anteriors se solucionen amb una nova ampliacié del conjunt
dels nombres racionals que ens portara al conjunt dels nombres reals. Primer
introduirem alguns conceptes:

e Cos ordenat: recordem que és un cos (K, +,-) amb una relacié d’ordre
total (<) que compleix:
Pl)z<y=zx+z2<y+2z VzeK,
P2) 2,y >0 = z-y >0.
Per exemple, Q és un cos ordenat.

De fet, qualsevol cos ordenat K conté Q. Només cal identificar els racionals
0 i 1 amb els corresponents elements neutres 0 i 1 de K i, en general, el
racional d’expressié irreductible p/q amb 'element de K

7! 1

+(14+... +0)-1I+...+1)7",

on el signe depen de si p és positiu o negatiu.



30 Materials Antoni Méndez

Es pot demostrar que aquesta identificacié és compatible amb les opera-
cions i les ordenacions d’ambdds cossos. Aixo vol dir que qualsevol cos or-
denat K conté el cos ordenat Q com a subcos. Podem dir, doncs, que Q és
el cos ordenat “més petit”. D’altra banda, és evident que si qualsevol cos
ordenat conté QQ, també contindra Z i N.

Els elements del cos ordenat K diferents de 0 es poden classificar en positius
(x > 0) i negatius (x < 0). Podem definir també els conceptes de wvalor
absolut i de distancia de forma similar a com ho hem fet a Q, és a dir,

1z >
fl={ %, G520 den=lo-ul
Aixo ens permet també introduir els conceptes de successio convergent
i de successio de Cauchy d’elements de K. Aquestes successions tindran
també les propietats que hem vist en la seccié anterior per a les successions
de nombres racionals.

En un cos ordenat podem parlar, també, de fites superiors i inferiors, de
conjunts fitats superiorment i inferiorment, d’extrem superior (o suprem)
i inferior (o infim), de maxim i minim, etc. de forma similar a com ho hem

definit a Q.

e Cos ordenat amb la propietat de ’extrem: és un cos ordenat en el
qual tot conjunt fitat superiorment té suprem i tot conjunt fitat inferior-
ment té infim (recordem que el suprem o extrem superior és, si existeix, la
menor de les fites superiors i que 'infim o extrem inferior és la major de
les fites inferiors).

Ja hem vist abans que Q no té la propietat de l'extrem (és el que hem
anomenat “problema de l'extrem” de Q).

Una propietat interessant dels cossos ordenats que tenen la propietat de
I'extrem és aquesta:

TEOREMA: Si K és un cos ordenat amb la propietat de 'extrem i una
successi6 {a,} d’elements de K és creixent (a,+1 > a,) i fitada superior-
ment, aleshores {a,} convergeix cap el seu suprem.

DEMOSTRACIO: com que la successié és fitada superiorment i
K té la propietat de 'extrem, {a,}, com a conjunt, ha de tenir
suprem s. Aixo vol dir que hi ha termes de la successié tan a prop
com es vulgui de s (si no, hi hauria fites superiors més petites).
En altres paraules, Ve > 0 hi ha algun a,, tal que d(a,,, s) < ¢,
pero com que la successio és creixent, a partir d’aquest terme
tots compleixen a,, < a, < s i, per tant, Vn > ng, d(a,, s) < ¢,
és a dir, {a,} —s. O
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Similarment es demostra que si {a,} és decreixent i fitada inferiorment,
aleshores convergeix cap al seu infim.

e Cos ordenat arquimedia: és un cos ordenat en el qual el subconjunt N
no esta fitat superiorment. En altres paraules, un cos ordenat K és arqui-
media si

Ve € K (x> 0), In € N tal que n > z.
Per exemple, Q és un cos ordenat arquimedia.

Si fem = = 1/¢, la propietat arquimediana anterior també es pot formular
aixi ]
Ve € K (¢ >0), 3n € N tal que — < .
n

Aix0 permet afirmar que si K és un cos ordenat arquimedia i x és un
element positiu de K, hi ha sempre un racional positiu menor que .

Aquesta propietat té una conseqiiencia important. Les successions conver-
gents o de Cauchy de Q també soén convergents o de Cauchy considerades
com successions de K. En efecte, si {a,} — a dins de Q, tenim que

Ve >0 (e € Q), Ing € N tal que d(a,,a) < e, Vn > ny.

Perque sigui també convergent com a successié de K cal que es compleixi
la condicié anterior per a qualsevol &’ positiu de K, pero aixo esta garantit,
ja que per a cada &' > 0 de K es pot trobar sempre un € > 0 de Q tal que
e < ¢’. Igualment es pot argumentar amb les successions de Cauchy.

TEOREMA: Si K és un cos ordenat amb la propietat de l'extrem,
aleshores K és arquimedia.

DEMOSTRACIO: si no ho fos, N seria fitat superiorment i hauria
de tenir suprem s. Llavors s—1 no seria fita superior de N, ja que
s és la menor d’elles. Aixo significa que algun n € N hauria de
complir que n > s — 1. Si sumem 1 a cada costat d’aquesta
desigualtat tenim n + 1 > s, és a dir, hem trobat un nombre
natural que supera s, en contradiccié amb el fet que s és el
suprem de N.

El reciproc no és cert. Per exemple, Q és arquimedia malgrat no tenir la
propietat de 'extrem.

e Cos ordenat complet: és un cos ordenat en el qual totes les successions
de Cauchy sén convergents.

Com ja hem vist en la seccié anterior, Q no és complet (és el que hem
anomenat “problema de les successions de Cauchy” de Q).



32 Materials Antoni Méndez

TEOREMA: Si K és un cos ordenat amb la propietat de I'extrem, ales-
hores K és complet.

DEMOSTRACIO: sigui {a,} una successié de Cauchy. Aixo vol dir
que donat € > 0 hi ha algun subindex n, tal que

d(an, ay) < g, Vn, m > n;.

Aquesta successio és fitada superiorment i inferiorment (totes les
successions de Cauchy ho sén). Volem demostrar que {a,, } és con-
vergent. Per fer-ho construim la successié de “suprems” {sy},
on s, = sup{ag, @1, .- .}, és a dir,

sy = sup{ay,as, ...},
sy = sup{ag,as,...},
ss = suplas,ay,...},

Com que cada conjunt té un element menys, la successié de
suprems {s;} és decreixent. D’altra banda, com que {a,} és fi-
tada inferiorment, {s;} també ho és. Per tant, com acabem de
veure, {sx} ha de ser convergent i si £ = lim{s;} hi haura algun
subindex ns tal que

sy, ) < % Yk > n.

Aix{ doncs, ¥Yn, m, k > ng = max{ny, ny} es compliran ambdues
desigualtats

d(an, am) < %
Ara escollim un a,, dins el conjunt {ay, agy1, ...} (del qual s, n’és
el suprem) de manera que d(a,,, sx) < /3. Aixd sempre és possi-
ble perque podem trobar elements del conjunt {a, ax;1, ...} tan
a prop com vulguem del seu suprem s;,. Com que, evidentment,
m > k, tenim

d(Sk, 6) <

Wl M

d(an, ) < d(an, am)+d(am, sg)+d(sg, £) < %+§+§ =¢, Vn > ny,

és a dir, {a,} és convergent cap a £.
Es clar, doncs, que un cos ordenat amb la propietat de I’extrem solucionaria

almenys dos dels tres problemes de Q (el de I'extrem i el de les successions de
Cauchy). Pero n’hi ha algun? El teorema segiient dona la resposta.



Calcul en una variable real Materials 33

TEOREMA: Existeix un 4nic cos ordenat amb la propietat de 'extrem (i que,
per tant, també és arquimedia i complet) que designem per R i anomenem cos
dels nombres reals.

Ens limitarem a construir R com a conjunt i a definir les operacions i la relacié
d’ordre. Ometrem les demostracions de les propietats requerides aixi com de la
seva unicitat.

Conjunt R dels nombres reals

Definim el conjunt R dels nombres reals com el conjunt dels talls de la recta
racional,? on un tall és un conjunt A de nombres racionals amb les propietats
segiients:

1) Els elements del conjunt A sén menors que els elements del seu comple-

mentari A (= Q — A).
2) El conjunt A no té maxim.

La primera propietat ens diu que un tall descompon la recta racional Q en
dos subconjunts disjunts, A i A, mituament complementaris, el primer dels
quals, A, és (sobre la recta racional) a l'esquerra de altre. Es clar, per tant,
que el subconjunt de l'esquerra, A, és fitat superiorment per qualsevol element
de A.

La segona propietat ens diu que en el cas que A tingui suprem (cosa que
no sempre succeeix, ja que Q no té la propietat de l'extrem) aquest suprem no
pertany a A sin6 a A (i és, per tant, el minim de A).

Ens trobem, doncs, amb dos tipus de talls:

1) Tall racional: ésun tall definit per un conjunt A que té suprem s. En aquest
cas, tenim que A = {z|r < s} mentre que A = {x|z > s}. Identifiquem
aquest “tall racional” amb el nombre racional s.

Aix{, per exemple, el tall A = {z|z < 2/3} s’identifica amb el nombre
racional 2/3 (en aquest cas, A = {z |z > 2/3}).

Es obvi que tots els nombres racionals es poden identificar amb els talls
d’aquest tipus. En altres paraules, el conjunt R dels talls (nombres reals)
conté Q.

2 La construccié que es presenta aqui (els nombres reals com a talls de la recta racional)
és de Dedekind (1831-1916) (vegeu, per exemple, el capitol 1 del llibre de W. Rudin Principios
de andlisis matemdtico, McGraw-Hill, 1980). Hi ha una construccié alternativa equivalent de
Cantor (1845-1918) que defineix els nombres reals com a classes d’equivaléncia de successions
de Cauchy de nombres racionals (vegeu, per exemple, el capitol I del llibre de J. M. Ortega
Introduccid a Uanalisi matematica, Manuals de la UAB, 2002).
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2) Tall irracional: és un tall definit per un conjunt A que no té suprem.

Aquests “talls irracionals” son els nous elements (no racionals) de R i els
anomenem nombres irracionals. Com veurem, d’aquests talls n’hi ha molts
més que dels altres.

Per exemple, el conjunt A = {z|z < 0, 0 x > 0 perd x2 < 2}, defineix un
tall irracional, ja que no té suprem (el suprem seria /2, si fos racional).
Aquest tall és, doncs, un nombre irracional.

Aquestes definicions s’il-lustren a la figura segiient:

tall racional tall irracional
A s A A A
= Q Q
nombre real nombre real
racional s irracional

Ordenaci6 dels nombres reals
Ara definim el significat de la frase “el nombre real x (definit pel tall A) és menor
que el nombre real y (definit pel tall B)”. Per definicié, x <y si A C B.

< °

ACB
R

T <y

Es evident que aquesta definicio ordena totalment els nombres reals i conserva,
I'ordenacié preexistent dels racionals. Aquesta ordenacié ens permet, d’altra
banda, parlar de nombres reals positius (> 0) i negatius (< 0).

Suma i producte de nombres reals
Donats els nombres reals x (definit pel tall A) i y (definit pel tall B), definim

z+y % tall definit pel conjunt C' = {clc=a+b ac A be B}.

Pel que fa al producte, considerem primer el cas z,y > 0. Si A, i B, sén,
respectivament, els conjunts dels racionals positius (incloent el 0) de A i de B,
definim

:c~yd§f tall definit pel conjunt C' = {c¢|c=a-b,a€ A,,be B,}UQ_,
on Q_ és el conjunt dels racionals negatius. En el cas que x o y siguin negatius,

definim
R C —(x-(—y)) siz>0iy<0,
Y71 (~2)-(~y) siz<0iy<o.

Es pot comprovar que:
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e aquestes operacions, restringides al subconjunt Q C R, coincideixen amb
les operacions suma i producte alla existents,

e la suma (+), el producte (-) i I'ordenacié (<) donen a R l'estructura de
cos ordenat.

Propietat de 'extrem

R té la propietat de 'extrem, ja que si C' és un conjunt de nombres reals fitat
superiorment, cadascun dels seus elements esta definit per un tall A. La unio
d’aquests conjunts (talls) A defineix també un tall que correspon a la menor fita
superior (és a dir, el suprem) de C.

R és, doncs, un cos ordenat amb la propietat de ’extrem i, per tant, és també
arquimedia i complet. El problema de I'extrem i el de les successions de Cauchy
s’han resolt amb R. Queé passa amb 'altre problema (el de 'arrel)?

2.3 Arrel d’un nombre real

L’exemple anterior de tall irracional ja ens insinua que v/2 existeix com a nombre
irracional. Comprovem que, efectivament, és aixi. Ja hem vist abans que

{14, 1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, 1,414213, 1,4142135 ...}

és un exemple de successié de Cauchy no convergent de nombres racionals, pero
considerada com una successié de nombres reals és convergent (és creixent i fi-
tada superiorment). El seu limit, a, haura de complir a® = 2, ja que la successié
de quadrats convergeix cap a 2. Aixi doncs, existeix el nombre real a el quadrat
del qual és 2, és a dir, a = /2.

Aquest resultat es pot generalitzar aixi:

TEOREMA: Tot nombre real positiu té arrel n-esima.

DEMOSTRACIO: si a és un nombre real positiu i n € N, V& definim
ap com el nombre racional més gran, amb k wzifres decimals, que
compleix a} < a. La successi6 {ay} és creixent i fitada superiorment
i, per tant, és convergent. Si {ax} — r, com que {a}'} — a, tindrem
que r* =a, és a dir r =a'/".

Hem resolt, doncs, el problema de I’arrel dels nombres reals positius. Pel que
fa als negatius, el problema s’ha resolt només en part, ja que només existeix arrel
n-esima d’un nombre real negatiu quan n és senar. Queda, doncs, un problema
de l'arrel residual: quan n és parell ’arrel n-esima d’'un nombre real negatiu no
existeix. La solucié d’aquest problema requereix una nova ampliacié de R cap
al conjunt C dels nombres complezos (vegeu l'apendix A).
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Poténcia d’exponent real
Siguin a,b € R, amb a > 0. Definim a’ de la manera segiient:

Si b és el racional p/q, definim a® = a?/4 dof var.

Si b és irracional, definim a® < lim{a®}, on {b,} és qualsevol successi6 de
nombres racionals convergent cap a b. Es pot veure facilment que aquest limit
existeix 1 que no depen de la successié {b,} escollida.

DEMOSTRACIO: en ser {b,} convergent, també és fitada i, per tant,
{a’} també ho és. Aix{ doncs, IM tal que |ab"| < M, ¥n. Llavors

d(a’,a") = |a’ — a’™| = |a’™||a® "0 — 1| < M|a’ " —1].

Com que si prenem n i m suficientment grans |b,, — by, | es pot fer tant
petit com vulguem, el mateix passa amb |a® = —1|. Aixd demostra
que la successié {a’} és de Cauchy i, per tant, convergent. D’altra
banda, si {¢/,} — b tenim |a® — a’| < M|a®»~* — 1| que també es
pot fer tan petit com vulguem si prenem n suficientment gran. Aixo
demostra que lim{a®} = lim{a’}. ¢

Resum de les propietats dels nombres reals

e El conjunt R dels nombres reals amb les operacions suma (+) i producte
() és un cos, ja que:

o (R,+) és un grup abelia:

- La suma és associativa: (z +y)+z=z+ (y + 2), Vz,y,2z € R,

- la suma és commutativa: x +y =y +x, Vx,y € R,

- hi ha un element neutre, 0, tal que 0 +x =24+ 0=z, Vx € R,

- V2 € R hi ha un simetric, —z, tal que z + (—z) = (—z) + 2 = 0.
o (R —{0},-) és un grup abelia:

- El producte és associatiu: (z-y)-z=2x-(y-2), Vx,y,z € R,

- el producte és commutativ: -y =y -z, Vr,y € R,

- hi ha un element neutre, 1, tal que 1 -z =z -1 =1z, Vz € R,

1 1

- Vo # 0 de R hi ha un simetric, 274 tal que v -2~ =272 = 1.

o El producte és distributiu respecte de la suma:
r-(y+z2)=z-y+x-2, VryzeR
e El cos (R, +,+) amb la relacié d’ordre < és un cos ordenat, ja que:

Pl)z<y=z+2<y+z VzeR,
P2) z,y>0=2x-y > 0.
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Els nombres reals diferents de 0 es classifiquen en positius (z > 0) i negatius
(x < 0), 1 es compleixen les vuit propietats llistades a les pagines 14 a 16.

e El cos ordenat (R, +,-, <) té la propietat de l’extrem, és a dir, si A C R
és fitat superiorment (o inferiorment), aleshores A té extrem superior (o
inferior).

e El cos ordenat R és complet, és a dir, les successions de Cauchy de nombres
reals son convergents.

e El cos ordenat R és arquimedia, és a dir, N no és fitat superiorment o,
equivalentment, per a tot nombre real positiu z, In € N tal que 1/n < z.

e Tot nombre real positiu té arrel n-esima real. Si és negatiu, només té arrel
n-esima real si n és senar.

2.4 Successions de nombres reals. Teorema de Bolzano -
Weierstrass

Les successions de nombres reals compleixen en general les mateixes propietats
que les de nombres racionals, descrites a la seccié 2.1.3. No obstant aixo, hi ha
algunes propietats que no compleixen les successions de racionals pero si les de
reals com a conseqiiencia del fet que R té la propietat de 'extrem i és, per tant,
complet. Ja n’hem vist dues:

e les successions de Cauchy de nombres reals sén sempre convergents,

e les successions creixents (decreixents) fitades superiorment (inferiorment)
de nombres reals sén sempre convergents.

El nombre e .
La darrera propietat garanteix ’existéncia del nombre e e lim{a,}, on a, =
(1+1/n)", ja que aquesta successio és creixent i fitada superiorment.

DEMOSTRACIO: si fem servir el binomi de Newton tenim

1\n
an:<1+—>

n
_n+n1+n1+n1++n1
—\0 1/n 2/ n? 3/ n3 nj)nm

1 1 1 1 2
= 11t (1= )4 (1= ) (1= 2) 4
+ +2! n +3! n n +
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Com que tots els sumands sén positius, tenim que a,,1 > a,, ja que,
a part de contenir un sumand addicional, la resta de sumands de
an+1 SON mMés grans que els corresponents sumands de a,, ates que
els termes de la forma (1 —r/n) creixen quan substituim n per n+ 1.
La successi6 {a,} és, doncs, creixent.

També és fitada, ja que

- 1+1+1(1 1)+1 1)(1 2>+
U = 2! n 3! n n
1 _
002 (-
n! n n n
141 1 1
< -+ +§+§+ +ﬁ
1

Aixi doncs, {a,} és convergent i el seu limit és < 3. D’altra banda, com que
a; = 2 1 la successié és creixent, el seu limit és > 2. Tenim, per tant, 2 < e < 3.
De fet, e és un nombre irracional (vegeu el capitol 8 i 'apendix B). El seu valor
aproximat és
e = 2,71828182845904523536028747135 . ..

Teorema de Bolzano - Weierstrass

Veurem ara una altra propietat de les successions de nombres reals que no com-
pleixen, en general, les de nombres racionals. Abans, pero, hem d’introduir el
concepte de successio parcial d'una altra.

DEFINICIO: La successié {an,, Gn,, Gns, - - -} és una successid parcial de la suc-
cessi6 {ay} si {ny,n9, ng, ...} és una successié estrictament creizent de nombres
naturals (és a dir, ny < ng <mng < ...).

En altres paraules, una successié parcial de {a,} és una successié formada per
alguns termes d’aquesta, sense variar-ne [’ordre.

Evidentment, si una successié {a,} és convergent, qualsevol successié parcial
seva també ho és i té el mateix limit

DEMOSTRACIO: si {a,} — a, donat ¢, a partir d’algun subindex
tenim d(a,,a) < e, llavors també d(a,,,a) < ¢ a partir del mateix
subindex. <

No obstant aixo, una successié no convergent pot tenir successions parcials
convergents. El teorema segiient dona una condicio suficient.
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TEOREMA DE BOLZANO - WEIERSTRASS: Tota successio fitada de nombres
reals té alguna successio parcial convergent.

DEMOSTRACIO: si Vn, a < a, < b, anomenem I, el conjunt de
punts (nombres reals) x que compleixen a < x < b. Dividim I
en dues meitats i n’escollim una que contingui infinits termes de
la successié {a,} (almenys una de les dues meitats complira aquest
requisit). Anomenem /; la meitat escollida. Tornem a dividir I; en
dues meitats i n’escollim una aplicant novament el criteri anterior.
Anomenem I, la meitat escollida. Repetim el procés indefinidament.

D’aquesta manera tenim que tots els conjunts Iy D Iy D I, D ...
contenen infinits termes de {a,} i cadascun d’ells té la meitat de
llargada que I’anterior (la llargada de conjunt I, és Ly, = (b—a)/2F).
Aix0 ens permet construir una successié {a,, } amb a,, € Iy i n <
ng+1 (sempre es pot fer, ja que hi ha infinits termes de la successi6
{a,} a cada I};). La successié {a,, } és una successié parcial de {a,}
i és de Cauchy (i, per tant, convergent), ja que, per construccio, si
nk < ng, tenim d(ay, ,a,,) < L, = (b —a)/2*, que és tan petit com
vulguem per a k suficientment gran.

2.5 Expressio decimal d’un nombre real

Tots els nombres racionals es poden expressar en forma decimal amb un nombre
finit de xifres decimals (p. ex., 7/8 = 0,875) o amb un nombre infinit amb es-
tructura periodica (p. ex., 96/55 = 1,7454545 .. .). El reciproc també és cert, un
nombre decimal amb un nombre finit de xifres decimals o amb un nombre infinit
amb estructura periodica, representen sempre un nombre racional.

EXEMPLE:

435974
x 3,974 = 10000z 35974 = «x 10000

1000z = 2352,5252.. . .
10z = 23,5252 ..

= 990z = 2329 = = =

T = 2,35252... :s{

2329
990

Veurem ara que qualsevol nombre real és expressable en forma decimal amb
un nombre infinit de xifres decimals. Abans, pero, cal donar sentit a aquests
nombres amb infinites xifres decimals. Ho fem amb un exemple:
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EXEMPLE: 3,1415926535897 . .. és, per definicid, el limit (i el suprem)
de la successio creixent i fitada superiorment

{3,1, 3,14, 3,141, 3,1415, 3,14159, 3,141592, 3,1415926...}
i és, per tant, un nombre real.

Qualsevol nombre real x és expressable d’aquesta forma. Només cal consi-
derar la successié {a,}, on a, és el nombre racional més gran, amb n xifres
decimals, que compleix a,, < x. Aquesta successio és creixent i fitada superior-
ment (el mateix x n’és una fita superior) i, per tant, convergeix cap al seu
suprem que, obviament, ha de ser < x. D’altra banda, la successié {da',}, on
a'n és a, amb la darrera xifra decimal incrementada en una unitat (és a dir,
a'y, = a, +107™) és decreixent i fitada inferiorment i, per tant, convergeix cap al
seu infim que ha de ser > x, ja que, per construccié, a’, > x, Vn. Perd com que
{d,—an} = {107} — 0, ambdues successions convergeixen cap a x. Concloem,
doncs, que

\un nombre real és un nombre decimal amb infinites xifres decimals. \

En el cas dels nombres racionals, a partir d’algun lloc, les infinites xifres
decimals sén 0 (en aquest cas també admeten una expressié amb infinits 9 a
partir d’'un lloc) o tenen estructura periodica:

g = 0,8750000. .. = 0,8749999. .. , % = 1,7454545 . ..

Per tant, si el nombre decimal no té estructura periodica, correspon a un nombre
irracional.

2.6 Altres propietats dels nombres reals
e Entre dos nombres reals sempre hi ha algun racional.

DEMOSTRACIO: ja hem vist que la propietat arquimediana de
R garanteix que entre 0 i un real positiu sempre hi ha algun
racional. Veurem ara que si 0 < x < y, sempre hi un racional
entre x i y (la generalitzaci6 al cas en qué x o y sén negatius és
trivial). Considerem el nombre real positiu y — x. D’acord amb
la propietat arquimediana, dn € N tal que

1
—<y—xr= x+%<y,
n
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i també dm € N tal que

m—1
n

VAN
8
N3
33
VAN
8
+
3=

m—1<nr<m=

r <

313

Per tant,

x<§x—|—%<y.

Hem trobat, doncs, el racional m/n entre x iy.
e Entre dos nombres reals sempre hi ha algun irracional.

DEMOSTRACIO: sigui z,y € R amb z < y, i sigui s un irracional
positiu, llavors entre els nombres reals x/s i y/s hi haura algun

racional r:

X
Ter<? o r<[r-s|<uy.

S S

Per tant, entre x i y hem trobat l'irracional r - s (és irracional,
ja que si fos racional, multiplicant-lo pel racional 1/r tindriem
que s hauria de ser també racional). <

L’aplicacio reiterada d’aquests resultats permet afirmar que

entre dos nombres reals hi ha sempre infinits racionals i infinits irracionals.

No obstant aixo, hi ha molts més irracionals que racionals. Per mostrar
aquest fet més clarament, introduim el concepte de conjunt numerable:

DEFINICIO: Un conjunt A amb un nombre infinit d’elements és numerable si
es pot construir una aplicacié bijectiva entre N i A o, equivalentment, si es pot
construir una successio usant tots els elements de A sense repetir-ne cap.

El teorema segiient posa en evidencia que hi ha molts més nombres irracionals
que racionals.

TEOREMA: Q és numerable mentre que R no ho és.

DEMOSTRACIO: els elements positius de Q es poden “numerar”
seguint l'ordre indicat en la figura segiient (saltant-se les fraccions
reductibles):
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6/1 6/2 6/3 6/4 6/5 6/6 -

La inclusié dels racionals negatius no ho espatlla, ja que podem
renumerar-los tots seguint I’ordre anterior perd numerant cada racio-
nal negatiu després del seu simetric positiu (de fet, la unié d’una
infinitat numerable de conjunts numerables és també numerable).

D’altra banda, el conjunt R no és numerable, ja que si ho fos podriem
construir una successio amb tots els nombres reals

{xla T2,T3, T4, L5, Te, L7, - - }

Pero sempre hi hauria un nombre real no inclos a la successié. Només
caldria construir un nombre real amb la primera xifra decimal dife-
rent de la primera xifra decimal de z1, la segona xifra decimal diferent
de la segona xifra decimal de x9, la tercera xifra decimal diferent de la
tercera xifra decimal de z3, etc. (evitant sempre les xifres 019 per no
tenir ambiguitats del tipus 1,5000... = 1,4999...). Aquest nombre
real seria diferent de tots els x,,. <

2.7 Conceptes topologics a R

En aquesta seccio utilitzarem indistintament la terminologia nombre real i punt
de la recta real per referir-nos als elements de R.

Intervals

o Interval obert d’extrems a 1 b:

(a,b) ={x|a < x < b}.

o Interval tancat d’extrems a i b:

[a,b] = {z]|a <z < b}

e Similarment es defineixen [a,b) i (a,b]. Escriurem també

la,+00) ={z]a <z}, (—o00,b]={x|z<b}, (—o00,+0)=R.
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Entorns
e [Fntorn de centre a iradi r (r > 0):
E(a,r) =A{z|d(x,a) <r}=(a—T1,a+T).
E(a,r)
e
a—¢€ a a—+ €
e Fntorn perforat de centre a i radi r:
E(a,r) ={z|0<d(z,a) <r}=(a—r,a)U(a,a+71)=E(a,r) —{a}.
e FEntorns de la dreta i de 'esquerra:
Et(a,r) = {z|d(z,a) <r,z>a}=(a,a+r),
E (a,r) = {x]d(z,a) <r,x<a}=(a—ra).
Punts

Sigui D CRi D (=R — D) el seu complementari,

Punt d’acumulacio de D: a és un punt d’acumulacio de D si tots els entorns
de centre a contenen punts de D diferents de a (en altres paraules, si tots
els entorns perforats de centre a contenen punts de D).

Una definicié equivalent és aquesta: a és un punt d’acumulacié de D si és
limit d’alguna successio convergent d’elements de D diferents de a.

Atencié! Un punt d’acumulacié de D no necessariament pertany a D.

Punt aillat de D: a és un punt aillat de D si a € D i no és punt d’acumu-
lacié de D.

Punt interiora D: a és un punt interior a D si a € D i existeix algun entorn
E(a,r) C D.

Punt exterior a D: a és un punt exterior a D si és interior a D, és a dir, si
existeix algun entorn &E(a,r) C D.

Punt frontera de D: a és un punt frontera de D si no és ni interior ni ex-

terior a D, és a dir, si tots els seus entorns contenen punts de D i punts
de D.

Alguns exemples ajudaran a aclarir aquests conceptes:
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EXEMPLE 1: considerem els conjunts A = [0,1], B = (0,1) i C =
[0,1). En tots tres casos els punts d’acumulaci6 sén tots els de 1'in-
terval [0, 1] i no tenen punts aillats. Els punts interiors d’aquests tres
conjunts sén tots els de l'interval (0, 1), els exteriors sén els del con-
junt (—o0,0) U (1, +00) i els punts frontera sén el 011’1 en tots tres
casos.

EXEMPLE 2: sigui D = (0,2) — {1}, és a dir, I'interval (0, 2) sense el
punt 1. Els punts d’acumulacié de D sén tots els de 'interval [0, 2].
No té punts aillats. Els punts interiors sén els del conjunt (0,1) U
(1,2) = D, els exteriors sén els del conjunt (—oo,0) U (2,+00) i els
punts frontera sén el 0, 1'1 i el 2.

EXEMPLE 3: el conjunt £ = {1/n|n € N} només té un punt d’acu-
mulacié, el 0, que no pertany al conjunt. Tots els punts de FE sén
aillats. No té cap punt interior, els punts exteriors sén els de R — F
diferents de 0 1 els punts frontera sén tots els de £ U {0}.

EXEMPLE 4: considerem ara el conjunt F' = [0,1] N Q dels nombres
racionals de I'interval [0, 1]. Tots els seus punts sén d’acumulacié, pe-
ro també ho sén els nombres irracionals de [0, 1]. No té punts aillats
ni interiors. Els punts exteriors son els de (—o0,0) U (1,4+00) i els
punts frontera sén tots els de I'interval [0, 1] (racionals i irracionals).

Conjunts oberts i tancats
Sigui D C R,

o Congunt obert: D és un conjunt obert si tots els seus punts sén interiors.

e (Conjunt tancat: D és un conjunt tancat si conté tots els seus punts d’acu-
mulacio.

Una definicié equivalent és aquesta: D és un conjunt tancat si conté els
limits de totes les seves successions convergents.

Cal notar que els conjunts de nombres reals no es classifiquen en oberts i
tancats. En general, no sén ni una cosa ni l'altra. D’altra banda, R és alhora
obert i tancat.

EXEMPLE: Dels conjunts dels exemples anteriors inicament B i D
son oberts i inicament A és tancat. La resta no sén ni oberts ni tan-
cats. El conjunt E no és tancat (ho seria si li afegissim el 0).
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El teorema segiient relaciona els conjunts oberts amb els tancats:

TEOREMA: D és obert si i només si D és tancat.

DEMOSTRACIO: si D és obert, D ha de ser tancat, ja que si no ho
fos, hi hauria un punt d’acumulacié de D que no seria de D i, per
tant, seria de D. Pero com que tots els seus entorns contenen punts
de D, no podria ser interior a D. Llavors D no seria obert.

Reciprocament, si D és tancat, D ha de ser obert, ja que si no ho
fos, hi hauria algun punt de D que no seria interior a D, és a dir,
tots els seus entorns contindrien punts de D. Per tant, seria un punt
d’acumulacié de D i hauria de pertanyer a D, ja que és tancat. <

Com que R és alhora obert i tancat, el seu complementari, (), és també alhora
obert i tancat.
Vegem ara alguns teoremes sobre conjunts oberts.

TEOREMA: La unié de conjunts oberts és un conjunt obert.

DEMOSTRACIO: si x € |JD; = z € algun D; = z és interior a
aquest D; (obert) = x és interior a | JD;. &

TEOREMA: La interseccié d'un nombre finit de conjunts oberts és un conjunt
obert.

DEMOSTRACIO: si z € (i, D; = x € tots els D; = z és interior
a tots els D; (oberts) = per a cada i hi ha algun entorn &(x,r;)
tal que E(x,r;) C D; = el menor d’aquests entorns, E(z,7) on r =
min{ry,...,r,}, és dins de tots els altres = Vi : E(z,r) C D; =
E(x,r) C Ny Di = x és interior a (;_; D; = (—, D; és obert.

Notem que aquesta ultima demostracié no val quan la interseccié és d'un
nombre infinit d’oberts, ja que no sempre hi hauria un » > 0 menor o igual que
tots els infinits r;, és a dir, 'extrem inferior del conjunt dels r; podria ser 0.

Hi ha també dos teoremes per a conjunts tancats:

’TEOREMA: La interseccié de conjunts tancats és un conjunt tancat. ‘

’ TEOREMA: La unié d'un nombre finit de conjunts tancats és un conjunt tancat. ‘

DEMOSTRACIO: sén conseqiiencia dels teoremes anteriors i de les
conegudes relacions entre conjunts:

Uo=No.  Np=UD. ¢
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Conjunts compactes
Sigui D C R,

o (Conjunt compacte: D és un conjunt compacte si tota successié d’elements
de D té alguna successio parcial convergent amb limit a D.

El teorema segiient ens dona una condicio necessaria i suficient perque un conjunt
de nombres reals sigui compacte.

TEOREMA: D és compacte si i només si és tancat i fitat.

DEMOSTRACIO: sigui D compacte i sigui {z,} — ¢, amb z,, € D.
Per demostrar que D és tancat només cal provar que £ € D. Com
que D és compacte, la successié {x,} ha de tenir alguna successié
parcial convergent dins D, perd com que la propia successi6 {x,} és
convergent, totes les seves parcials convergeixen cap al mateix limit
(. Per tant, £ € D, és a dir D és tancat.

D és també fitat, ja que si no ho fos, per a cada n € N podriem trobar
algun element y, € D tal que |y,| > n. Amb tots els y, tindriem
una successié {y,} que no tindria cap successié parcial fitada ni, per
tant, convergent i aix0 estaria en contradiccié amb el fet que D és
compacte.

Reciprocament, si D és tancat i fitat i {z,, } és una successié d’elements
de D, per demostrar que D és compacte només cal provar que aquesta
successio té alguna successié parcial convergent dins D. En efecte,
com que D és fitat, la successié {x,} també és fitada i, d’acord amb
el teorema de Bolzano - Weierstrass, ha de tenir alguna successio
parcial convergent {z,,} — ¢. D’altra banda, en ser D tancat, tenim
teD. &

EXEMPLE: Els conjunts A = [1,2], B = [1,2] U [4,10] o C' =
{1/n|n € N} U {0} sén compactes perque sén tancats i fitats. Els
conjunts D = [1,2), E = [1,2] U (4,10) o F = {1/n|n € N} no
sén compactes perque no sén tancats i els conjunts G = [3,400) o
{n*|n € N} tampoc ho sén perque no sén fitats.

Topologia
Tot i que no hi aprofundirem, introduim ara el concepte general de topologia per
contextualitzar els conceptes presentats en aquesta seccid.
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Si A és un conjunt qualsevol i C és una col-leccié de subconjunts de A (no
necessariament tots) que compleix les condicions segiients:

1) la unié d’elements de C també és de C,
2) la interseccié d’un nombre finit d’elements de C també és de C,

3) el conjunt A i el conjunt buit () sén elements de C,

aleshores diem que C defineix una topologia sobre A.

EXEMPLE: el conjunt C de tots els conjunts oberts de R compleix les
condicions anteriors i, per tant, defineix una topologia sobre R que
anomenem topologia de la recta real.

2.8 Alguns teoremes tutils per al calcul de limits

Definim, primer, el concepte de successié que “tendeix a infinit”.

Successié amb “limit infinit”
e Diem que lim{a,} = +oo si

Vk >0, dng € N tal que a,, > k, Vn > ng.

e Similarment, lim{a,} = —oo si

Vk <0, dng € N tal que a, < k, Vn > ny.

Cal assenyalar que una successié amb limit infinit no és convergent. En aquest
cas diem que és divergent.?
Vegem ara alguns resultats ttils per al calcul de limits de successions.

e Criteri del “sandvitx”

Si {a,} — ¢, {b,} — ¢, i a partir d’algun subindex, a, < ¢, < by,
aleshores lim{c,} = /.

DEMOSTRACIO: per a cada ¢ > 0, a partir d’algun subindex es
compleix a,,b, € ({ —¢e,{ + ¢). Per tant, c¢,, que esta entremig
de a, i b,, també esta dins d’aquest interval. <

3 Sovint es fa servir el terme divergent com a sinonim de no convergent. Tanmateix, aqui
només farem servir el terme divergent per a les successions no convergents amb limit +oo.
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e Criteri de Stolz

TEOREMA (CRITERI DE STOLZ): Si {b,} és creixent (b,41 > by),
lim{b,} = +o0, i lim {M} = (, aleshores lim {‘Z—Z} = /.

bn+1_bn

DEMOSTRACIO: considerem el cas ¢ finit (el cas £ = +oo es
demostra de manera semblant). Donat ¢ > 0, Iny € N tal que
Vn > ng es compleix

a — a
M<g+€7
bn+1_bn

(—e<
és a dir,
(0 —¢€)(bpr1 —by) < apy1 —an < (4 €)(bps1 — by).

Sigui m > ng. Si sumem les desigualtats anteriors per n =
ng, no+1,n9+2, ..., m1itenim en compte que an:no (bps1—by) =
b1 — by 1 que Z?:no(anﬂ — Up) = Apa1 — Gpy, Obtenim

(€ =€) (bmt1 = bpy) < Qi1 — ang < (L4 €) (b1 — bny).-

Si dividim per by, 1 després sumem a,,, /by, 11 arribem a

(6—5) (1_ bno >+ QUpy < Am41 <(€+€) (1_h>+ﬂ‘

bm+1 bm+1 bm+1 bm+1 bm+1

Com que {b;,11} — 400, Img € N tal que Vm > my es compleix

) a/TL()

— < <e, —£<

<E.

berl berl

Llavors tenim

by Ay
(¢ — 5)(1 - bm+1> + b >(l—e)(l—¢g)—¢

=l—c(l+2)+e* >0 —c(l+2)— &%

bn, Ay
(€+5)<1 . bmﬂ) B < (o)) +e

=(+e(l+2)+&%

Per tant,

Am41

(—c(l+2)—¢e*< <l+e(l+2)+¢e% Vm > my,

m—+1

lim{amH} = /. &

bm+1

és a dir,
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A partir del criteri de Stolz s’obté el resultat segiient:

Sic, >0, Vn, i lim{c,+1/c,} = ¢, aleshores lim{ {/c, } = £.

DEMOSTRACIO: considerem la successié {ln ,"/cn}. Si usem el
criteri de Stolz amb a,, = Inc, i b, = n tenim

1
lim {In /c,} = lim { Lo }
n

1 —1
—im{ —t TBO Lp Ip S L
(n+1)—n Cn

és a dir,

lim { /e } :hm{c’;“} =0 O

n

Notem que l'existencia del primer limit implica 'existéncia (i coincidéncia)
del segon, pero el reciproc no és cert, pot existir el segon i no el primer.

Les igualtats segiients sén dos casos particulars d’aquest resultat

lim{{l/ﬁ}:hm{nzl}zl,
lim {¢/a} =lim {>} =1 (sia>0)

e Criteris de I’arrel i del quocient

Si im{ {/|ca|} < 1, o lim{|cp41]/|cn|} < 1, aleshores lim{c,} = 0.

DEMOSTRACIO: és una conseqiiéncia del fet que si lim { v/ |cn|}

o lim {|c,11|/|cn|} existeix i és < 1, la “suma infinita” (serie)

oo
Ch=C+C+c3+---

n=1

és sumable (és a dir, la suma total és finita) i, com a con-
seqiiencia, la successié de sumands {c,} ha de tenir limit 0 (ho
veurem al capitol 7). <
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2.9 Problemes

P2.1 Demostreu que si n € N i no és quadrat perfecte, no existeix cap nombre
racional r tal que 72 = n. Suggeriment: vegeu la demostracié del cas
n=2.

P2.2 Trobeu lim{a,}, on

(&) an =>4 or*=14r+r2+ . 4"
Suggeriment: abans demostreu que a,, = (1 —r"*1) /(1 —r).
(b) a, = (3"t —57*t) /(3" + 57)
(¢) an=vVn24+n+1—-n
nt1

P2.3 Considereu la successié {a,}, on a, = - Trobeu una successio
parcial convergent cap a 1 i una altra convergent cap a —1.

P2.4 Considereu la successié {a,}, on a1 = 1,a,11 = v/1+ a,. Demostreu
que és creixent i fitada superiorment, i trobeu el valor del seu limit.

P2.5 Per definici6 tenim e & lim {(1+4 )"}, Demostreu que si {a,} — +o0,

aleshores
) 1\
hm{(l—l——> }:e.
ap

Suggeriment: per a cada n hi ha un m,, € N tal que m,, < a,, < m,, + 1.

P2.6 Feu servir el resultat anterior per trobar els limits segiients:

(a) lim { (1 _ %)n} Suggeriment: 1 — % _ (1 - ! 1>1.
el )

P2.7 Feu servir el criteri del “sandvitx” per trobar els limits segiients:

0t {2021

n

(b) l'm{ N S }
1 e -
Vn2+1 Vn2+2 vn2+n

P2.8 Feu servir el criteri de Stolz per trobar els limits segiients:

1+3+32+~--+3”—1}

(a) lim{ -
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(b) lim{

14+23 4335+ +nd
n

P2.9 Feu servir el criteri del quocient per trobar els limits segiients:

—1)»
P2.10 Considereu el conjunt A = (—1,0] U {x ’ x = (=1) n=12,.. }
n

(a) Trobeu els punts interiors, els punts frontera i els punts d’acumulacié
de A.

(b) Determineu si A és obert, tancat o compacte.

SOLUCIONS

S2.1 Suposem que hi ha un racional d’expressié irreductible p/q que compleix
(p/q)* =n = p* = ng®> = n (multiple de n) = p = n , ja que si no ho
fos, p? tampoc ho seria (sip#n =p=n+k,onk=1,2,...(n— 1)
i, per tant, p? = (n + k)> = n + k? # n, ja que k? no és divisible per
n). Aixi doncs, p* = (n)%. D’altra banda, ¢> = p?*/n = (n)*/n = n
i, per tant, també ¢ = n. Com que tant p com ¢ sén multiples de n,
p/q és reductible, en contradiccié amb la hipotesi. Aix{ doncs, v/n no és
racional.

S2.2(a) ap=1+r+r*+--+r"=ra,=r+r*+ri+. 4" Sir#£1,
restem i obtenim a,(1—r) = 1—r"™ és adir, a, = (1—r"")/(1—r).
Sir =1 tenim a, = n+ 1. Per tant,

1/(1—r) si —1<r<l,

lim{a,} = ¢ +o0 sir>1,
no convergent sir < —1.

. N et B £ (70 (e | U
(b) lim{a,} = lim {W} = hm{ 59((3/5)" 1] } = -5, ja
que (3/5)" — 0.

(¢) Si multipliquem i dividim a,, per vn? 4+ n + 1 4+ n obtenim

n+1 } : 1+ 1
= lim =

lim{a,} = lim
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S2.3

S2.4

S2.5

Notem que
n+1 1
—— = (=" (1+—).
= 0 (1)

Veiem, doncs, que els termes de la successié amb subindex parell con-
vergeixen cap a 1, mentre que els de subindex senar ho fan cap a —1, és
a dir,

lim{ay,} =1, lim{ag,—1} = —1.

Demostrem per induccié que és creixent, és a dir, a,,1 > a,. Com que
a; = 1iay =2, el cas n = 1 es compleix. Suposem que a, > a,_1,
aleshores a, 1 =+/1+ a, > \/1+ a,_1 = a,. Per tant, {a,} és creixent.

Per veure que és fitada superiorment ens cal un “candidat” a fita superior.
Per trobar-lo suposem que lim{a,} existeix (aix0 encara no ho sabem).
Si lim{a,} = ¢ i fem el limit de I'expressié generadora a, 11 = /1 + a,
arribem a £ = /1 + ¢, d’'on obtenim ¢ = (1 4 v/5)/2 ('altra soluci6,
¢ = (1 —-+/5)/2 < 0, és descartable en aquest cas). Aixi doncs, si la
successio és fitada (cosa que encara no hem demostrat), com que és crei-
xent, també haura de ser convergent i les fites superiors hauran de ser
> (. Prenem, per exemple, 3 (> ¢) com a “candidat” a fita superior i
demostrem (per induccié) que, efectivament, ho és. D’una banda, tenim
a; = 1 < 3. Suposem que a, < 3 i demostrem que a,,; < 3. Aixo
equival a demostrar que a? +1 <9, la qual cosa és evident, ja que a? =
1+ a, <1+ 3<9. La successi6 és, per tant, fitada superiorment.

En ser creixent i fitada superiorment, ja podem assegurar que és conver-
gent i que el seu limit és ¢. Aixi doncs, lim{a,} = (1 +v/5)/2.

1
mn+1

Per a cada a, existeix m,, € N tal que m,, < a, < m, +1 = <

<= 14 g <142 <14 -, i, per tant,

1
mn+1 m

1 mn 1 an 1 mn+1
1+ < |1+ — <14+ — .
m, +1 y, My

El limit del terme de I'esquerra és

1 Mp 1 mn+1 1 -1
lim {1+ =lim |1+ 14 =e,
m, +1 m, +1 m, + 1

i el del terme de la dreta,

1\ 1\™ 1
hm(l—l——) zlim<1—|——> (14——)2@.
my, mp, mp
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Per tant,

) 1\"™
lim (1 + —) =e.
Qn

D’aix0 deduim que si {b,} — 0, amb b,, > 0, aleshores lim(1-+b,)/* = ¢,
ja que si fem a,, = 1/b, estem en el cas anterior.

sm@mqggqlmgun;)}mﬂH;yH?

1 1,
hm{(“fm) (1+m)} ‘
n?+1
(b) Si fem la divisié tenim =n+1+ . Per tant,
n—1 n—1

lmgjg_@@ﬁmKHﬁ;ﬁ**}

9 n=17 2%
2

1 — o2

(+n—1) ] e

S2.7 (a) Com que —1 < sin(lnn) < 1, tenim —1/n* < sin(lnn)/n? < 1/n?
D’altra banda, {£1/n?} — 0. Per tant, lim{sin(Inn)/n*} = 0.

(b) D’una banda, tenim

= lim

n 1 1 1 n
< + doe ot < ,
Vn24+n  Vn2+1 Vn2+2 vn24+n  Vn2+1

i de laltra, tant {n/v/n?+n} com {n/v/n?+ 1} tenen limit 1. Per

tant,

1 1 1
lim + o b =1
{\/n2+1 Vn?+2 \/n2—|—n}

S2.8(a) Sia,=1+3+3>+---+3"1ib, =3" (que és creixent i amb limit
+00), calculem

I Ay — Qp—1 ! R 1 1
im<{ ——— ¢ =lim - ——
by, — b1 3n — 3n—1 3—1 2

Per tant,

: {1+3+32+---+3"—1} 1
lim an
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(b) Similarment, si a, =14 2% +3*+ .-+ n?ib, = n* calculem

P Rt ) T R GO
by — b1 | nt—(n—1)*

) n3 1
= lim = —.
4nd3 —6n2+4n —1 4

Per tant,

, {1+23+33+---+n3}
lim I

n

S2.9 (a) Tenim a,, = 2"/n! i, per tant,

n /|
T ST G S CCR QT 0 QU Y
ap_1 2n=1/(n —1)! n

d’on deduim que lim{2"/n!} = 0.

(b) Tenim a,, = n!/n™ i, per tant,

fim { } ~ b { T } ~fm { (1 - %)}
“unf (1) (- 2) e

d’on deduim que lim{n!/n"} = 0.
(c) Notem que lim { W/n} = lim { w"/an}, on a, = n!/n". D’altra ban-
da, si lim{a,/a, 1} existeix, aleshores lim { @/an} també existeix i

ambdds limits coicideixen. A P'apartat (b) hem trobat lim{a, /a, 1} =
1/e, d’on deduim que lim { W/n} =1/e.

1
S2.10 Podem reexpressar A aixi: A =[—1,0] U {x ‘ T=g-n= 1,2,.. }
n

(a) Punts interiors: tots els de (—1,0), que inclou (—1)"/n amb n senar.
Punts frontera: 1,01 1/(2n), ambn=1,2,3,...
Punts d’acumulacié: tots els de [—1,0].

b) A no és obert perque no tots els seus punts sén interiors. Ks tancat
perq p
perque conté tots els seus punts d’acumulacié i és compacte perque
és tancat 1 fitat.
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3 FUNCIONS D’UNA VARIABLE REAL

3.1 Funcions d’una variable real

Una funci6 real d’una variable real és una aplicacié d’un conjunt D de nombres
reals, sobre R:

D Ly R

r —> f(x) = imatge de x per f (o valor de f a z).

S’anomena domini de la funcio f al conjunt D on esta definida. El conjunt
de valors de f (imatges de tots els elements de D) s’anomena imatge de f i es
representa per f(D). El conjunt {(x, f(x)) | x € D} és el grafic de la funcid i
és, obviament, un subconjunt de D x R.

R
f@) grafic
f(D)
—— D xR
D v R

Suma i producte de funcions: Siguin f i g dues funcions definides als dominis
D i E, respectivament. Definim

(f+9)(x) f(x)+g(x), Yre DNE,
(f-9)z) ¥ f@) g(x), VeeDNE.

def

Composicié de funcions: Siguin f i g dues funcions definides als dominis D i F,
respectivament. Definim

(go f)(x) défg(f(x)), Vz tal que f(x) € E.
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Funcié identitat: Definim la funcié identitat, I, com

r, VreR.

Funcié inversa d’una altra: Definim la funcio inversa de la funcio f com la
funcié f~' que compleix f~to f = fo f~t =1, és a dir,’!

FHf@) = f(f () =z
L’existencia de f~! estd garantida si i només si f és injectiva, ja que si no

ho fos, f~! no seria aplicacié. Si el domini de f és D, el de f~!, si existeix, és
f(D) itant f com f~! sén aplicacions bijectives entre D i f(D).

EXEMPLE: La funcié f(x) = 23 és injectiva a tot R i és, per tant,
invertible. La seva inversa és la funcié f~'(z) = ¢/z. En canvi, la
funcié g(x) = 22 no és injectiva ni invertible a tot R. Si que és in-
jectiva (i invertible) a [0, +00), on la seva inversa és ¢! (x) = ++1/z
i també ho és a (—o0, 0], on la seva inversa és g~ (z) = —/z.

Una funcié és, per definicié, univaluada. Quan parlem de la “funcié”

Vz, que pren dos valors ++/z al punt x, estem parlant de dues
funcions, les inverses de x2 en els diferents dominis d’injectivitat.

1 Cal no confondre f~! amb 1/f. Per exemple, si f(z) = In(z), la inversa és f~!(z) = e®

(ja que e = In(e”) = x), mentre que 1/f(x) = 1/Inx.
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Funcions elementals
Fem una breu descripcié de les funcions elementals:?

e Polinomis i funcions racionals: els polinomis sén les funcions del tipus
f(z)=>"}_yarz”, on a; € R. S’anomenen funcions racionals les funcions
de la forma f(z) = P(z)/Q(x), on P(z) i Q(x) sén polinomis.

e Poténcies: sén de la forma f(z) = 2% on a € R (vegeu pagina 36). En ge-
neral, només estan definides per a = > 0. També estan definides per a
x < 0sla€Zosiaés un nombre racional d’expressié irreductible p/q
amb ¢ senar. Es compleix la propietat (z-y)* = z%-y*. Si RT és el conjunt
dels nombres reals positius, aquesta propietat expressa el fet que f és un
homomorfisme?® dins del grup multiplicatiu (R*, )

(R*,-) AN (R*,-)
T — z®
Yy — Y
zoy — (zoy)t =2ty

e [Exponencials i logaritmes: la funcié exponencial de base a és f(x) = a®
on a > 0. Es compleix a*™¥ = a* - a¥ i és, per tant, un homomorfisme del
grup additiu (R, +) al grup multiplicatiu (R*,-)

(Ru _'_) i> (R+7 ' )
x — a”
Y — a?
r+y —  a"V=a" a’.

En el cas particular a = e la funcié s’anomena simplement exzponencial i
s’expressa f(z) = e* = exp(x).

Si a # 1 la funcié exponencial és injectiva (r # y = a” # a¥) i, per tant,
invertible. La funcié logaritme de base a, f(z) = log, =, és la funcié inversa
de I'exponencial de base a, és a dir, y = log, x si x = aV. Es, per tant, un
homomorfisme del grup multiplicatiu (R*,-) al grup additiu (R, +)

(R+7 : ) i> (Ra +)
x — log,x
Y — log,y

x-y — log,(z-y)=log,z+log,y.

2 Per a més detalls, vegeu el capitol ITI de J. M. Ortega, Introduccid a l’analisi matematica,
op. cit.

3 Una aplicacié f entre dues estructures (A, *) i (B, ) és un homomorfisme (o morfisme)
si f(zxy) = f(z)o f(y), és a dir, si “operar i transformar” equival a “transformar i operar”.



58 Materials Antoni Méndez

Quan a = e la funci6 s’anomena logaritme natural (o neperia) i s’expressa
f(z) =logzx =Inzx.

e [uncions trigonometriques: la figura segiient mostra la definicié geometri-
ca* d’aquestes funcions:

CosT

Tenim també: sec(x) = 1/cosz, csc(xr) =1/sinz, cot(x) =1/tanz.

Totes les funcions trigonometriques sén periodiques de periode 27, és a
dir, compleixen f(z) = f(x + 2m) i, per tant, no sén injectives. Si que
ho s6n si les restringim a intervals d’injectivitat: [(n — 3)m, (n + 3)7] en
el cas de sinz i de tanx, i [nm, (n + 1)7| en el cas de cosz (n € Z).
En aquests intervals d’injectivitat les funcions sinx, cosx i tanz tenen,
respectivament, les inverses arcsin x, arccos x i arctan x.

e Funcions hiperboliques: per definicié tenim

x T

. det €7 — e det €7+ €7 def sinhx  e® —e”
sinhr = ———, coshe = ————, tanhx = = .
2 2 coshx e*+e®

Les seves inverses es poden calcular. Per exemple, si y = sinh™'z = 2 =
sinhy = (v —e™¥)/2= ¢ —2x —e ¥ =0= (¥)? —2z(e¥) — 1 =0 =
eV =x++vx?2+1, don deduim

y =sinh™ 'z = In (a:j: Va2 + 1).
De manera similar trobem

1
cosh™'z =1n <:1c:|: Va2 — 1), tanh 'z = In (1 —{—x)'

— X

Si fem servir nombres complexos (vegeu 'apendix A) les funcions trigono-
metriques i les hiperboliques estan relacionades:

cos x = cosh(izx), cosh z = cos(ix),
isinz = sinh(ix), isinh z = sin(ix),
itanz = tanh(iz),  itanhz = tan(iz).

4Al capitol 8 veurem una definicié analitica d’aquestes funcions, en forma de “sumes in-

2 4
z 7...7cosx:17%+%7...

5!

. . 3
finites”: sinx = z — 5
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3.2 Limit d’una funcio

Sigui f definida a D i sigui a un punt d’acumulacié de D (no cal que a € D):

DEFINICIO 1: Diem que lim,_,, f(z) = £ si per a qualsevol successié {z,} — a,
amb z,, € D i x, # a, es compleix que {f(z,)} — .

DEFINICIO 2: Diem que lim, ,, f(x) = £ si Ve >0, 3§ > 0, tal que
si 0 < d(z,a) <9, aleshores d(f(z),l) < ¢
0, equivalentment,

si x € £(a,d) N D, aleshores f(x) € E(,¢).

Les dues definicions sén equivalents.

DEMOSTRACIO: si es compleix la definicié 1 també s’ha de complir
la definicio 2, ja que, en cas contrari, hi hauria algun € per al qual no
existiria cap 0 que complis la condici6 de la definicié 2. Aix0 perme-
tria, per a cada n € N, trobar algun punt z,, tal que d(z,,a) < 1/n
pero d(f(z,),f) > € i ens trobarfem, per tant, que {z,} — a pero
{f(zn)} # ¢, en contradiccié amb la definicié 1.

Reciprocament, si es compleix la definicié 2 i {z,} — a, a partir
d’algun subindex tindrem d(z,,a) < § i, per tant, a partir d’aquest
mateix subindex tindrem d(f(z,),f) < e, és a dir, {f(xz,)} — ¢,
complint-se la definicié 1.

Notem que no s’ha fet esment de f(a). De fet, ni tan sols cal que f estigui
definida al punt a. Si que cal, pero, que a sigui un punt d’acumulacié de D
per poder parlar de successions (d’elements de D) convergents cap al punt a.
L’existencia o no de lim,_,, f(x) i el seu valor (si existeix) no depenen del com-
portament de la funcié f en el punt a, sind al voltant del punt a.
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Propietats dels limits de funcions:

e FEl limit d’'una funcio és unic.

DEMOSTRACIO: és una conseqiiencia de la definicié 1 i de la

propietat analoga de les successions convergents. <

e Si existeix lim, ., f(z) = f és fitada en algun entorn de a.

DEMOSTRACIO: donat ¢ > 0, 3¢ tal que si x € £*(a,d) N D,
aleshores d(f(z),¢) < € i per tant,

l—e< flx)<l+e, Vel (a,d)ND. &

e Silim, ., fi(x) = 4 ilim,_,, fo(z) = {3, aleshores

lim,_,, (f1 (x) £ fg(x)) =/, £ {5
limg (fl(l’) : f2($)) =/l - L.

lim,_,, (f1 (x)/fg(x)) = (1 /s, sempre que fo(z) i f3 no s’anul-lin en
algun entorn de a.

Si fi(x) < fo(x) en algun entorn de a = (1 < /5.

DEMOSTRACIO: aquestes propietats sén conseqiiencia de la de-
finicio 1 i de les propietats analogues de les successions conver-

gents.

Condicié de Cauchy per a l’existéncia de limit d’una funcié

Hem vist que una successié de nombres reals té limit si i només si és de Cauchy.
El segiient teorema estableix una condicié similar per a l'existencia de limit
d’una funcio.

TEOREMA: lim,_,, f(x) existeix si i només si Ve > 0,36 > 0, tal que

f(z) — f(2)] <&, six,2" € E(a,0).

DEMOSTRACIO: donat € > 0, d’acord amb la definicié 2, hi ha
algun ¢ per al qual si x € £*(a,?), aleshores f(z) € £(¢,¢/2). Per
tant, donats dos punts z, 2’ € £*(a,d), els corresponents valors de la
funcié, f(x) i f(«'), seran dins U'entorn £(¢,£/2) i la distancia entre
ells sera < ¢, és a dir, |f(z) — f(2')| < e.

Reciprocament, suposem que es compleix la darrera condicié. Si
{a,} — a, a partir d’algun terme aquesta successié estara dins de
E*(a, ) 1iels corresponents valors de f compliran |f(a,)—f(an)| < e,
és a dir, la successié {f(a,)} és de Cauchy i, per tant, convergent.
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Tenim, doncs, que per a totes les successions convergents cap a a,
les corresponents successions de valors de f sén també totes conver-
gents. Només cal veure que totes tenen el mateix limit. En efecte,
si {a,} — ai{a} — a tindrem també que {ai,d},as,d},...} = a
i, per tant, {f(a1), f(a}), f(az), f(ay),...} és convergent. Llavors
{f(an)} i {f(a),)} han de tenir el mateix limit, ja que sén succes-
sions parcials de I'anterior, que és convergent.

3.3 Limit infinit i limit quan z — +o0
Podem donar sentit a les expressions

i f)=eo, D fl=)=6
si fem servir la definici6 1 i recordem el significat (vegeu pagina 47) de les ex-
pressions {f(z,)} — oo i {z,} — *oo.
També ho podem fer amb la definicié 2 si abans definim els entorns de +oo.

Entorn de +o0o associat a k: E(+00, k) = {z|z >k} = (k,+00).

Entorn de —oo associat a k: E(—o0, k) o {z|x <k} = (—00,k).

3.4 Limits per la dreta i per ’esquerra

Els limits per la dreta i per l’esquerra de la funcié f quan x — a es defineixen com
abans, pero restringint les successions {z,,} — a amb la condicié z,, > a (Vn) i
x, < a (Vn), respectivament. Si anomenem aquests limits ¢; i /5, ho expressem:

6y = lim f(x), ¥¢y;= lim f(x).
z—at T—a~
També podem fer servir la definicié 2 si substituim 1’entorn perforat £*(a, ¢)
pels entorns de la dreta £ (a,0) i de Pesquerra £~ (a, d), respectivament (vegeu
pagina 43).
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Una funcié pot no tenir cap d’aquests dos limits o només tenir-ne un, i si els
té tots dos, poden coincidir o no. El teorema segiient relaciona l'existencia del
limit d’una funcié amb la dels limits per la dreta i per ’esquerra.

TEOREMA: lim f(z) = ¢siinoméssi lim f(z) = lim f(z) = /.

T—a z—at r—a~

DEMOSTRACIO: en efecte, si lim,_,, f(z) = £ tindrem {f(x,)} — ¢
sempre que {z,,} — a. En particular, aixd succeira quan x,, > a (Vn)
i també quan z,, < a (Vn).

Reciprocament, si lim, ..+ f(x) = lim, ,,- f(x) = ¢, tindrem que
Ve > 0 hi haura un §; i un d, tals que

flx)e&(le) si xe&F(a,d)ND,

flx)e&l,e) si x €& (a,02)ND.

Per tant, es complira la definici6 2 si prenem 6 = min{dy, d2}, ja que
5*(a,5) C5+(a,51)U5’(a,52). &

3.5 Funcions continues

Si f esta definida en el punt a (és a dir, a € D) la comparaci6 del seu valor en
aquest punt, f(a), amb lim,_,, f(x) ens porta al concepte de continuitat.

DEFINICIO: sia € D i a és un punt d’acumulacié® de D, diem que la funcié f
és continua al punt a si lim,_, f(z) = f(a).

La definicié anterior també es pot formular en termes de successions,

DEFINICIO: f és continua al punt a € D si sempre que {x,} — a, amb x, € D,

tenim {f(z,)} — f(a),

i, també, en termes d’entorns,

DEFINICIO: f és continua al punt a € D si Ve > 0, 36 > 0, tal que
d(f(z), f(a)) <e sid(z,a) <9,
0, equivalentment,

f(x) € E(f(a),e) six e &(a,d).

5 Si a no és punt d’acumulacié de D diem sempre, per definicid, que f és continua en aquest
punt.
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20

-

f(a) T )K l2€

f és continua al punt a si Ve, 36
tal que el grafic entre a — 0 ia+ 9
és dins del rectangle

a

Notem que ara no cal demanar que x,, # a ni cal utilitzar ’entorn perforat de
centre a, ja que f esta definida en aquest punt. La continuitat de f en el punt
a també es pot expressar

lim f(x) = f(lim z).

T—ra r—a

Les funcions continues sén, doncs, les que “commuten” amb el “pas al limit”,
és a dir, les que compleixen que “el limit de la funcié és la funcié del limit”. Aixo
justifica que, per definicid, f sigui continua en els punts aillats de D.

Si A C D, diem que f és continua a A si ho és en tots els seus punts.

Propietats de les funcions continues:
e Si f és continua al punt a, aleshores f és fitada en algun entorn de a.
e Si f11 fo s6n continues al punt a llavors:

1) f1 £ f2 és continua al punt a.
2) f1- fa2 és continua al punt a.
3) fi/fs és continua al punt a (si fo(a) # 0).

e Si f és continua al punt a i g és continua al punt f(a), aleshores go f és
continua al punt a.

EXEMPLES:

1) Polinomis i funcions racionals: com que les funcions f(z) = K
(constant) i f(z) = 2 s6n trivialment continues, les propietats
anteriors ens asseguren que kx,z", 1/x", els polinomis i les fun-
cions racionals (en els punts on el denominador no s’anul-la)
també sén funcions continues.
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2) Funcions exponencials i funcions hiperboliques: f(x) = a® és,
per definicié, continua, ja que a® & lim{a*} on {z,} és qual-
sevol successié convergent cap a = (és a dir, a®™ — a® quan
x, — z). En particular, e i e”® s6n continues a tot R i, per
tant, també ho sén les funcions hiperboliques.

3) Funcions trigonometriques: f(x) = sinx és continua a tot R, ja

que
9 (:c—l—xO) . (x—a:0>
CcOS Sin
2 2

i, per tant, sin x s’acosta a sin xy quan x s’acosta a xg, Vg € R.
De manera semblant es demostra la continuitat de f(z) = cosx.

|sinx — sinxg| = < |z — o],

Discontinuitats

Els punts on f no és continua s’anomenen punts de discontinuitat o simplement
discontinuitats de la funcié f. Aixo passa quan lim,_,, f(z) existeix pero no coin-
cideix amb f(a) o quan el limit no existeix o és infinit. Aix{ doncs, classificarem
les discontinuitats en:

e [witables: quan existeix lim,_,, f(z) finit, perd no coincideix amb f(a) o
f no esta definida al punt a. La discontinuitat és aleshores eliminable si
es modifica f assignant-li el valor del limit en el punt = = a.

e No evitables: quan lim,_,, f(z) no existeix o és infinit.

Distingim diferents situacions:
— Discontinuitat de salt: quan els dos limits laterals existeixen i sén
finits, pero son diferents.

— Discontinuitat oscil-lant: quan algun dels limits laterals no existeix,
pero f és fitada en algun entorn de a.

— Discontinuitat nfinita: quan f no és fitada en cap entorn de a.

EXEMPLE: La funcié

-1 six < =5, x# -1,
-3/2 six=—-T7,

fl)=¢ (x+3)/(z+2) si-b<zx<0,x# -2
0 six = —2,

sin(2m/x) six >0,
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té una discontinuitat ewvitable al punt x = —7, una discontinuitat de
salt al punt x = —5, una discontinuitat infinita al punt x = —2, i
una discontinuitat oscil-lant al punt z = 0 (vegeu la figura).

-10 -8 - -6 - s -2l

W

/
|

3.6 Teoremes sobre funcions continues

Teorema dels compactes

TEOREMA: Si f és continua en un compacte K, aleshores f(K') és compacte.

DEMOSTRACIO: sigui {y,} una successié d’elements de f(K'), hem
de demostrar que té alguna successié parcial convergent dins f(K).
Els y, sén imatges de punts z,, de K, és a dir, y, = f(z,) i com
que K és compacte, la successié {x,} tindra alguna successié parcial
convergent {z,,} — ¢ € K. D’altra banda, com que f és continua,
{yn,} = {f(xn,)} = f0) € f(K). Aix{ doncs, {y,} té una successié
parcial convergent i, per tant, f(K) és compacte.

Teorema del maxim i del minim

TEOREMA: Si f és continua en un compacte K, aleshores f(K) té maxim i
minim.

DEMOSTRACIO: hem vist que f(K) és compacte, és a dir, tancat i
fitat. Per tant, tindra suprem (M) i infim (m) i només cal demostrar
que ambdoés pertayen a f(K). Podem construir successions d’elements
de f(K), convergents cap a M, ja que podem trobar elements de
f(K) tan a prop de M com vulguem (en cas contrari, hi hauria
fites superiors de f(K) més petites que M). Aixi doncs, M és limit
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d’alguna successié d’elements de f(K) i, per tant, M € f(K), ja que
f(K) és tancat. M és, doncs, el mazim de f(K).

Similarment es demostra que m és el minim de f(K). &

Aquest teorema ens diu, doncs, que M i m sén valors que la funcié f assoleix
en algun punt de K.

Teorema de Bolzano

TEOREMA: Si f és continua en un interval tancat [a,b], amb f(a) i f(b) no
nuls i de signe oposat, aleshores 3¢ € (a,b) on f(c) = 0.

DEMOSTRACIO: si ¢y és el punt central de linterval Iy = [a,b] i
f(co) = 0, haurem acabat. Si no, dels dos subintervals en que I
queda dividit per ¢y en triem un en els extrems del qual f prengui
valors de signe oposat (sempre n’hi haura un) i 'anomenem .

Si c; és el punt central de I; i f s’anul-la en aquest punt, haurem
acabat. Si no, escollim novament un subinterval I5 aplicant el criteri
anterior. Seguim el procés indefinidament. Si en algun punt central
¢; la funcié f s’anul-la, haurem acabat. Si no, tindrem una col-lecci
d’infinits intervals Iy D I1 D I, D ..., en els extrems dels quals
f pren valors de signe oposat i, d’altra banda, la llargada de cada
interval sera la meitat de llargada de I'anterior (la llargada de I,, és
L,=(b—a)/2").

Construim ara una successié {z,}, amb x,, € I,,. Aquesta successié
és de Cauchy (i, per tant, convergent), ja que si m,n > ng, tindrem
que d(xy,, x,) < (b—a)/2™. Llavors, si ¢ = lim{z,}, la funcié f s’ha
d’anul-lar en aquest punt, ja que tant si f(¢) > 0 com si f(c) < 0
arribarfem a una contradiccié. En efecte, si f(¢) > 0, per con-
tinuitat f(z) > 0 en algun entorn £(c,d), de ¢. Pero a partir d’algun
subindex, I,, C £(¢,0) 1 f hauria de prendre valors de signe oposat en
els extrems de I,,. Queda exclos, per tant, que f(c) > 0 i similarment
s’exclou la possibilitat f(c) < 0. <

Teorema del valor intermedi de Bolzano

TEOREMA: Si f és continua a l'interval tancat [a,b], amb f(a) # f(b), 1 vo
esta entre f(a) i f(b), aleshores ¢ € (a,b) on f(c) = yo.

DEMOSTRACIO: siyq esta entre f(a)i f(b), llavors f(a)—yo i f(b)—yo
tenen signes oposats. Podem, doncs, aplicar el teorema de Bolzano
a la funcié F'(x) = f(z) — yo 1 hi haura, per tant, un punt ¢ € (a,b)
on F(c) =0, ésadir, f(c) =y <
Aixi doncs, si f és continua, tots els valors compresos entre f(a) i f(b) sén
assolits per f en algun punt de (a,b).
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Teorema de la continuitat de la funcié inversa

TEOREMA: Si f és continua i nvertible en un interval I = f és estrictament
creixent o decreixent a I i f~1és continua a f(I).

DEMOSTRACIO: ja hem vist abans que invertible equival a injectiva.
Per tant, si a,b € I tindrem f(a) # f(b). Si f(a) < f(b), el valor de
la funcié en qualsevol punt = € (a,b) haura d’estar entre f(a) i f(b),
ja que si fos f(x) < f(a) < f(b), d’acord amb el teorema del valor
intermedi de Bolzano, el valor f(a) s’hauria d’assolir també entre x
i b, i f no seria injectiva. Similarment, si fos f(a) < f(b) < f(x), el
valor f(b) s’hauria d’assolir també entre a i x, 1 f tampoc seria injec-

tiva. Aixi doncs, tenim f(a) < f(z) < f(b), Vx € (a,b).

Si considerem ara un punt z’ tal que a < x < 2’ < b tindrem que
fla) < f(z) < f(2') < f(b) (només cal repetir el raonament anterior
a U'interval (z,b0)). Tenim, doncs, que si & < z’ aleshores f(z) <
f(x'), és a dir, f és estrictament creizent a I. De manera semblant
es demostra que si f(a) > f(b), f és estrictament decreizent.

Ens queda per demostrar que f~! també és continua. Notem que,
en ser f continua i estrictament creixent o decreixent, es compleix
que f([z1,22)) = [f(z1), f(x2)] (si f és creixent) o f([z1,22]) =
[f(22), f(z1)] (si f és decreixent), és a dir, la imatge de linterval
d’extrems x; 1 w9 és linterval d’extrems f(z1) i f(x2) (vegeu la
figura). Llavors, siyo = f(zo) € f(I), la funci6 f~! és continua a yq,
ja que, donat £ > 0, si § és tal que E(yp,0) C f(é'(:co,s)), els punts
de E(yo,d) es transformen per f~' en punts de E(zg,e). En altres
paraules, es compleix que Ve > 0, 36 > 0 tal que si y € E(yo,9)
lavors f~1(y) € E(xg,e). <O

/f ([zo — &, 20 + €])

yo+5\ -
Yo ===
3/0—5/

|1
'/f1 ([yo — 9,90 + 4])

rg—€E Xo o+ €

Aix0 ens assegura la continuitat de la funcié logaritmica (inversa de 1’expo-
nencial), de la qual deduim la continuitat de la funcié poténcia d’exponent real,
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f(z) =x%on a € R, ja que 2% = et També ens assegura que les inverses de

les funcions trigonometriques i hiperboliques sén continues en els seus dominis
de definicid.

3.7 Continuitat uniforme

Sigui f una funcié continua en un conjunt A C R. Aixo significa que en cada
punt a € A es compleix que Ve > 0, 39 > 0, tal que si d(x,a) < J, aleshores
d(f(x), f(a)) < e. Evidentment aquest § depén de € pero també del punt a.
Podem preguntar-nos si per a cada ¢ es pot trobar un J que ens serveixi per a
tots els punts de A. En general, la resposta és negativa. L’exemple segiient ho
evidencia.

Considerem la funcié f(x) = 1/z que és continua a A = (0, +00). Donat
un ¢, hi ha algun ¢ tal que es compleix la condicié de continuitat en el punt a.
Aquest 0 ens serveix també a qualsevol punt o’ a la dreta de a, perd no ens
serveix, per exemple, al punt a” (vegeu la figura). Podriem escollir, en el punt a,
un § més petit que pogués ser utilitzat també en el punt a” (també ens valdria
a la dreta del punt a). Pero és clar que si movem el punt a” cap a I’esquerra (en
direccié a l'origen) hi haura un moment en que el nou § tampoc sera valid. No
hi ha, doncs, un 4 que ens serveixi a tot el conjunt A.

20 20 20

0 no serveix aqui

IZ&?

125

125

Quan per a una funcié f sigui possible trobar, per a cada ¢, un ¢ valid en
tot el conjunt A, diem que f és uniformement continua en aquest conjunt.

DEFINICIO: f és uniformement continua al conjunt A C R si Ve > 0,35 > 0,
tal que d(f(x), f(2')) < e sid(z,z") < 0.
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Notem que el concepte de continuitat uniforme fa sempre referéncia a un
conjunt. El fet que una funcié sigui o no uniformement continua en un conjunt
depén de la funcié i del conjunt. Per exemple, la funcié f(z) = 1/ no és uni-
formement continua a (0, 4+00), pero si que ho és a [1,2].

Evidentment, una funcié uniformement continua a A és també continua a
A, pero el reciproc no és cert tal com hem vist en ’exemple anterior. El teore-
ma seglient ens dona una condici suficient perque una funcié continua sigui
uniformement continua.

TEOREMA: Si f és continua en un compacte A, aleshores f és uniformement
continua a A.

DEMOSTRACIO: si f no fos uniformement continua a A, hi hauria
algun ¢ per al qual no existiria cap ¢ que complis la condicié de con-
tinuitat uniforme. Aixo ens permetria, per a cada n € N, trobar dos
punts z,, z,, € A tals que d(z,, z))) < 1/n, pero d(f(z,), f(z))) > €.
Llavors tindriem dues successions, {z,} i {2}, i com que A és com-
pacte, la successié {x,} tindria alguna successié parcial convergent
{zn,} — £ € A. La corresponent successié parcial {z;, } també con-
vergiria cap a /, ja que, per construccio, {|z,, —z; |} < {1/n;} — 0.
D’altra banda, com que f és continua a ¢, tindriem {f(z,,)} — f(¢)
i també {f(x7,.)} — f(£), és adir, {f(xn,) — f(2),)} — 0. Pero aixo
esta en contradiccié amb el fet que d(f(x,), f(x))) >e. &

3.8 Infinitesims

DEFINICIO: diem que f(x) és un infinitésim quan x — a si lim,_,, f(z) = 0.

Si f(x),g(x) sén dos infinitesims quan x — a, i

07
lim f(z) _ J K (#0,=£00),
T—a g(x) :i:OO,

no existeix.
diem, respectivament, que

f(z) és un infinitesim d’ordre superior a g(x), quan x — a,
f(z) 1 g(x) sén infinitesims del mateiz ordre, quan x — a,

f(z) és un infinitesim d’ordre inferior a g(x), quan = — a,
els infinitesims f(z) i g(x) no sén comparables.
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EXEMPLE: les funcions (z — a)", amb n € N, son infinitesims quan
x — a (vegeu la figura segiient).

(x-a)'

Si prenem (x — a)™, amb n € N, com a infinitéesim de referéencia, diem que

superior a n

f(z) és un infinitesim d’ordre n
inferior a n
0
si lim L)n =< k(#0,£00)

EXEMPLES:

1) f(z) = 2% — 3z + 2 és un infinitesim d’ordre 2 quan z — 11 és
un infinitesim d’ordre 1 quan z — —2, ja que

. *—3z+2

w1 _saet2d=3
33 2

m TN (z—-1)*=09.

r——2 x—|—2 r——2

2) f(z) = (r —a)*?, amb a > 0, és un infinitesim d’ordre superior
a 1iinferior a 2 quan  — a™, ja que lim,_,,+ (z—a)*?/(z—a) =
0, mentre que lim,_.+ (7 — a)*?/(z — a)? = +o0.
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L’ordre d’un infiniteésim és una mesura de la “rapidesa” amb que f(x) tendeix
a zero quan r — a o, també, de com la funcié f(x) “s’adapta” a la funci6 0 en
el punt a. Per expressar que f(x) és un infinitesim d’ordre superior a n, quan
T — a, escriurem

f(z) =ol(x —a)"],
mentre que si f(x) és infinitesim d’ordre igual o superior a n, quan r — a,
escriurem

f(2) = O[(x — a)"].

3.9 Problemes

P3.1 Calculeu els limits segiients:

0 @ gzsn (3)
(b) lim ””2;“1‘”32 (£) lim (”%)M
1
(©) lim = R
(d) lim(1+2%)" () lim 1ngng Z E?1)

P3.2 A partir de les desigualtats |sinz| < |z| < |tan x| trobeu els limits

: ; :
sinx (b) Tim anzx (©) lim sin(tan )

z—0 I z—=0 X z—0 T

P3.3 Trobeu les discontinuitats de les funcions segiients i indiqueu-ne el tipus:

1 1
() fla) = 7= () f@) = cos ()

31
(b) f(z) = iQ 1 (e) f(x) =xcos (%)

_ 2/ 1 1
(c) flz) = 1-9/x (f) f(x) =  cos (;)
P3.4 Trobeu les discontinuitats de les funcions segiients i indiqueu-ne el tipus:

Wio={g Gise  @uo={J" 1reg

x sizeQ

o oo ={ ¢ Si5e
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P3.5 Feu servir el teorema de Bolzano per demostrar que:

(a) l'equacié e=* = x + Inz té almenys una soluci real.

(b) les equacions de grau n tenen almenys una solucié real si n és senar.

P3.6 Quan z — 0 tenim les expressions segiients que justificarem al capitol 4
(recordem que O(z™) vol dir infinitesim d’ordre igual o superior a n quan
r —0):

sing =2+ 0(2%)  cosz=1-2 +0(z) tanz =z + O(z?)
sinhz =z + O(z®) coshz =1+ % + O(z*) tanhz =z + O(z?)
e =14+2+0(2%) L+ =1+2+0(2?) In(1—z)=—x+ O(z?)

-z —
Feu servir aquestes expressions per trobar els limits seglients:

(e* —1)sinz sinzIn(1 + x)

(a) 71613(1) 1—-cosz <b) :lvli% tanx
SOLUCIONS
Cat—1 . (z—-1)(@®+x+1) 3
S3.1() i e = T e Dery 2

(b) Si multipliquem i dividim per v/1 + 22 4+ /1 — 22 tenim

VI a2 —1— a2 . 222
lim = lim =0.
z—0 T x%Ox(\/1+I2+\/1_x2)

(c) Sifemh(gx—a(@x:a—l—h) tenim

. oa"—a* . (a+h)"—a"
hm = hm E—
r—a T — a h—0 h
n anflh + n an72h2 _I_ .
= lim (1) (2) — nan—l‘
h—0 h

3

(d) lim(1 + 22)® = lim(1 + 22)*/** = lim [(1 + xQ)I%r =’ =1

z—0 x—0 x—0

1
(e) lim zsin <—> =0, jaquexr — 01 |sin(l/x)] < 1.
T

z—0

_ T\ 2/ . T\ 3 1/2
0 tim (1 5) 7 =t (1 3) 7 =
(8) lim —— = —oo, lim —— =+

e
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_ In(z? + 3) , In[z%(1 + 3272)
(h) lim g _ - 3[ (_ -2 L&
e—too In(z3 —x+1)  a—+oo Infz3(1 — 272 4+ 273)]
2Inz + In(1 + 3272)
im
g—+o0 3lnx + In(1 — 272 + 273)
2+ 1In(1+3z72)/Inz 2
im ——
eot+03+In(l —z=2+273)/Inz 3

S3.2 (a) Sidividim les desigualtats per |sin z| obtenim 1 < (sinz)/x < 1/|cos z|,
ien el limit v — 0, 1 <lim, ,¢(sinz)/z < 1. Per tant,

sinx

lim =1.
z—0
(b) Si les dividim per |tanz| obtenim |cosz| < x/(tanx) < 1, i en el
limit x — 0, 1 < lim,_,ox/(tanx) < 1. Per tant,

t
lim " = 1.
x—0 x
(¢) Tim sin(tan z) — lim sin(tan z) tan _q
z—0 z =0 tanx z

S3.3 (a) Hi ha una discontinuitat infinita en el punt x = 1, ja que f(x) no és
fitada en cap entorn d’aquest punt.

(b) Hi ha discontinuitats en els punts x = 1 iz = —1 en els quals el de-
nominador s’anul-la. La del punt z = 1 és evitable, ja que lim, o f ()
existeix (vegeu problema P3.1(a)). La del punt x = —1 és infinita.

(c) Hi ha discontinuitats en els punts + = 0 1 x = 2 on s’anul-len els
denominadors. Com que

22

C1-2/r x-2’

f(z)

la primera és evitable i la segona és infinita.

(d) Hi ha una discontinuitat en el punt x = 0. La funcié no té limit
en aquest punt, ja que podem trobar successions {z,} — 0 amb
{f(z,)} — 1 (per exemple, prenent x,, = 1/v/2nm) i d’altres {z] } —
0 amb {f(z},)} — —1 (per exemple, prenent z!, = 1/,/(2n — 1)7).
D’altra banda f(z) és fitada, ja que |cos(1/x)| < 1. Per tant, z =0
és una discontinuitat oscil-lant.

(e) En aquest cas lim,,o f(x) = 0 i la discontinuitat en el punt z = 0 és
evitable.
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(f)

S3.4 (a)

S3.6 (a)

Com que f(x) no és fitada en cap entorn de z = 0, la discontinuitat
en aquest punt és infinita.

Es discontinua a tot arreu perque no té limit en cap punt x, ja que
en qualsevol entorn de x hi ha racionals i irracionals, i podem cons-
truir successions de racionals {z,} — x on tindrem {f(z,)} — 11
successions d’irracionals {z/,} — = on tindrem {f(z])} — 0. Com
que f(z) és fitada, en tots del punts tenim discontinuitat oscil-lant.

Té discontinuitats oscil-lants en tots els punts, llevat de = 0 on hi
ha una discontinuitat evitable, ja que lim, .o g(z) = 0.

També té discontinuitats oscil-lants en tots els punts, llevat de x = 0
on hi ha una discontinuitat infinita, ja que h(z) no és fitada en cap
entorn d’aquest punt.

Considerem la funcié f(z) = e7*—Inz—xz. Tenim lim, o f(z) = +o0
ilim, o f(x) = —oo. Per tant, podem trobar un punt a prop de
l'origen on f(z) pren un valor positiu i un punt allunyat de l'origen
on pren un valor negatiu. Entre aquests dos punts n’hi ha d’haver al-
menys un on pren el valor 0, ja que f(z) és continua a (0, 400).

La mateixa argumentacio que en el cas anterior, ja que quan x — 400
el polinomi té limit 400 si el coeficient del terme de grau n és positiu
0 Foo si és negatiu.

(e® —1)sinx [z 4+ O(2?)][z + O(x3)]

lim = lim o
e—=0 1 —cosx z—0 L+ O(a?)
2 2
iy P00+ O)
N )
: 3 2
lim sinzIn(1 + z) — lim [z + O(z?)][x + O(x?)]
20 tan x 20 x + O(a?)
2 2
~im © 1+ O(z?)][1 + O(x)] _o.

2T a1+ 0]
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4 DERIVADA

4.1 Problema del pendent

La inclinacié d’una recta respecte de I’horitzontal ve donada quantitativament
pel seu pendent, que es defineix com la tangent trigonometrica de 'angle que
la recta forma amb 'horitzontal. Aixi, una recta horitzontal té pendent 0, una
recta inclinada un angle 7/6 té pendent 1/4/3, si la inclinacié és 7/4 el pendent
és 1, i si la recta és vertical el pendent és oo. Quan ’angle amb I’horitzontal,
mesurat pel costat dret, esta entre 7/2 i 7, el pendent de la recta és negatiu.

El grafic d'una funcié polinomica de grau 1 (és a dir, de la forma y = az+b) és
una linia recta i podem, per tant, parlar també del seu pendent. De fet, el valor
del pendent del grafic de la funcié y = ax + b és a, ja que quan x augmenta en
Ax, el valor de y augmenta en aAx. El pendent és, doncs, I'indicador del canvi
del valor de la funcié quan variem x.

El problema que ens plantegem aqui és el de donar sentit al concepte de
pendent per al grafic d'una funcié arbitraria, que seria també I'indicador del canvi
del valor de la funcié quan variem z. La intuicié ens diu que aquest pendent
sera diferent en cada punt. L’estrategia sera buscar, en cada punt, la recta que
millor s’ajusti al grafic de la funcié i considerar el pendent d’aquesta recta com
a pendent de la funcié en aquell punt. Pero, quina és la recta que millor s’ajusta
al grafic de la funcié en un punt donat? Novament, la intuicié ens diu que és la
recta tangent. Tanmateix, veurem que no sempre es pot parlar de recta tangent.

pendent = tana = a

\a

/

El desenvolupament d’aquesta idea ens portara als conceptes de derivada i
de funcio derivable. Només per a aquestes funcions es podra parlar de pendent
i de recta tangent.

D’altra banda, cal notar que aquest problema no és estrictament geometric.
Quan, per exemple, un objecte es mou amb velocitat constant v, la distancia
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d recorreguda en un temps ¢t ve donada per la funcié d(t) = vt. La velocitat
(constant) v no és altra cosa que el pendent del grafic (en aquest cas, una linia
recta) d’aquesta funcié. Quan d és una funcié més complicada de ¢ (moviment no
uniforme) haurem de parlar de velocitat en cada instant (velocitat instantania),
la qual ens vindra donada pel pendent de la funcié d = f(t) en cada punt
(instant) ¢. Podem dir, doncs, que la velocitat instantania és la velocitat del
moviment uniforme que en cada instant s’ajusta millor al moviment considerat.

4.2 Derivada

Derivada d’una funcié en un punt

DEFINICIO: Si f és una funcié definida en algun entorn d’un punt a. Anome-
nem derivada de f en el punt a al limit (si existeix)

oy def o f@) = fla) o flath) = fla)
f'(a) = lim ————= = lim h :

T—a Tr— a h—0

Si aquest limit existeix diem que la funcié f és derivable en el punt a. Si f és
derivable en tots els punts d’'un conjunt D C R diem que f és derivable a D i en
aquest cas la funcié (definida a D) que assigna a cada punt x € D el valor de la
derivada de f en aquest punt, s’anomena funcio derivada de f i es representa per
f'. La funcié derivada f’ pot ser o no derivable en el punt a. Si ho és, expressem
la seva derivada com f”(a) i 'anomenem derivada segona de f en el punt a. Com
abans, el concepte és extensible a un conjunt de punts D i es pot parlar llavors
de la funci6 derivada segona f”. De forma similar es pot parlar de derivada ter-
cera, quarta, etc. Cal notar que per poder parlar de derivada n-esima de f en
un punt a, f™(a), és necessari (encara que no suficient) que f~V(z) existeixi
en algun entorn del punt a.

Derivada i pendent de la recta tangent

Quan f és derivable en el punt a, el valor de la derivada, f’(a), és el pendent de
la recta tangent al grafic de f en el punt a. Per fer-ho més evident observem que
I’anterior definicié de derivada es pot escriure en la forma equivalent segilient

@) = (@) + Fa) @ — o)

T—a Tr—a

=0.

Notem que si f’(a) és substituit per qualsevol altra quantitat K el limit
anterior ja no és 0 siné f'(a) — K, ja que la substitucié és equivalent a sumar
[f'(a) — K](z — a) al numerador. Aixo vol dir que si f és derivable en el punt
a, la seva derivada en aquest punt, f'(a), és I'inic valor del coeficient de (x — a)
que anul-la el limit anterior. En canvi, si no és derivable, no existeix cap valor
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d’aquest coeficient que anul-li el limit. Aixi doncs, si f és derivable al punt a,
I'expressi6 f(z)—|[f(a)+ f'(a)(x—a)] és un infinitesim d’ordre superiora 1 (quan
x — a) mentre que substituint f’'(a) per qualsevol altra quantitat K, I'expressié
f(z) = [f(a) + K(z — a)] seria un infinitesim d’ordre igual a 1 (quan z — a).

Notem ara que la funcié y = f(a)+K(x—a), amb K arbitrari, té com a grafic
una recta de pendent K que passa pel punt (a, f(a)). Acabem de veure que la
diferéncia entre aquesta funcié i la funcié y = f(z) és un infinitésim d’ordre
igual a 1, excepte quan K = f’(a) en que l'infinitesim és d’ordre superior a 1.
Aix0 vol dir que, de totes les linies rectes que passen pel punt (a, f(a)), la que
correspon a la funcié y = f(a) + f'(a)(x — a) és la que millor s’ajusta al grafic
de la funcié f en aquest punt. Aquesta és precisament la que anomenem recta
tangent al grafic de f en el punt considerat.

y=fla)+ Kz —a)

y = fla) + f(a)(x —a)

(recta tangent)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
a

Si la funcié no té derivada en el punt a, la diferencia entre les funcions
y=f(z)iy= f(a)+ K(x —a) no és mai (per a cap valor de K) un infinitesim
d’ordre superior a 1, la qual cosa significa que cap de les rectes que passen pel
punt (a, f(a)) s’ajusta millor a la funcié que les altres, és a dir, no existeix la
recta tangent.

Aixi doncs, podem afirmar que

‘ derivabilitat < existencia de recta tangent ‘

Diferencial

Si f és derivable en el punt a, podem reexpressar la recta tangent, y = f(a) +
f'(a)(x — a), en termes d’uns nous eixos de coordenades, (dx,dy), paral-lels a
(x,y) amb l'origen traslladat al punt (a, f(a)). L’expressi6 és

dy = f'(a) du.

Aquesta funcié lineal (el seu grafic és una recta de pendent f’'(a) que passa per
l'origen) s’anomena diferencial de la funcid f en el punt a.
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a T

La diferencial d’una funcié no és, doncs, altra cosa que la recta tangent
expressada en un sistema de coordenades local. En aquest sentit, es diu també
que la diferencial de f en el punt a és 'aprozimacio lineal local de f en aquest
punt.

Quan una funcio té diferencial en un punt a es diu que és diferenciable en
aquest punt. Com que l'existencia de diferencial esta lligada a 'existencia de
recta tangent, la qual cosa esta lligada a 'existencia de derivada, tenim que els
conceptes de derivabilitat i de diferenciabilitat de f en un punt sén equivalents.

| f és derivable < f és diferenciable

D’altra banda, si f és diferenciable (derivable) en tots els punts d’un conjunt
D C R escrivim

dy = f'(z) dx, o també df (x) = f'(x)dx,

on, evidentment, (dz, dy) fa referéncia a diferents sistemes de coordenades locals
amb origen a cada punt x.
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La diferencial ens proporciona una notacio alternativa per a la funcié derivada,

=W _d_d
fay =P =T =2t

i també per a la derivada de f en un punt,

ro=(5),= (&), - @),

Aquesta notacié, anomenada de Leibnitz, s’utilitza molt freqiientment, ja que

permet manipular fil—z com una fraccié, respectant les propietats de les derivades.

Pel que fa a derivades d’ordre superior, escrivim

d2y = dzf = i(df), etc.

f//(x) _ dx

Cda? da? da

Derivabilitat i continuitat

’TEOREMA: Si f és derivable en el punt a, aleshores f és continua a a.

DEMOSTRACIO: d’acord amb la definicié de derivada, si f és deri-
vable en el punt a, la funcié f(x) — f(a) ha de ser un infinitesim
(d’ordre igual o superior a 1) quan z — a.

Tenim, doncs, lim,_,,[f(z) — f(a)] =0, és a dir, lim,_,, f(z) = f(a).
Per tant, f és continua en el punt a.

El reciproc no és cert. Una funcié pot ser continua i no ser derivable en un
punt. Ho podem expressar també aixi: si existeix la recta tangent en un punt,
la funcié és necessariament continua en aquell punt, pero la continuitat no és
suficient per garantir 1’existencia de la recta tangent.

4.3 Propietats de la derivada

Els teoremes segiients relacionen la derivacié amb les operacions habituals entre
funcions i sén molt 1tils per obtenir derivades.

Linealitat

TEOREMA: Si f i g son derivables en el punt a, aleshores f + g també ho és i
es compleix

(f+9)(a) = f'(a) + g'(a).
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DEMOSTRACIO:

(f+9¢)(a) = lm [f(z) + g(x)] = [f(a) + g(a)]

T—a Tr—a
o J@ =@ L g(e) — gla)
T—a r—a T—a T — Q

= fla)+4g'(a). <

TEOREMA: Si k € Ri f és derivable en el punt a, aleshores kf també ho és i
es compleix

(kf)(a) = kf'(a).

DEMOSTRACIO:
kf(x) —kf(a z)— fla
e = MOy )=
= khmM:kﬂ(a). &
r—a T — Qa

Derivada del producte

TEOREMA: Si f i g sén derivables en el punt a, aleshores fg també ho és i es
compleix

(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g ().

DEMOSTRACIO:

(fo)(a) = lim L9 = J(a)g(a)

_ i [ @9(@) — fla)g(x) + fa)g(x) — fla)9(a)
=t [Py )] 4 [ 22221
= [fa)g(a) + f(a)g'(a),

on, a part de la definicié de derivada, hem usat la continuitat de g
(ja que és derivable) en el punt a, és a dir, lim, ,, g(z) = g(a). <

Derivada del quocient

TEOREMA: Si g és derivable en el punt a, i g(a) # 0, aleshores 1/g també és
derivable en aquest punt i es compleix

(1/9)(a) = —g'(a)/[g(a)]".
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DEMOSTRACIO:
) = T 9@ —1/9(@) . gla) —g(z) _ —¢'(a)
o) = e T M G- ag@  Bap

COROL-LARI: Si f i ¢ son derivables en el punt a, i g(a) # 0, aleshores f/g
també és derivable en aquest punt i es compleix

(f/9) (@) = [f'(a)g(a) = f(a)g'(a)]/[g(a)]".

DEMOSTRACIO: només cal aplicar els resultats anteriors al producte
fg). <

Derivada d’una funcié composta (“regla de la cadena”)

TEOREMA: Siguin f i g dues funcions definides als intervals oberts I i J res-
pectivament, amb f(/) C J (aix0 garanteix que la funcié composta g[f(x)]
estigui definida a I). Si f és derivable al punt a € I, i g és derivable al punt
f(a) € J, aleshores la funcié composta (go f)(x) = g[f(z)] també és derivable
al punt a i es compleix

(go f)(a) =d'[f(a)] f'(a).

DEMOSTRACIO: si la funcié f(z) no és constant en cap entorn de a

(go f)(a) = lim glf ()] — g[f(a)]

_ i [ @] =gl ()] f(z) — f(a)
T—a r —a f(;L‘) — f(a)

glf(@)] —glf(a)] .
f@—fa) f(z)—fla) a2 x—a
= g[f(a)] f/(a),

on hem fet servir la continuitat de la funcié f en el punt a, és a dir,
que f(x) = f(a) quan = — a.

D’altra banda, si f(x) és constant en algun entorn de a, tant f’'(a)
com (go f)'(a) sén 0 i el teorema es compleix trivialment.

Si expressem la funcié composta y = g[f(x)] en termes de les funcions g i f
escrivint y = g(u) i u = f(z), podem expressar el resultat anterior fent servir la

notacié de Leibnitz,
dx ), du o) dx ),
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Derivada de la funcié inversa

TEOREMA: Si f és continua i invertible a I'interval obert I, i és derivable a
xo € I, amb f'(xq) # 0, aleshores la funci6 inversa f~! és derivable a yo = f(x¢)

i es compleix
1

f'(wo)

(ffl)/ (o) =

DEMOSTRACIO: com que f és continua i invertible a I, f~! també
ho és a f(I). Per tant, y — yo si i només si © — xy. Tenim doncs,

Y ) = g £ = 7 00)
(f ) (yo)—yl_w0 Y —

oy T — X _ 1 '
@ = f@e)  Fa ©

Si escrivim y = f(x) i = f~(y), podem expressar el resultat anterior fent
servir la notaci6 de Leibnitz

(@), =/ (&),

4.4 Derivades de les funcions elementals

Els teoremes anteriors també son valids per a les funcions derivades. Aixi, tenim

(f(2) +9(2)) = f(2)+7 ().
(f(2)g(@)) = f(2)g(z)+ f(2)d ().
(f(2)/9(x)) = [f'(x)g(x) - fla)g'(@)]/lg(=)],
) )

A partir de la definicié de derivada i fent servir les propietats anteriors es
poden obtenir les derivades de les funcions elementals:

e Derivades de les funcions k (constant) i z:

f(z) =k (constant),  f'(x) =0, VzeR,
1, Vz € R.

DEMOSTRACIO: evident a partir de la definicié de derivada. <
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e Derivades de les funcions Inz i e” = exp(z):

Vz € (0,400),
Vx € R.

DEMOSTRACIO: la derivada de f(z) = Inz s’obté directament
a partir de la definicié

In[(z+ Az)/x]

lim In(z + Az) —Inzx

/ . _ .
flz) = Az—0 Az N Alggo Az
1 In(14+ A 1 z/Az
= — lim il 1’1( + 33'/5[)) = — lim [ln (1 + Al’/l‘) /a :|
€T Az—0 Az T Azwﬁo
1 1 1
= —In [ lim (1 —|—Ax/x)z/m:] =—lne=—,
T |z x x
on hem fet servir la igualtat e = lim,_,o(1-+u)"/* i la continuitat

de la funcié In z.

D’altra banda, la segona funcié és la inversa de la primera i si
y = €”, tenim x = Iny. Per tant,
d d 1
Y1 & 1 —|=y=€e"VeeR
dx dy Yy

Si f és derivable, podem fer servir la regla de la cadena per obtenir les

derivades de les funcions In f(x) i ef®)

Fle) =Inf(z),  F'(z)=[f(x)/f(z), (sif(z)>0),
F(z) = /@), F'(z) = /@ f'(2).
e Derivades de les funcions f(x)9®), 2 a* log, z, ... (a € R):
Si f 1 g sén derivables i f(z) > 0, tenim
F)]

F(z) = f(x)*@, F(z) = f(x)*“ |¢'(x)In f(2) + g(x)

()

DEMOSTRACIO: com que f(x)9®) = 9@ f@) podem fer servir
el darrer resultat. <
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Alguns casos particulars d’aquesta expressio sén

F(x)=2%  F'(z)=ax"", six >0, VaeR,
F(z)=a", F'(z)=a"lna, sia>0,a€cR.

Per a aquells valors de a per als quals (—1)® estigui definit (aix0 passa

quan a és un enter o un racional de denominador senar), la primera de les
expressions anteriors també és valida quan x < 0. En efecte, notem que
F(z)=2%=(-1)%(—2)* = (=1)*u® = (—=1)*F(u), on u = —zx. Per tant,

F'(z) = F'(u)u/(z) = (=1)%au* ' (=1) = (=) ta(—2)*"" = az*".

D’altra banda, a partir de la segona expressio anterior es pot trobar la
derivada de la funcié inversa corresponent

1
F(z) =log, , F'(z) = et siz >0,

F(z) =log, f(z), F'(z)= f(";)% si f(z) > 0.

e Derivades de les funcions trigonometriques i les seves inverses:

f(z) =sinz, f'(x) = cosuz, Vo e R,

f(z) = cosx, f(x) = —sinx, Vr € R,

f(x) =tanz, f'(z)= =1-+tan’z, sicosz #0.

cos? x

DEMOSTRACIO: la primera es troba aplicant directament la defi-
nicio de derivada:

sin(z + Az) —sinz

! . .
fo)= 08— s
_ fim cos[z + (Ax/2)]sin(Ax/2) ~ cosa,
Az—0 Azx/2

on hem utilitzat les relacions

. ) a+b . a—> . sinu
sina — sinb = 2 cos 5 sin ,  lim =




Calcul en una variable real Materials 8D

Si derivem la igualtat sin? z 4 cos? z = 1 tenim

2sinz cosx + 2 cosx(cosz) = 0,

d’on s’obté (cosz)’ = —sinz. Finalment, si derivem el quocient

tanz = sinz/ cosz, obtenim (tanz) = 1/cos*z. <

Pel que fa a les funcions trigonometriques inverses, tenim:

1
x) = arcsin @, (1) = ——,
1
x) = arccos ., "(7) = ——,
1
= t ! =
f(z) = arctanz,  f'(x) T2
4, . _ . : _ 3 odr
DEMOSTRACIO: si y = arcsinw, tenim z = siny i 9 = cosy.
Per tant,
dy 1 1 1 1

dx %_Cosy_\/l—sinzy_\/l—ﬁ‘
Les altres es demostren de manera semblant.

e Derivades de les funcions hiperboliques i les seves inverses:

f(z) = sinhz, f'(x) = coshz, Vr € R,
f(x) = coshz, f'(x) = sinhx, Vo € R,
1

f(z) =tanhz,  f'(x)= =1—tanh’z, VzcR.

cosh? z

DEMOSTRACIO: aquestes derivades s’obtenen facilment a partir
de les definicions de les funcions hiperboliques:

T x

X — X -
. def €7 — € def €7 + €
sinhx = — coshz = — tanhx =

&

Pel que fa a les funcions hiperboliques inverses, si procedim com en el cas
de les trigonometriques arribem a:
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fla) =sinht e, (@)= g
f(@) = cosh™'z,  f(z) = %
f(z) =tanh™taz,  f(z)= : _13:2 :

4.5 Creixement, decreixement i extrems relatius

Creixement i decreixement en un punt

DEFINICIO: Una funcid f és creizent en el punt a si en algun entorn d’aquest
punt es compleix
f(@) — fla)

T —a

>0

— Y

la qual cosa significa que en aquest entorn es compleix f(x) > f(a) quan x > a
i f(z) < f(a) quan z < a.

DEFINICIO: Similarment, una funcié f és decreizent en el punt a si en algun
entorn d’aquest punt es compleix

f@) ~ fa) _

<0,
r—a

la qual cosa significa que en aquest entorn es compleix f(z) < f(a) quan x > a
i f(x) > f(a) quan z < a.

Quan les desigualtats anteriors son estrictes diem que f és estrictament crei-
xent o decreixent en el punt a.

Si la funcié f és derivable en el punt a, aquestes propietats de creixement
o decreixement estan relacionades amb el valor de la derivada en aquest punt,
com afirmen els teoremes segiients.

TEOREMA: Si f'(a) > 0, aleshores f és estrictament creizent en el punt a.

DEMOSTRACIO: si f és derivable en el punt a, també és continua

en aquest punt. Llavors, la funcié W també és continua en el

punt a. Com que el seu valor en aquest punt, f'(a), és estrictament
positiu, per continuitat també ho és en algun entorn. <

Cal notar que el reciproc no és cert, una funcié pot ser estrictament creixent
en un punt sense que la derivada en aquest punt sigui estrictament positiva.
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Només podem afirmar que la derivada no és negativa, pero aixo també ho podem
afirmar si la funcié és només creixent en el punt a. El teorema segiient ho expli-
cita.

TEOREMA: Si f és creizent i derivable en el punt a, aleshores f'(a) > 0.

DEMOSTRACIO: ara es compleix que W > 0 en algun entorn

de a i, per tant, el limit quan x — a de I'expressi6 anterior, f'(a),
també compleix la desigualtat. <

El reciproc tampoc és cert, que el valor de la derivada en un punt sigui no
negatiu no és suficient per garantir el creixement de la funcio.

Similarment tenim:

TEOREMA: Si f'(a) < 0, aleshores f és estrictament decreizent en el punt a.

TEOREMA: Si f és decreizent i derivable en el punt a, aleshores f'(a) < 0.

Maxims 1 minims relatius

DEFINICIO: f té un mazim relatiu en el punt a si en algun entorn d’aquest
punt es compleix f(x) < f(a).

DEFINICIO: Similarment, f té un minim relatiu en el punt a si en algun entorn
d’aquest punt es compleix f(x) > f(a).

Si, a més, la funcié és derivable en aquest punt, es pot afirmar el segiient:

TEOREMA: Si f té un maxim o un minim relatiu en el punt a i f és derivable
en aquest punt, aleshores f’(a) = 0.

DEMOSTRACIO: si f té un maxim o un minim relatiu en el punt a, no
pot ser ni estrictament creixent ni estrictament decreixent en aquest
punt. Llavors, f’(a) no pot ser estrictament positiu ni estrictament
negatiu i, per tant, ha de ser zero. <

Novament, el reciproc no és cert. La derivada pot ser zero en un punt i,
no obstant aixo, la funcié ser creixent o decreixent (fins i tot, estrictament) en
aquest punt i no haver-hi, per tant, ni maxim ni minim relatius.
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4.6 Teoremes del valor mitja

Teorema del valor mitja de Rolle

TEOREMA: Si f és continua a l'interval [a,b] i derivable al seu interior, i es
compleix f(a) = f(b), aleshores 3¢ € (a,b) on f'(c) = 0.

DEMOSTRACIO: com que f és continua a [a,b] i aquest interval és
compacte, f ([a,b]) també és compacte i ha de tenir maxim i minim.
Hi ha dues possibilitats:

1) que el maxim i minim coincideixin amb f(a) = f(b). Llavors f
és constant i f'(z) =0, Vx € (a,b).

2) en cas contrari hi ha d’haver un maxim o un minim relatiu a
I'interior de [a,b]. En aquest punt f’ s’ha d’anul-lar.

Teorema del valor mitja de Cauchy

TEOREMA: Si f i g sén continues a l'interval [a, b] i derivables en el seu interior,
es compleix g(a) # g(b) i f'(x) i ¢’'(x) no s’anul-len simultaniament en cap punt
de l'interior de [a, b], aleshores 3¢ € (a,b) on es compleix

fb) = fla) _ f'(¢)
g(b) —gla)  g'(c)

DEMOSTRACIO: amb f(z) i g(x) construim la funcié
RECHOR
Fx) = | fla) g(a) 1
f() g(b) 1

=[f(b) = f(a)l g(x) = [9(b) — g(a)] f(x) + [f(a)g(b) — f(b)g(a)],

que és continua a l'interval [a,b] i derivable al seu interior. A més,
compleix F'(a) = F(b) i, d’acord amb el teorema de Rolle, 3¢ € (a, b)
on F'(c) =0, és a dir,

[£(6) = F(@)]'(e) — [9(b) — g(a)] £'(¢) = 0.

Com que per hipotesi g(b) — g(a) # 0, també tenim ¢'(c) # 0, ja que
en cas contrari, d’acord amb aquesta igualtat, f’(c) també hauria
de ser zero (en contradiccié amb la hipotesi que f'(x) i ¢'(z) no
s’anul-len simultaniament). Aix0 ens permet reescriure la igualtat

en la forma
) = @) _ £
g(b) —g(a)  g'(c)

-0
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Teorema del valor mitja de Lagrange

TEOREMA: Si f és continua a linterval [a,b] 1 derivable al seu interior,
aleshores dc € (a,b) on es compleix

f(b) = f(a)

I e,

DEMOSTRACIO: és un cas particular del teorema anterior. Només
cal prendre g(z) =z. &

Teorema del valor intermedi de la derivada

TEOREMA: Si f és derivable a l'interval (a,b), z1 1 xo s6n dos punts de (a, b)
en els quals f'(x) pren valors diferents, i A esta entre f'(z1) i f’(x5), aleshores
de entre 7 1 9 on es compleix f'(c) = A.

DEMOSTRACIO: suposem que z; < 2z i que f'(z1) < f'(x2) (el

raonament en el cas que f'(z1) > f'(z2) és molt semblant). Con-

siderem la funci6é g(x) o () — Az, la derivada de la qual és

g (z) = f'(zr) — A. Com que, per hipotesi, f'(z1) < A < f'(z2),
tenim ¢'(x;) < 0 < ¢'(22), és a dir, g és estrictament decreixent a x4
i estrictament creixent a x5. Per tant, g ha de tenir un minim relatiu
en algun punt ¢ € (x1,23). En aquest punt tindrem ¢'(c) = 0, és a

dir, f'(c)=X. &

Aquest resultat ens diu que tots els valors compresos entre f'(z1) i f/(x2) sén
assolits per la derivada f’ en algun punt entre x; i x5, i aix0 té una conseqiiencia
interessant:

’ COROL-LARI: Les funcions derivada no poden tenir discontinuitats de salt. ‘

4.7 Consequencies dels teoremes del valor mitja

Els teoremes anteriors garanteixen l'existencia de punts a l'interior de l'interval
[a,b] on es compleixen les igualtats indicades, perd no especifiquen quins sén
aquests punts. Tanmateix, d’aquests teoremes se n’extreuen conseqiiencies in-
teressants.
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1) Creixement i decreixement en un interval

TEOREMA: Si f és derivable a l'interval (a,b), aleshores
f és creizent a (a,b) si i només si f'(x) >0, Vo € (a,b).

f és decreizent a (a,b) siinomés si f'(z) <0, Vo € (a,b).

DEMOSTRACIO: ja hem vist que si una funcié és creixent en un punt,
la seva derivada en aquest punt no pot ser negativa. Aixo val, doncs,
per a tots els punts de I'interval.

El reciproc, en canvi, no es complia en un punt, pero si que es com-
pleix en un interval. Només cal escollir dos punts x; i x5 de 'interval
(a,b) (amb x; < z3). D’acord amb el teorema del valor mitja de La-
grange, hi ha algun punt c entre z; i x5 tal que

f(@2) = f(21) = f(c)(wa — 21).

Com que (z3 — x1) > 0 i, per hipotesi, f'(¢) > 0, tenim que f(z3) —
f(z1) >0, és adir, f(x2) > f(x1). La funcié és, doncs, creixent a
(a,b), ja que els punts x; i x5 han estat escollits arbitrariament. El
cas d’una funcié decreixent es raona de manera similar.

Aixi doncs, per a les funcions derivables, “creixement” no és equivalent a
“derivada no negativa” en un punt, pero si que ho és en un interval. El mateix
passa amb el decreixement.

2) Derivada nul-la i funcié constant

TEOREMA: Si f és derivable a l'interval (a,b), aleshores

f és constant a (a,b) si i només si f'(x) =0, Vo € (a,b).

DEMOSTRACIO: ja hem vist que la derivada d’una funcié constant
és zero. Ens cal, només, demostrar el reciproc. Novament, escollim
dos punts z1 i z3 de 'interval (a,b) (suposem també que z; < z3).
D’acord amb el teorema del valor mitja de Lagrange, hi ha algun
punt c entre x; i x5 tal que

f@2) = f(21) = f(c)(za — 21).

Com que (z3 — x1) > 0 i, per hipotesi, f'(¢) = 0, tenim que f(z3) —
f(z1) =0, és adir, f(x2) = f(x1). La funcié és, doncs, constant a
(a,b), ja que els punts ;7 i xo han estat escollits arbitrariament.
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3) Regles de L’Hépital
Amb aquest nom s’apleguen diversos teoremes que sén de gran utilitat per
al calcul de limits de funcions. Recordem, abans, que si lim, ,, f(z) = A i
lim, ., g(z) = B, amb B # 0, aleshores lim,_,, [f(x)/g(z)] = A/B.

La situacié és més complicada quan B = 0. En aquest cas, si A # 0, el
limit anterior és +oo, pero si també A = 0, llavors lim,_,, [f(z)/g(z)] pot tenir

qualsevol valor. Per exemple, si k és un nombre real qualsevol, f(z) = kz
i g(z) = z, els limits quan * — 0 sén A = B = 0, pero limwﬁo% = k.
D’altra banda, si f(z) = z i g(x) = z?, tenim també A = B = 0, perd ara
lim,, % = +o0o. En canvi, si f(z) =z i g(z) = 22, tenim lim,_,o+ % = 400
mentre que lim,_,o- % = —00.

El cas A = B = 0 és un exemple del que s’anomena indeterminacio. A part
de les indeterminacions del tipus 0/0, hi ha també les de tipus oo/oo, 0 - 0o,
0o — 00, 0, 00® i 1°. Les regles de L'Hopital permeten resoldre moltes de les
indeterminacions dels tipus 0/0 i co/o0.

e El cas 0/0

TEOREMA: Si f i g son continues i derivables en un entorn del punt a, f(a) =
g(a) =0, g i g no s’anul-len mai en aquest entorn (llevat de g en el punt a), i

es compleix lim,_,, 5 :gg = (, aleshores
lim M =/.
z—a g(z)

DEMOSTRACIO: com que f(a) = g(a) = 0, d’acord amb el teorema
del valor mitja de Cauchy, hi ha un punt £ entre x i a on es compleix

flx) _ fle) = fla) _ [(E)

g(z)  glx)—gla) g€

Quan x — a, també & — a i, per tant,

i A@ PO,

m—-= = lim

o g(z) e g(©)

Sobre aquest teorema cal fer les observacions segiients:

e El teorema també és valid quan ¢ = +o0.

e Si les hipotesis anteriors es compleixen en un entorn de la dreta (o de
I'esquerra) del punt a i f és continua en aquest punt, el teorema també és
valid si substituim lim,_,, per lim,_,,+.
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e [’existencia de lim,_,, % no implica ’existencia de lim,_,, %. Pot exis-
tir el primer i no el segon. El que el teorema afirma és que en una indeter-
minacié del tipus 0/0, si el segon limit existeix, aleshores el primer també

existeix 1 tots dos coincideixen.

El teorema es pot generalitzar al cas en que a = +oco:

TEOREMA: Si f i g sén continues i derivables en algun entorn de +oo,
lim, s o f(x) =lim, ,, g(x) =0, g i ¢’ no s’anul-len mai en aquest entorn,
I (x)

g'(z)

ilimg 100 =/, aleshores

lim S =,
A

f(z)
g

DEMOSTRACIO: aquest cas es redueix a Panterior fent = 1/t. Si

definim F(t) & £(1/t)1 G(t) € g(1/t), tenim

lim F(t) = lim G(t) =0,

t—0+ t—0t+

1 també

F'(t) = f(1/t)(=1/1%), G'(t) = ¢'(1/t)(=1/1%).
Per tant,

lim La:): lim&t): th(t)
T—+00 g(x) t—0+ G(t) IO+ G’(t)

PO _ o F@

T mor g(1t) e ()

EXEMPLE:  Si f(z) = 1 — cosz i g(z) = (sinz)? el limit
lim, o f(z)/g(x) és una indeterminacié del tipus 0/0, perd
flx) .. sin x 1 1

lim = lim —— = lim = — .
=0 ¢'(x)  2—02sinzcosx @—02cosx 2

Per tant, lim, o f(z)/g(z) = 1/2.
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e El cas oco/c0

TEOREMA: Si f i g sén continues i derivables en un interval obert (a,b),
g 1 ¢ no s’anullen en aquest interval, i es compleix que lim, ,,+ f(x) =
lim, ,,+ g(z) = oo i que lim,_,,+ % =/, aleshores
lim @ =/.
z—a™t g(l’)
DEMOSTRACIO: com que lim,_,q+ % = {, donat € > 0 hi haura un
0 > 0 tal que
/
x
f,< ) € &(le), Vx € (a,a+ ).
g'(x)

Escollim un punt ¢ € (a,a + §) tal que f(c) # 0 (sempre el podrem
trobar, ja que f tendeix cap a oo quan 2z — a™). Considerem ara un
interval (a,a+¢"), al'esquerra de ¢ (és a dir, a < a+9d < c < a+9),
en el qual f(x) # f(c)1g(z) # g(c) (també el podrem trobar, ja que
f 1 g tendeixen cap a 00 quan x — a™). Fem servir ara la identitat

flx) _ fle) = fle) 1-g(c)/g(x)
g(x)  g(x) —g(c) 1-f(e)/f(x)

D’acord amb el teorema del valor mitja de Cauchy, hi ha un punt &

entre x i ¢ tal que
flx) = fle) _ [(§)

g(x) —gle) (&)

, Vx € (a,a+0").

Per tant,

flx)  f'€) 1—gle)/g(x)
glx)  g'(€) 1-fle)/f(x)

Si prenem el limit quan x — a™, mantenint ¢ fixat, tenim que

, Vo € (a,a+4").

e ¢l terme g:gg es manté dins de E(¢,¢), ja que & € (z,¢) C
(a,a+90),

e el limit de % és 1, ja que f(x) 1 g(x) tendeixen cap a
+o0.

Aixi doncs,
lim f@) €&l e),
f(@)

i com que ¢ és arbitrari, tenim lim —/——= =/¢.
z—at g(l’)
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EXeEMPLE: Calculem lim, .o+ f(z)/g(x), on f(z) = Inz i g(x) =
In(Inz). Aquest limit és una indeterminaci6 del tipus co/oco, pero

o T)

z—0+ ¢'(x)

= lim 1/—33— lm Inzx = —
T oot (1/Ina)(1/z) w0

Per tant, lim, ,o+ f(z)/g(x) = —o0.

Antoni Méndez

e Els casos 0 - 0o, 0o — 0o, 0%, oo i 1

La resta d’indeterminacions, es poden reduir als casos 0/0 o co/oc:

00 | s =0 | Bagte) = oo | s (ogte) by T G
lim(f(z) — g()
00 — oo | limf(z) = oo | limg(z) = oo

T—a T—a

o [We@)] - 1/ f@)] 0
ava 1/ f(x)g(x)] 0
lim f(2)9® = limed@ n /(@)
T—=a T—a
0° | limf(z)=0 |limg(z)=0

T—a T—a

= exp [limg(z) In f(z)] = *>
Tr—a
limf(x)g(x) — 1imed@) n f(x)
T—ra Tr—a
oc’ | lim f(z) = oo | limg(x) =0

T—a T—a . -
= exp Ll;_r)r(llg(x) Inf(z)] =e
lim f ()™ = limed@ n /(@)
T—a T—a

1% limf(z) =1 | limg(x) =0

T—a T—a

= exp [hmg(x) In f(x)} = >0
Tr—a
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4.8 Formula de Taylor

Ja hem vist que quan una funcié és derivable en un punt, existeix una tnica
recta (la recta tangent) amb la propietat d’ajustar-se millor que les altres rectes
al grafic de la funcié en aquest punt. El significat de la frase “ajustar-se millor”
és que la diferencia entre la funcidé i aquesta recta és un infinitesim d’ordre
superior a 1. D’altra banda, si la funcié no és derivable en el punt, no hi ha cap
recta amb aquesta propietat (no hi ha recta tangent).

Podem preguntar-nos si aquest “ajust” és millorable quan la funcié té deri-
vades d’ordre superior en el punt considerat. Es evident que si unicament con-
siderem rectes, és a dir, funcions polinomiques de grau 1, no és possible millorar
I’ajust aconseguit amb la recta tangent, ja que aquesta, quan existeix, és tinica.
Pero si considerem altres tipus de funcions, podrem trobar ajustos millors.

Contacte d’ordre superior a n

DEFINICIO: Diem que dues funcions f i g tenen un contacte d’ordre superior
an en el punt a si f(x) — g(x) és un infinitesim d’ordre superior a n quan
xr — a, és a dir,
f(@) —g(z) =ol(z —a)"],

0, equivalentment,

T )

T—a (q: — a)”
També diem, llavors, que g és una aproxzimacio d’ordre superior a n de la funcié
f en el punt a.

D’acord amb aquesta definicio, si f és derivable en el punt a, la recta tangent
té un contacte d’ordre superior a 1 amb f en aquest punt (i és, per tant, una
aproximacié d’ordre superior a 1 de f en el punt a).

El segiient teorema ens dona una condicié necessaria i suficient perque dues
funcions f i g, derivables n vegades en el punt a, tinguin un contacte d’ordre
superior a n en aquest punt:

TEOREMA: Si les funcions f i g sén derivables n vegades en el punt a, aleshores
tenen contacte d’ordre superior a n en aquest punt si i només si

f(k)(a) = g(k)(a), (k=0,1,2,...n),

on f*) és la derivada k-esima de f i f(© és f sense derivar.

DEMOSTRACIO: primer de tot cal notar que I'existencia de f™(a)
significa que f, f/, f",..., f"~ Y existeixen en algun entorn del punt
a i sén continues en aquest punt. Llavors, si en el punt a, el contacte
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entre f i g és d’ordre superior a n, també sera superior a k, Vk < n,
és a dir,
lim L) = 9@) _ 0, (k=0,1,2,...n).

T—a (Q’,’ — a,)k

Per a k = 0 aixo vol dir que | f(a) = g(a).

Per a k£ =1, usant la regla de L’Hopital tenim

o T@) () 0
0 _alc—m (I‘ — CL) 0
— i T ) g(a) = [7a) = o (o).

Per a k = 2, tenim

OzlimwzgzhmM_g

T—a (1’ — a)2 0 T—a 2(£L‘ — (l) N 0
% R/ " Y/
T—a 2 2
Per a k =3,4,...(n — 1) raonem de manera semblant i tenim
[P a) =g (a), fU(a) =gW(a),... ["V(a) =g"D(a).
Finalment, per a k£ = n, tenim
0 - ppl@—g@ _0_ SV () - g (@)
z—a  (z—a)" 0  a—a nl(z — a)
oy ST @) = [ (@) = gV (@) £ 97D (a)
~ aoa nl(z — a)

= %[f(”)(a) — g(”)(a)] = | [ (a) = g™ (a).

Notem que en aquest darrer cas no hem pogut usar la regla de
L’Hopital al final de la primera linia, ja que, d’acord amb la hipotesi,
només tenim garantida la derivabilitat de f™~1) en el punt a, pero
no en un entorn d’aquest punt. Hem demostrat, doncs, la necessitat
de la condicié enunciada.

Pel que fa a la suficiencia, només cal notar que si es compleixen les
igualtats f®)(a) = g™ (a), (k =0,1,2,...n), tenim

flz) —g(x) 0 @) —g'(z) 0

li = — ljm 2~ S\ T
o (r —a)r 0 o n(x —a)"1 0
(n—1) _ gln=1) (n) ()
i L) =@ ) - g0
z—a nl(x —a) n!

és a dir, f i g tenen contacte d’ordre superior a n al punt a. <
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Aixi doncs, dues funcions derivables n vegades tenen contacte d’ordre su-
perior a n en un punt si i només si els valors de les funcions i els de les seves
primeres n derivades coincideixen en aquell punt. Utilitzarem aquest resultat
per obtenir aproximacions polinomiques d’ordre superior a n de la funcio f.

Polinomi de Taylor de grau n

Si f és n vegades derivable en el punt a, busquem el polinomi P, (z), de grau n,
que millor s’ajusti a f en aquest punt Com que el contacte ha de ser d’ordre
superior a n s’haura de complir p¥ ( ) = f®(a), per k = 0,1,2,...n. Si
escrivim P, (z) en la forma

Py(z) =co+ci(z—a)+c(r—a)* +es(x —a)* + -+ cu(w —a)”,
les igualtats anteriors s’expressen

co=fla), a=fla), 2c=["a), 6c3=["(a), ... nle,=[f"(a),
és a dir,
f®(a)
k7
Aixi doncs, la condicié de tenir un contacte d’ordre superior a n en el punt a
ens ha determinat completament el polinomi P, (x)

f'(a) f"(a)
M o

cp = (k=0,1,2,...n).

f"(a)

2
(x—a)*+ ...+ -

(x —a)+ (r —a)".

Aquest polinomi s’anomena el Polinomi de Taylor de grau n associat a la
funcié f en el punt a. Es el polinomi de grau n que millor s’ajusta, en el punt
a, a una funcié n vegades derivable en aquest punt. De fet, el grau de pL (x)
és menor o igual a n perque, malgrat que en principi és de grau n, no es pot
excloure que el valor del seu coeﬁ(nent ¢y, sigui, finalment, zero.

La diferencia entre fi P ganomena resta o terme complementari i la
representem per R (x). Per definici6, aquest terme complementari ha de ser
un infinitesim d’ordre superior a n quan x — a, és a dir,

RY(z) ¥ f(z) — P9 (z) = o[(z — a)"].
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ExXEMPLES: Els polinomis de Taylor de grau < 7 de les funcions
segiients, al voltant del punt a = 0, son:

sinx =z — 2—? +§—T—§+R§O)(x),
cosx =1— :;—T +Z—T—2—T+R§O)(x),
sinhz = z + é—? + ﬁ—? & i—? + RO(x),
coshz =1+ 2—7 + Z—? + 2—? —i—R;O)(x),

x x> x z* z° b i

c_ 4,2 ¥ T r T T T 50
C=ltptgtgtytagtegta i @

1
1+x:1—x+m2—x3+x4—x5+x6—x7+R§0)(x),
22 2 ozt 2 8 27 0)
n(l4+z)=z— 42 2,2 2.7 . p
alte)=z—g+3-grs -7 +t& @,
1
—1+I2:1—x2+x4—x6+R§0)(x),
1‘3 :L‘5 ZE7 (0)
tanz =7 — — + 2 2 L RO,
arctanx = x 3+5 7+ 7 ()

El teorema segiient afirma que si f és derivable una vegada més en algun
entorn del punt a, R\ (x) és un infinitesim d’ordre igual o superior a (n + 1).

Teorema de la Formula de Taylor

TEOREMA: Si f és n + 1 vegades derivable en algun entorn del punt a, i z
és un punt d’aquest entorn, aleshores f(z) = P\ (z) + R (), on R (x)
s’expressa:

) (a) f(n+1)(c) n+1
e Jc, entre aix, tal que R (r) = =——=(x—a)""" (resta de Lagrange),
(n+1)!
F(e)
e 3¢, entre a i z, tal que R (x) = —'(x —a)(z — )" (resta de
n!

Cauchy).
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DEMOSTRACIO: fixem el punt z i definim la funcié

def _F@ /) (x—t)>—.. . — ) (x—t)".

Aquesta funcié compleix
o el seu valor a ¢t = a és F(a) = R (2),
e el seuvalorat=uzés F(zx) =0,

e la seva derivada és
f(n+1) (t)
/ n
F'(t) == (x —1)".

D’altra banda, si g(t) és una funcié arbitraria amb les propietats

e g(x) # g(a),
e ¢(t) és derivable entre a i z,
e ¢'(t) no s’anul-la entre a i z,
podem utilitzar el teorema del valor mitja de Cauchy, segons el qual
dc, entre a i x, tal que
Flx) = F(a) _ F'(¢)
g(x) —gla)  g'c)
Si alllem F'(a) i fem servir les propietats anteriors de F' i de g tenim
g(z) — g(a) f"V(c) n
(x —c)".
g'(c) n!
Per a cada elecci6 de la funcié ¢(t), la igualtat anterior ens dona una

expressio del terme complementari Rﬁ{l) (). En particular,

Rﬁla) () = F(a) =

e Sig(t) = (z —t)"*! obtenim la resta de Lagrange.
e Sig(t) = (z —t), obtenim la resta de Cauchy. <

Cal notar que no coneixem el valor exacte de les restes anteriors, ja que
depenen d’un punt del qual només sabem que esta entre a i x. No obstant aixo,
podem afirmar que Rﬁ{l) (x) és un infinitesim d’ordre igual o superior a (n + 1)
(només cal observar la forma de la resta de Lagrange). Aix{ doncs, si f ésn+1
vegades derivable en algun entorn del punt a, la igualtat Rﬁ{l)(x) =o[(z —a)"]
de la secci6 precedent es pot escriure

R (z) = O [(z — a)"t].

La resta permet estimar 1’error que es comet quan una funcié és aproximada
pel polinomi de Taylor.



100 Materials Antoni Méndez

EXEMPLE: La férmula de Taylor de grau n de la funcié f(z) = e* en
el punt a = 0 és % = P (x) + R(O)( ). Els coeficients del polinomi
Péo)( )sém f*)(0)/k! = 1/k!,on k = 0,1,2,...n, ja que les derivades
successives de f(z) sén f*)(x) = ®, Vk. D’altra banda, la resta de
Lagrange és R%O)(x) = e“2" ™ /(n 4+ 1)!, on c esta entre 0 i z, i el
podem expressar ¢ = Az, on 0 < A < 1. Per tant, tenim

)\x n+1

= A<1).
¢ Zk‘ (n+1)! (O<A<1)

Podem fer servir aquesta igualtat per trobar un valor aproximat del
nombre e. Si fem x = 1 tenim

il @
R TIET 1)

0<A<1).

Per exemple, si prenem n = 6,

11 1 1 1 1 e e

<1+1'+2‘+§+E+5‘+6‘)+ﬁ:2’71805 —1—5.
Com que e* < e < 3, I'error que cometem si prenem e = 2,71805. ..
és menor que 3/7‘ = 0,00023... Si volguéssim, per exemple, que
lerror fos < 1079, haurfem de fer servir n tal que 3/(n +1)! < 107¢,
és a dir, (n + 1)! > 3 x 10°. Aixd s’aconsegueix prenent n > 9. Sl
prenem n = 9, tenim e = Y, _,(1/k!) = 2,72828152. .. amb un error
< 3/10! =8,267... x 1077

Si f(x) és indefinidament derivable, la férmula de Taylor és valida per a tot
n. D’altra banda, 1’exemple anterior sembla suggerir que 1'aproximacié de f(x)
pel polinomi P(a)( ) millora quan augmentem n, pero no és necessariament aixi.
Aix0o només passa per als valors de x per als quals lim,, (a)( )=0.

EXEMPLE: A l'exemple anterior tenim R\ (z) = e*z™/(n+ 1)),
amb A € [0,1]. Com que e’ < e®siz > 0,ieM < 1six <0,

n—o0

per a tot = tenim |RY(z)| < max{e”, 1}|z|"!/(n + 1)! 222 0, i
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I’aproximaci6 de e® per j218 () millora Vz si augmentem n. D’aixo0
es dedueix que lim { Y, 1/k!} =e.

4.9 Concavitat, convexitat i punts d’inflexi6

DEFINICIO: Una funcié f, derivable en el punt a, és concava en aquest punt
si en algun entorn seu es compleix

f(@) = [f(a) + f'(a)(x — a)] > 0,

la qual cosa significa que, en aquest entorn, la recta tangent en el punt a esta
sota del grafic de f(z).

DEFINICIO: Una funcié f, derivable en el punt a, és convera en aquest punt
si en algun entorn seu es compleix

f(@) = [f(a) + f(a)(z — a)] <0,

la qual cosa significa que, en aquest entorn, la recta tangent en el punt a esta
sobre del grafic de f(x).

DEFINICIO: Si f és derivable en el punt a, diem que a és un punt d’inflexid de
f si en algun entorn d’aquest punt es compleix

>0 siz>a

: (o viceversa),
<0 siz<a

£@) - (@) + (a)(x - o) {

la qual cosa significa que, en aquest entorn, f(x) és convexa a un costat del
punt a i concava a ’altre.

punts d’inflexié

¢

convexa

/!

cbnca\‘?a
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El teorema segiient relaciona aquests conceptes amb les derivades successives
de la funcié f en el punt a.

TEOREMA: Sigui f una funcié derivable n vegades en el punt a. Si es compleix

Fa) = f"(a) = ... = fV(a) =0, perd f)(a) 0,
aleshores,

e sinés parell i f™(a) >0 = f és concava al punt a
(si, a més, f'(a) =0 = f té un minim relatiu en aquest punt),

e sin és parell i f™(a) <0 = f és conveza al punt a
(si, a més, f'(a) =0 = f té un mazim relatiu en aquest punt),

e sin és senar = a és un punt d’inflexio de f.

DEMOSTRACIO: si fem servir la férmula de Taylor tenim

["(a)

f(z) = fla) + f'(a)(z — a) + (¢ —a)" + R (x).

Com que R (z) = o[(z — a)"] el podem expressar
R (x) = a(z)(z — a)",
on a(z) — 0 quan z — a. Per tant,

f"(a)

n!

f@%ﬁﬂ®+fﬁmx—wb=[ +Mm]@—@m

i com que lim,_,, a(z) = 0, en algun entorn de a es compleix que

f"(a)

A
n! ’

n!

+ a(x) té el mateix signe que

D’altra banda, (z — a)™ > 0 quan n és parell, mentre que quan n és
senar, (r — a)" és positiu si > a i negatiusi z < a. <
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4.10 Problemes

P4.1 Calculeu les derivades de les funcions segiients:

(a) filz) = (2® = 2)(= +1) (d) fulz) = (2* +2)
(b) fo(z) = (2 +2)/(z + 1) (e) fo(z) = %™
(c¢) f3(x) =xe™™ (f) fe(x) = sin(sinh z)

P4.2 Calculeu les derivades de les funcions segiients:
(a) f(z) =€ (b) g(x) = 2% +27 + 2%, (¢ >0)

[Nota: a* vol dir a*”). Recordeu que a® = €*'"® (a > 0).]

P4.3 Feu servir el teorema del valor mitja de Rolle per demostrar que la funcié
f(x) = 2 — 42 + a no es pot anul-lar dues vegades a I'interval [0, 1], per
a cap valor de a.

P4.4 Feu servir el teorema del valor mitja de Lagrange per demostrar
(a) |cosx — cosy| < |z —y| (b) tanz > z, Vz € (0,7/2)

P4.5 Feu servir la regla de L’Hopital per calcular els limits segiients:

. x —sinhx tan(3z)
lim e/
(a) 250 1 —coshz (d) xilglr tan x
(b) ilir(l)ascot(lx) () lim (tanz)Y/ e
z—0t

(c¢) lim M (f) lim[In(1 —2)]™®

r—2 I — 2 z—0

P4.6 Considereu les funcions f(z) = In(1+z), g(z) = ar*+bxr+c. Determineu
a, b i c perque les funcions tinguin contacte d’ordre superior a 2 en el
punt z = 1.

P4.7 Feu servir els polinomis de Taylor adients, al voltant de = 0 (vegeu
pagina 98), per calcular

. (z —sinhz)?
lim = .
20 [In(1 + z) — z]?

P4.8 Trobeu el polinomi de Taylor de grau 2, al voltant del punt x = 16, de la
funcié f(z) = ¥z i feu-lo servir per calcular aproximadament el valor de
Vv/17. Amb el terme complementari feu una estimacié de 'error comes.
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P4.9 Considereu les funcions
(a) f(z) =sinz (b) g(x) =In(1+ )

Si fem servir els polinomis de Taylor, al voltant de x = 0, per avaluar
aquestes funcions, determineu quants termes dels polinomis sén neces-
saris per avaluar sin(1) i In(1,9) amb un error inferior a 1074

P4.10 Considereu la funcié f(x) = z/(z* + 2). Trobeu:

Els maxims i minims relatius, i els punts d’inflexié.

Els intervals de creixement i decreixement.

SOLUCIONS

S4.1(a) fi(x)

5t — 62 + 2w (d) fi(z) = 152%(2® +2)*
22421 —2)/(xz+1)? (e) fi(x) = (2 + xcosx)e™”
1—x)e” (f) fs(x) = [cos(sinh x)] cosh x

hyd
—~
K
N—
I
—~ —~

(b) ¢'(x) = 42° + 2722 In 2 + 22"2%(In 2)?

S4.3 Si s’anul-lés a 1,29 € [0,1] (suposem x; < x9) hi hauria algun punt
¢ € (x1,29) en el qual f'(c) =0, pero aixo és impossible, ja que f'(z) =
423 — 4 només s’anul-la a x = 1.

S4.4 (a) Je, entre x 1y, tal que cosx — cosy = (—sinc)(x —y) = |cosz —
cosy| = [sincl|z —y| < |z —yl.
(b) Apliquem el teorema a linterval [0,z]: Je € (0,x) tal que tanz =
tanz — tan0 = tan’(c)(x — 0). Com que tan’(c) = 1 + tan®c >
tenim tanz > x.

—_

z —sinhz 0 1——coshx O sinh z
S4.5 lm—m——=—-=lm——— = - =1i =0
(2) :rlg(l) 1—coshz O xlg(l) —sinh z 0 xlg(l) coshzx
. . x 0 . cos?(2z)
(b) lagwcot(2e) =l oroy o~ — — = /2
| 2 1
(c) lim /2 0y L 1/2.

z—=2 r — 2 0 =2 I
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(@ lim tan(3x) — lim sin(3x) Cf)SZI? _ 0
e—m/2-  tanx e—m/2- cos(3x) sinx 0
— tim 3cgs(3x) COST — sin(3z) sin 13
e—r/2- —3sin(3z) sinx + cos(3z) cos x
(e) hmx_>0+ (tan x)l/lna: = ool = elimmﬁ(ﬁ ln(tanm)/lnx.
Busquem el limit de 'exponent
lim In(tan z) _ % im [1+ (tanx)?]/tanz
e—0t  Inzx 00 a—0t 1/x
= lim < +xtan:r) =1
z—0+ \tan x
Per tant, el limit buscat és e! = e.
(f) hmx_ﬂ)[ln(l _ x)]fx =00 = elimzﬁg(f:v) ln[ln(lfa:)]‘
Busquem el limit de I’exponent
, . In[ln(1 —2)] o0
li(—e) nfln(1 = )] = limg =232 =
I x? 0
= lim =—
20 —(1 —z)[In(l —x)] 0
2
= lim——> 0.

=0 1 +1In(1 — )
Per tant, el limit buscat és e = 1.

S4.6 Siigualem f(1) =g(1), f/(1) =4 (1) i f"(1) = ¢"(1) obtenim a = —1/8,
b=3/4ic=1n2—(5/8).

(z — sinh x)? [x—(q;+§_‘;+...)]2 kP 2
1
2

S4.7 In(l + z) — 2] - [(x—%2+"'>_x]3 - x8]—

S4.8 Tenim f(z) = a4, f/(z) = 173/, f(z) = 2274, f"(x) = Ba= VA

Si fem x = 16 tenim f(16) =2, f'(16) = 55, f"(16) = 5555. Per tant,

1 3
Vr =2+ 5 (z — 16) 4096(:1: 6)° + Ry ()

El valor del polinomi a z = 17 és

4 1 3
VIT=24+ ——— =2 1757 ...
7 —|—32 1096 ,03051757
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El terme complementari és RS9 (z) = 2—10_11/4(””_3#, on 16 < ¢ < 17.
Per estimar l'error calculem

S4.9 (a) sinx = Z

21 1 21 1
RO = g Vg < Ggl6 g = 2T x 107
n(—1)21

2k —1)! o7+ Byl(e).
k=1

El primer sumand és el polinomi de Taylor de grau 2n — 1 i conté

n termes, perd també és el de grau < 2n, ja que el coeficient de 2"

és nul. Per aixo, el terme complementari és Ré‘j} (r) en comptes de

R (x).

f(2"+1)(c):172"+1 B (—1)2"+1(COSC)Q:2"+1

Ron (@) = @2n+1)! (2n +1)! ’

on ¢ esta entre 0 i . Com que |cosc| < 1, tenim
|x|2n+1

RY ()] < v

Per avaluar sin(1) fem z = 1, i si volem que Uerror sigui < 107* s’ha
de complir

IRW(1)] < <107,

(2n 4+ 1)!

és a dir, (2n + 1)! > 10%, i aix0 es compleix si n > 4. Ens cal, doncs,
que el polinomi tingui 4 o més termes.

(e
In(l+z) = Z . ¥ + RO (z).
k=1

El primer sumand és el polinomi de Taylor de grau n i conté n termes.
El terme complementari és

e (amtt (1) Hnl(1 4 ¢) (gt
(n+1)! (n+1)!

Per avaluar In(1,9) fem x = 0,9 = 9/10. Com que ¢ esta entre 0 i
9/10, tenim (1 4 ¢)~™*Y < 1, amb la qual cosa
9/10 n+1
IR (0,9)] < OA0™ 107,
n+1
és a dir, (n + 1)(10/9)"** > 10, i aix0 es compleix si n > 50. Ens
cal, doncs, que el polinomi tingui 50 o més termes.
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S4.10

Les derivades successives de f(x) sén
2 — z? 2z(z? — 6) —6(z* — 1222 + 4)
/ e+ " e S ) " _
f (:L‘) - ($2 + 2)2 ) f (I) (9;'2 _|_ 2)3 ) f (‘T) (1‘2 + 2)4 .

La derivada primera f/(z) s’anulla a 2 = £4/2. Es positiva a (—v/2, v/2)
i és negativa a (—oo, —v/2) i a (v/2, +00).

La derivada segona f”(x) s’anulla a z = 0,4v/6 (i f” # 0 en aquests
tres punts). D’altra banda, f”(r) és positiva als intervals (—+/6,0) i
(v/6, +00), i és negativa als intervals (—oo, —v/6) i (0,v/6).

Per tant,

(a) Hi ha un minim relatiu a = —/2 i un maxim relatiu a = = /2. Hi
ha punts d’inflexiéo a x = 0, +/6.

(b) Hi ha creixement a l'interval (—+/2,v/2) i decreixement als intervals

(c) Hi ha concavitat als intervals (—v/6,0) i (v/6, +00), i convexitat als
intervals (—oo, —v/6) i (0,/6).

(d) A Pinterval [1, 3] no hi ha minim relatiu i, per tant, hem d’avaluar la
funcié als punts extrems f(1) = 1/3 1 f(3) = 3/11. El minim absolut
és, per tant, al punt x = 3 on la funcié val 3/11. D’altra banda, f(x)
té un maxim relatiu a U'interior de [1, 3] on la funcié val f(v/2) = v/2/4
que és més gran que els valors als punts extrems i és, per tant, el
maxim absolut de f(x) a [1,3].

1

0.5

=

-0.5
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5 INTEGRAL DE RIEMANN

5.1 Problema de ’area

El problema geometric que es planteja aqui és el del calcul de 'area sota el
grafic d’'una funcié f, entre dos punts a i b. El problema té solucio6 trivial quan
la funcié és constant, ja que llavors es redueix al calcul de ’area d’un rectangle
(= base x altura), pero és més complicat en el cas general. D’altra banda, no
és només un problema geometric. El treball realitzat per una forga constant F
al llarg d’un recorregut d és F'd, pero el problema es complica, també, quan la
forca F' és variable al llarg del recorregut.

k(b— a) [

d
\

a b a b

L’estrategia per resoldre aquest problema és considerar el cas general com
la suma de petits casos trivials, és a dir, aproximar la funcié per una col-leccio
de funcions constants en petits intervals (o aproximar la forga variable per una
col-leccié de forces constants al llarg de petits recorreguts). La idea és que aixo
ens proporciona una solucié aproximada del problema i que aquesta aproxi-
macié millora si fem més petits (i, per tant, més nombrosos) els subintervals
en que dividim l'interval original, dins dels quals prenem constant la funcié. El
desenvolupament rigords d’aquesta idea ens porta a la teoria de la integral de
Riemann.

1
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Considerem unicament funcions f definides i fitades en un interval tancat
[a,b]. Per a aquestes funcions volem trobar 1'area sota el grafic de f entre els
punts a i b. Pero abans ens calen algunes definicions.

Particions

DEFINICIO: Una particié P de Uinterval [a,b] és un conjunt finit de punts
P = {xg, 1, %9,...,2,} que compleixen

=20 <11 <Ty<...<XTp_1<x,=0>

Aix{ doncs, la partici6 P descompon linterval [a,b] en n intervals, I; (i =
1,2,...,n), on I; = [z;_1,x;]. Representem la llargada de linterval I; per
Az; (= x; — x;—1). Evidentment, > " | Az, = b — a.

Ail?i

a=xy X1 Xo T3 ... Ti1 I; Tioo. Tp1Tp=02>0

DEFINICIO: Una particié P’ és més fina que P si P’ s’obté afegint punts a P.

Ho expressem P’ > P (o també P' D P, ja que P’ conté els punts de P).

Sumes superiors i sumes inferiors
Com que f és fitada a [a, b], també ho és en cadascun dels subintervals I;. Per
tant, hi haura un suprem M; i un infim m; dels valors de f(z) a cada I,

M; = sup{f(x)|z € L}, m; =inf{f(x)|z € L;}.

DEFINICIO: La suma superior i la suma inferior de f associades a la particié
P s6n, respectivament, les quantitats

S(f7p)d§fZMlAwl7 S(f’P)démelel
1=1 i=1

\
A}

S(,P) s(h,P) /]
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Com que m; < M;, sempre es compleix
s(f.P) < S(f,P), VP.

Vegem ara que passa quan substituim P per una altra particié més fina.

TEOREMA: Si P’ és més fina que P, aleshores

S(f,P) < S(f,P), s(f,P)=s(f,P).

DEMOSTRACIO: només cal veure que passa quan P’ té un punt més
que P. Suposem que afegim un punt z} entre z;_; i x;, llavors tindrem
dos suprems Mi(l) i MZ-(Q)

MY =sup {f(@)la € [rir, 2]}, M =sup {f(w)] € [a], 2]}

La suma superior S(f, P’) s’obté substituint

M;Ax; — Mi(l)(xg —Zi—1) + Mi@) (z; — 7),

a l'expressié de S(f, P) i com que Mi(l), ]\/[Z.(Q) < M;, tenim
S(f,P') < S(f,P).

]
/] =

-

/ /
Ti—1 Xy X Ti—1 T4 Z;

De manera semblant es demostra que s(f, P') > s(f, P) (en aquest

cas, mgl),ml@) >m;).  §

Aixi doncs, veiem que

si refinem una particid, la suma superior decreix i la suma inferior creix,

i una conseqiiencia d’aixo és que si P; i P, son dues particions qualssevol,
aleshores

S(f,P1> SS(f,PQ), \V/PhPQ,

ja que si considerem la particié P construida amb els punts de P; i de P, la
particié P és més fina que P; i que P, i, usant els resultats anteriors, tenim

s(f,P1) <s(f,P)<S(f,P)<S(f,P).

Per tant,

qualsevol suma inferior és menor o igual que qualsevol suma superior.
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Integral superior i integral inferior
Si anomenem Sy i sy, respectivament, el conjunt de totes les sumes superiors i
el de totes les sumes inferiors (per a qualsevol partici6) de f a [a, b], tenim

e Sy és fitat inferiorment (qualsevol suma inferior és fita inferior de Sy).
L’infim d’aquest conjunt s’anomena integral superior de f entre a i b, i

s’expressa
b
/ ;< inf S,
a

La integral superior de f a [a, b] és, doncs, el major fita inferior del conjunt
de les sumes superiors de f a [a,b].

e sy és fitat superiorment (qualsevol suma superior és fita superior de sy).
El suprem d’aquest conjunt s’anomena integral inferior de f entre a i b, i

s’expressa
b
def
f = supsy.
Ja_

La integral inferior de f a [a, b] és, doncs, la menor fita superior del conjunt
de les sumes inferiors de f a [a,b].

R

Evidentment, sempre es compleix ff f< f; f

Sf

Integral de f entre a i b

Quan les integrals superior i inferior coincideixen, diem que f és integrable (en el
sentit de Riemann) a l'interval [a,b]. A aquest valor comi I’'anomenem integral
(en el sentit de Riemann) de la funcié f entre els punts a i b, i el representem

per
b b
/f 0, també, /f(a:)d:v.

. by, )
Per tant, la integral fa f és el nombre real menor o igual que qualsevol suma
superior i, alhora, major o igual que qualsevol suma inferior, quan és tnic.

N B
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La integral ff f ens dona la solucié al problema de I’area plantejat al principi.
S’ha resolt, doncs, per a les funcions fitades que siguin integrables.
No tota funcié6 fitada és integrable. Per exemple, la funcié

0 sixzeQ,
f(x):{ 1 sizegQ,

no és integrable entre a i b, ja que totes les sumes superiors (i, per tant, també
la integral superior) valen (b — a), mentre que totes les sumes inferiors (i, per
tant, també la integral inferior) valen 0. En aquest cas no podem parlar d’area
sota el grafic de la funcié f entre a i b.

Es, doncs, important coneixer propietats de la funcié f que garanteixen la
seva integrabilitat.

5.2 Integrabilitat d’una funcié

El teorema segiient ens dona una condici6 necessaria i suficient per a la integra-
bilitat d’'una funcié.

TEOREMA (PRIMER CRITERI D'INTEGRABILITAT): Sigui f una funcié defini-
da i fitada a [a, b], aleshores f és integrable a [a, b] si i només si Ve > 0 hi ha
alguna particié P tal que

S(f, P) — s(f, P) <e.

DEMOSTRACIO: si f és integrable a [a,b], donat ¢ > 0 hi haura
alguna suma superior S(f, P;) i alguna suma inferior s(f, P) tals
que

b b
S(fﬁpl)_/f<%7 /f—S(f,P2)<§,

i, per tant, tindrem que S(f, P,) — s(f, P») < e. D’altra banda, si
substituim P; i P, per una particié P més fina que totes dues, les
sumes superior i inferior s’acostaran entre elles i tindrem

S(f,P)—S(f,P>SS(f,Pl)—S(f7P2)<5.

Reciprocament, si per a cada ¢ hi ha alguna particié P que compleix
S(f,P) —s(f, P) < e, com que la integral superior és menor o igual
que qualsevol suma superior i la integral inferior és major o igual que
qualsevol suma inferior, tenim

) b
/f—/fgS(f,P)—s(f,P)<€, Ve > 0,
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Per tant, f_;f = fabf, és a dir, f és integrable a [a,b]. <

Aquest criteri és poc practic per comprovar la integrabilitat d’una funcié
concreta, pero d’ell se n'obtenen algunes condicions suficients per a la integra-
bilitat.

TEOREMA: Si f és continua a [a, b], aleshores f és integrable a [a, b].

DEMOSTRACIO: com que [a, b] és compacte, en ser f continua a [a, b
també és uniformement continua en aquest interval. Per tant, do-
nat ¢ > 0, hi ha algun § > 0 tal que si d(z,z’) < §, llavors
d(f(x), f(2")) < e/(b— a). Aleshores si P és una particié que com-
pleixi Az; < §, a cada interval es complira que M; —m; < e¢/(b—a),
1 per tant,

n

S(f, P) — S(f, P) = Z(MZ — mZ)Aa:'Z < < iAl’Z =g,

; b—a“
=1

és a dir, f compleix el criteri d’integrabilitat.

TEOREMA: Si f és monotona (creixent o decreixent) a [a,b], aleshores f és
integrable a [a, b].

DEMOSTRACIO: suposem que f és creixent, llavors f(b) > f(a). Si
f(b) = f(a), la funcié és constant i és integrable, ja que és continua.
Si f(b) > f(a), donat € > 0, si P és una partici6 que compleixi
Ax; < e/[f(b) — f(a)], tenim

n

E n
S(f,P)—s(f, P)= ;(Mi —my)Az; < OBEI0) ;(Mi —my).

En ser f creixent, a cada interval tenim m; = f(x;_1) i M; = f(x;).
Aixi doncs,

n n

S (M —mi) =Y (f(i) = fzima)) = f(b) = f(a),

=1 i=1

i, per tant, S(f, P) — s(f, P) < e. La funcié f és, doncs, integrable
a [a, b].

De manera similar es demostra la integrabilitat d’una funcié decrei-
xent. <
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TEOREMA: Si f és integrable a [a,b], f([a,b]) C [c,d], 1 g és continua a [c,d],
aleshores la funcié g o f = g(f(x)) és integrable a [a, b].

DEMOSTRACIO: donat € > 0, com que g és uniformement continua
a [c,d] (és continua i [c, d] és compacte) hi haura un § > 0 tal que si
d(z',2") < ¢ llavors

3

dlg(@),9(a") < e

()

on K = sup,c(.q |9(z)]. Podem suposar que & < &/(b — a + 2K),
ja que si fos més gran, el podriem reduir sense afectar la desigualtat
anterior.

D’altra banda, com que f és integrable, hi ha una particio P =
{zo,...,x,} de [a,b] tal que

S(f,P) —s(f, P) < & (%)

Si M; i m; sén respectivament el suprem i I'infim de f en el subinter-
val I;; 1 M/ im/ sén els de la funcié g(f(x)) en el mateix subinterval,
podem descompondre el conjunt de subindexs {1,...,n} en dos sub-
conjunts [ (format pels i per als quals M; —m; < §) i J (format pels
i per als quals M; —m; > ).

Sii € I, com que M; —m; < ¢, utilitzant (x) tenim

N (M~ m)Az, < —————(b—a).
‘ ! b—a+2K

el

Sii € J, com que M; —m; > 6, utilitzant (xx) tenim 6 ) .. ; Az; <
ZZEJ(M m;)Ax; < 02, és a dir,

> Az <,
icJ
i com que 6 < ¢/(b—a+ 2K), tenim finalment

S(go f,P)=s(go f,P)=> (M —m)Az; + > (M —m})Az;

el e
g €

<  (h—aq)4o2Kk—
Y G ALY ey 7

i, per tant, g o f és integrable a [a,b].
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COROL-LARI: Si f és integrable a [a, b, aleshores les funcions

\fl,  f", 1/f(si f(z) >k >0), e, sinf ...

sén també integrables a [a, b].

DEMOSTRACIO: només cal compondre f amb les funcions continues
g(t) = [t], t", 1/t, €', sint ... &

TEOREMA: Si f és integrable a [a,b], aleshores també ho és en qualsevol
subinterval [c,d]| C [a, b].

DEMOSTRACIO: donat un € > 0, hi ha alguna particié P tal que

n

S(f.P) = s(f,P) =Y (M;—m)Az; <.

i=1

Podem suposar que P conté (si no, els afegim) els punts ¢ (= xy) i
d (= z4). Evidentment tenim

l n

i=k i=1

Pero Zfzk(Ml — m;)Ax; és la diferencia entre les sumes superior i
inferior de f, associades a la particié P restringida al subinterval
[c,d]. Per tant, f compleix el criteri d’integrabilitat a [c,d]. <

5.3 La integral com a limit de sumes de Riemann
Sigui f una funcié definida i fitada a [a, b], sigui P una particié de [a, b] i sigui

una col-leccié de punts z; (i = 1,2,...,n) tals que z; € I;. Anomenem suma de
Riemann de f, associada a la particio P i als punts 2 ... z,, a la quantitat

Com que m; < f(z;) < M;, sigui quina sigui I'eleccié dels punts z; sempre es
compleix

s(f,P) < Zf(zz-)Axi < S(f,P).



Calcul en una variable real Materials 117

DEFINICIO: Diem que A és el limit de les sumes de Riemann de f, i ho ex-
pressem

h]ran; f(z)Az; = A,

si Ve > 0 hi ha una particié Py tal que VP més fina que Py, qualsevol suma de
Riemann de f associada a P (és a dir, independentment de ’eleccié dels punts
z;) compleix

< E.

i=1

TEOREMA (SEGON CRITERI D'INTEGRABILITAT): Una funcié f és integrable
.. , . . . . b
a [a, b] si i només si existeix limp > | f(2;)Az; = A. En aquest cas, [ f = A.

DEMOSTRACIO: si f és integrable a [a,b], donat € > 0, hi ha alguna
particié Py tal que S(f, Py) — s(f, Po) < €. Aixd també es complira
per a qualsevol altra partici6 P més fina que Fp, ja que la suma
superior i la inferior s’acostarien entre elles. D’altra banda, tant les
sumes de Riemann de f associades a P com la integral fab f estan
entre s(f, P) i S(f, P). Per tant, tindrem

/a o if(zimxi

<e, Vz;, VP més fina que F.

La integral f; f és, doncs, el limit de les sumes de Riemann de f.

Reciprocament, si A = limp > | f(2;)Axz;, donat € > 0, hi ha al-
guna particiéo Py tal que VP més fina que Py es compleix

)
<=, Vz.
9 V7

i=1

Podem escollir els punts z; de manera que els f(z;) s’acostin sufi-
cientment als M, per tal que

S(f,11) — Z flz)Az;

<€
5

De les dues desigualtats anteriors deduim

|S(f,1T) — Al <&, VP més fina que P,
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és a dir, podem trobar sumes superiors de f tan a prop com vulguem
de A. De manera semblant es demostra que es poden trobar sumes
inferiors de f tan a prop com vulguem de A. Aixo vol dir que A =

L0

Aixi doncs, quan f és integrable a [a, b] podem escriure

b n
/a f= li]gn;f(zi)Aa:i.

Per tant, una funcio és integrable quan, en refinar la particié, les seves sumes
de Riemann s’acosten cap a un tnic valor, independentment dels punts z; escollits
en els intervals. Aquest fet permet obtenir facilment algunes propietats de la in-
tegral.

5.4 Propietats de la integral

Linealitat

TEOREMA: Si f i g sén integrables a [a, b], aleshores f + g és integrable a [a, b]

i es compleix
b b b
/(f+g)=/f+/g

DEMOSTRACIO: les sumes de Riemann de f + g sén

n

Z[f(z,)+g z)|Az; = Zf 2 A:):Z+Zg zi)Ax;

i=1

i com que les sumes de Riemann del costat dret tenen limit f; fi

f; g, respectivament, la del costat esquerre també en té i el seu valor

ésf;f—l—f;g. $

TEOREMA: Si f és integrable a [a,b] i k € R, aleshores k f és integrable a [a, b]
i es compleix
b b
[wn=ns

DEMOSTRACIO: les sumes de Riemann de kf sén

Z[k:f(zl Az = ka z) Az .

=1
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Com que la suma de Riemann del costat dret té limit f; f, la del

costat esquerre també en té i el seu valor és k f; fo o

Integrabilitat del producte i del quocient

TEOREMA: Si f i g sén integrables a [a, b], aleshores
a) fg és integrable a [a, b].

b) f/g és integrable a [a, b], si g(x) > k > 0.

DEMOSTRACIO: només cal notar que fg = 3[(f + ¢9)* — f> — ¢%], i
que g =f ﬁ- &

Area sota d’un punt

TEOREMA: Si f(z) = 0 a tot Uinterval [a,b], llevat d'un punt ¢ € [a,b],

7

b N /7
aleshores fa f =0. L’area “sota un punt” és nul-la.

DEMOSTRACIO: les sumes de Riemann sén sempre 0 excepte quan
un dels z; sigui el punt ¢, pero en aquest cas la suma de Riemann
seria f(c)Ax; (o f(c)(Az; + Ax;qq) si ¢ és el punt que separa els
intervals [; i [;11 i prenem z; = z;41 = ¢) que es pot fer tan petit
com es vulgui prenent una particié suficientment fina. <

GENERALITZACIO: Si f(x) = 0 en tot U'interval [a, b] llevat d’un nombre finit
de punts, ¢1,...c, € [a,b], aleshores fabf = 0.

DEMOSTRACIO: només cal considerar f com la suma de diverses
funcions f;, nul-les a [a, b] excepte a ¢;.

COROL-LARI: Si f i g son integrables a [a,b] i f(z)

= g(z) a tot l'interval [a, b]
llevat d’un nombre finit de punts, aleshores f; f= fab qg.

DEMOSTRACIO: només cal aplicar el resultat anterior a la funcié

f—g9. <

Aquesta propietat posa de manifest que si el valor d’'una funcié integrable es
modifica en un nombre finit de punts, el valor de la integral no varia.
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Additivitat dels intervals d’integracié

TEOREMA: Si f és integrable a [a,b] i a [b, ¢, aleshores f és integrable a [a, c|

i es compleix
c b c
fr=Lo=]r
a a b

DEMOSTRACIO: només cal notar que f = f; + fo, on

| flz) siz€]a,b], _J 0 siz € [a,b],
fl(x)_{ 0 six € (b, ], f2(x)_{ f(z) size (b,

i utilitzar la linealitat de la integral. <

COROL-LARI: Si f és continua a [a,b], llevat d'un nombre finit de discon-
tinuitats de salt (diem en aquest cas que f és continua a trossos), aleshores f
és integrable a [a, b].

DEMOSTRACIO: si ¢1, ¢a, . . . ¢, 861 aquestes discontinuitats (en ordre
creixent), f és continua (i, per tant, integrable) en els intervals [a, ¢1],
[c1, 2], ete. Llavors, si fem servir 'additivitat dels intervals d’integra-

cid tenim
/abf:/aqf+/:f+---+/:f. o

TEOREMA: Si f és integrable a [a,b] i f(z) > 0, V& € [a, b], aleshores fabf > 0.

Desigualtats

DEMOSTRACIO: totes les sumes de Riemann de f sén > 0 i, per
tant, la integral no pot ser < 0.

Similarment, si f(x) <0, V € [a, b], aleshores f;f <0.

COROL-LARI 1: Si f i g sén integrables a [a,b] i f(x) > g(x), Vx € [a,b],
aleshores fff > f;g

DEMOSTRACIO: tenim f(x) — g(x) > 0, Vo € [a,b] i, per tant,

P(f=g)=>06sadr [Cf>[g O

COROL-LARI 2: Si f és integrable a [a, b], aleshores ‘fabf‘ < fab |f]-
“El valor absolut de la integral és < que la integral del valor absolut”.

DEMOSTRACIO: com que f és integrable, |f( )| també ho és. Notem,
d’altra banda, que —|f(x)| < f(z) < |f(z)|, Vz € [a,b] i, per tant,

—/:If(x)lé/abf /|f o
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Valor mitja d’una funcié integrable

DEFINICIO: Si f és integrable a l'interval [a, b], el valor mitja de f en aquest

interval és
def 1 b
<f>[a,b]— b—(l/a f

El valor mitja (f)s és, doncs, el valor d’'una funcié constant sota el grafic de
la qual hi ha, entre a i b, la mateixa area que sota el grafic de f.

Evidentment, si M i m sén respectivament el suprem i I'infim de f(z) a
interval [a,b], es compleix que m < (f)l5 < M, ja que només cal integrar
entre a i b la desigualtat m < f(x) < M i dividir per (b—a). El teorema segiient
assegura que si f és continua, el valor mitja és assolit per f en algun punt de
'interior de [a, b].

TEOREMA DEL VALOR MITJA: Si f és continua a [a, b], aleshores 3¢ € (a,b)

tal que f(c) = (f)[ap-

DEMOSTRACIO: si f és continua, f ([a,b]) és compacte i, per tant,
m 1 M sén respectivament el minim i el maxim absoluts de f(z) a
[a,b]. El teorema del valor intermedi de Bolzano ens assegura que

qualsevol valor compres entre m i M, com (f)[.4, és assolit en algun
punt de (a,b). <

Intercanvi dels limits de la integral

En el desenvolupament de la teoria de la integral de Riemann hem suposat
implicitament que a < b. Es pot estendre el concepte d’integral al cas en que el
limit inferior d’integracio sigui més gran que el superior si definim

/bafd:ef—/:f.

Les propietats anteriors també son valides quan el 1imit inferior és més gran
que el superior, llevat les que hem agrupat amb el titol “Desigualtats”. En par-
ticular, I’additivitat dels intervals d’integracié també es compleix quan b és fora
de D'interval [a,c]. Tanmateix, notem que si f(z) > 0 a [a,b] tenim ;' f < 0.

Notem també que | f," f| < fab | fl.

5.5 Integracié i derivacio

En aquesta seccié veurem la relacio existent entre la integral i la derivada, cosa
que ens permetra trobar en molts casos el valor de la integral.
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Suposem que [ és integrable a [a,b], llavors Va € [a,b] definim la funci6

“area” S(z):
S(z) = /

'

a x b
Evidentment es compleix que S(a) = [ f =01 que S(b) = ff f. Vegem ara
dues propietats de la funcié S(z).

TEOREMA: S(z) és uniformement continua a [a, b].

DEMOSTRACIO: sigui K = sup,c(,4 |/ (2)]. Donat e > 0, sid(z,2') <
e/K (suposem x < 2’) tenim
[

[r-[1-

g[rxl\f\g/xx/K:Kd(x,z’)<€. o

|5(2") = S(x) =

TEOREMA: En els punts de [a,b] on f és continua, la funcié S és derivable i
la seva derivada és f.

DEMOSTRACIO: si f és continua a ¢ € [a, b], només cal provar que

S(c+h) —S(c)
LG

En ser f continua a ¢, donat € > 0 hi ha algun § tal que si d(x,c) < 0
lavors |f(z) — f(c)] < e. Si d’entrada prenem |h| < ¢ tindrem

— 0, quan h — 0.

‘S<c+ W=SE) | [l S s
h h h
S @ - | 1)
- . - il v@-re
ia€|h|:e€. &

<
I
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COROL-LARI: Si f(x) és continua a tot [a,b], aleshores S(z) o [ f és una
primitiva de f, és a dir, S'(x) = f(x).

Una conseqiiencia important d’aquesta propietat és que les funcions continues
tenen necessariament primitiva. En altres paraules, tota funcié continua és la de-
rivada d’una altra funcio.

El teorema segiient ens dona el valor de fab f quan f és continua.

TEOREMA FONAMENTAL DEL CALCUL: Si f és continua a [a,b] i F és una
primitiva de f, aleshores fab f=F(b)— F(a).

DEMOSTRACIO: si F' és primitiva de f, com que S(z) def fax f també
ho és, tindrem S(z) — F'(x) = k(constant). El valor de k esta deter-
minat pel fet que S(a) = 0, és a dir, k = —F(a). Per tant, S(z) =
F(x) — F(a) i, en particular, fabf =S5(b) = F(b) — F(a). <

El teorema segiient generalitza aquest resultat per a les funcions f que tinguin
primitiva (encara que no siguin continues) en el suposit que siguin integrables.

GENERALITZACIO DEL TEOREMA FONAMENTAL DEL CALCUL: Si f és inte-
s o b
grable a [a,b] i F és una primitiva de f, aleshores [’ f = F(b) — F(a).

DEMOSTRACIO: si f és integrable, donat € > 0 hi ha alguna particié
P tal que qualsevol suma de Riemann associada a P (o a qualsevol
particié més fina que P) compleix

n b
; f(zi)Ax; — /a f

D’altra banda, com que F' és derivable a [a,b] 1 F'(z) = f(x), podem
utilitzar el teorema del valor mitja a cada interval I; de P segons el
qual 3¢; € I; tals que

< €.

Si sumem per a tots els valors de ¢ tenim

n

Z f(t)Az; =Y [F(w:) = Fzi1)] = F(b) — F(a).

i=1

Veiem, doncs, que sempre hi ha una suma de Riemann associada a
P que coincideix amb F'(b) — F(a). Tenim, per tant, que Ve > 0,

|F(b) — F(a) — [V f] <&, ésadi, [ f=F(}) - Fla). ¢
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Sovint, s’utilitza la notacié abreviada [F]° “p (b) — F(a) i escrivim

[ =t

Veiem, doncs, que si trobem una primitiva de f tenim resolt el problema de
calcular ff f. Si f és continua, I'existencia de primitiva esta garantida, pero no
sempre és facil trobar-la. Fins i tot, pot no ser expressable en termes de funcions
elementals. A la seccié 5.7 veurem les tecniques més habituals per el cacul de
primitives.

A partir del teorema fonamental del calcul es poden obtenir dos resultats
molt tutils per al calcul d’integrals, el teorema del canvi de variable i el de la
integracio per parts.

Canvi de variable

TEOREMA (CANVI DE VARIABLE): Si f(z) és continua a [a, b], g(t) té derivada
continua a [¢,d|, i g([¢,d]) = [a,b], amb g(c) = a i g(d) = b, aleshores

/abf=/6d<fog>g’.

DEMOSTRACIO: si F(x) és una primitiva de f(x), llavors F[g(t)] ho
és de flg(t)] ¢'(t) i, per tant,

/abf(x) = [F(2)]) = [F[g(t)]}j - /Cdf[g(t)] Jm. O

Veiem, doncs, que no n’hi ha prou amb fer el canvi de variable x = g(t) a la
funcié f siné que aquesta s’ha de multiplicar per ¢/(t). Aixo fa que la notacié
fab f(z)dz sigui més adequada que la que hem emprat fins ara, fab f, ja que
llavors la regla del canvi de variable consisteix inicament en fer la substitucio

x = g(t):
| @ = [ sigwlage) = [ rlow1g @

Aquest fet fa pales que, més que la funcié f, 'objecte sobre el qual es defineix
la integraci6 és la diferencial f(x)dz. De fet, integracié i diferenciacié sén, en
cert sentit, operacions inverses, ja que si F' és una primitiva de f, tenim

[ @) = [ a)ar = Fa) - Fa)
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Integracié per parts

TEOREMA (INTEGRACIO PER PARTS): Si f 1 g sén integrables a [a,b], F és
una primitiva de f i G és una primitiva de g, aleshores

/angz[FG]Z—/abfG

DbEMOSTRACIé: com que F'G és una primitiva de F'g + fG tenim
J,(Fg+ fG)=[FGl;. ¢

El teorema de la integracié per parts es pot expressar també aixi

b b
/FdG:[FG]Z—/ G dF.

Tal com mostra el teorema segiient, el metode d’integracié per parts ens
proporciona, amb les hipotesis adients, una demostracié alternativa de la férmula
de Taylor, i s’obté una expressié de la resta de Taylor en forma d’integral.

Expressié integral de la resta de Taylor

TEOREMA: Si f(t) és n+1 vegades derivable entre a iz, 1 f("*1(t) és integrable
en aquest interval, aleshores

f@) =2 fT<x—a>k+R;a> (@), on BO()= / St 1)

n!

DEMOSTRACIO: si fem servir la regla d’integracié per parts amb
F(t) = (x —t)" i amb dG(t) = f"V(t) dt (és a dir, G(t) = f™ (1)),

tenim

2 [a-ega = -2

n!

n

(z —a)

1 xT
— )" (1) dt.

s =g | @0
L’aplicacio reiterada d’aquesta igualtat ens porta a
L f"(a) f"V(a) -
- _ \n £(n+1) . J \") oo\ S \M _\n—1
n| " (.ﬁIZ’ t) f (t) dt - n| (iU a) (n . 1)' (I’ a)

 fl

(x —a) = fla) + f(z). &

1!
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Es interessant observar que en les expressions de Cauchy i de Lagrange de
la resta de Taylor hi intervé el valor de f*1) en un punt situat entre a i = que
a priori no coneixem, pero l'existencia del qual esta garantida pel teorema del
valor mitja de Cauchy per a funcions derivables. En canvi, a 'expressié que
acabem d’obtenir hi participen tots els valors de £tV en tots els punts que hi
ha entre a i z.

5.6 Altres aplicacions de la integral

A més a més de resoldre el problema de 'area sota el grafic d’'una funcié, la
integral de Riemann soluciona altres problemes geometrics similars. En tots els
casos se segueix el mateix procés:

1) Fem una particié de I'interval on es mou la variable.

2) Aproximem per sumes de Riemann la quantitat buscada.

3) Refinem la partici6. El problema té soluci6 si les sumes de Riemann tenen
limit.

Amb aquesta estrategia s’arriba als resultats segiients:

1) Area en coordenades polars

Considerem la funcié r = r(¢), on r és la coordenada radial i ¢ I'azimutal. Si la
funcié r(p) és integrable a l'interval [p,, ¢p], 'area compresa entre el grafic de
la funcio i els radis definits pels valors ¢, i ¢, de la coordenada azimutal, és

1 ®b 9
S = —/ r(p)” de.

2P g | it

DEMOSTRACIO: triem una particié ¢, = @o < 1 < ... < o, = @y i
escollim @; € [pi—1,¢i], 1 =1,2,...n. A cada interval aproximem la
funcié () pel valor constant r(@;). L’area del sector circular d’angle
Ap; = ¢ — pi1 68 S; = 1r(p;)*Ag;, amb la qual cosa I'area que

busquem és aproximada per Y ., S; = Y., 2r(2:)?Ap;. Aquesta
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suma és una suma de Riemann de la integral % ff” r(g0)2 de. En ser
r(¢) integrable, aquesta integral existeix i, per tant, les sumes de
Riemann tenen aquesta integral com a limit. <

2) Longitud d’un arc de corba

Si f(x) és derivable a [a,b] i la seva derivada, f'(z), és integrable en aquest
interval, la longitud L de la corba corresponent al grafic de f(x) entre a i b és

L= /ab\/1+f’(:1:)2dx.

L;=+1+ f/(.’fz‘)Q Ax;
T

a b a zi1w b
DEMOSTRACIO: triem una particié a = 29 < 71 < ... < x,, = b.
Aproximem la funcié f(x) amb una poligonal construida a partir
dels segments rectilinis que uneixen cada punt (z;_1, f(x;_1)) amb
el punt (x;, f(z;)). La longitud L; de cada segment és la hipotenusa
d’un triangle rectangle de costats Ax; = x; — x;1 1 f(z;) — f(xi_1).
D’acord amb el teorema del valor mitja per a funcions derivables
existeixen z; € [z;_1,2;], i = 1,2,...n, tals que f(x;) — f(x;1) =
f'(z:)Az;. Tenim, doncs, L; = \/Az? + f'(z;)2Ax?. La longitud L
és aproximada per Y ', L, = > " +/1+ f'(%;)? Az; que és una
suma de Riemann de la integral fab 1+ f'(x)2dz. Per tant, quan
refinem la particié la suma de Riemann té aquesta integral com a
limit. <

Si la corba esta descrita per equacions parametriques x = z(t), y = y(t),
definides a l'interval [¢,, 1], podem expressar L en termes d’aquestes funcions.
Només cal fer el canvi de variable x = z(t) a la integral anterior

/t:b 1+ )] de(t) = /jb 1+ (%)zx/(t> dt.

D’altra banda, si fem servir la “regla de la cadena” tenim

dy _dydt _dy (de\T Y1)
de  dt de  dt \ dt n
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i, per tant,

Finalment, si la corba s’expressa en coordenades polars r = r(y¢), podem
fer servir el darrer resultat (ara el parametre és @) tenint en compte que x =
r(p)cosp iy =r(p)sinp. Aixi, arribem a l'expressio

_ / Vr(@)? + (o) dy

3) Area lateral d’un cos de revolucié

Si fem girar al voltant de leix x el grafic de la funcié f(x) (derivable amb
derivada integrable) es genera un cos de revolucié. L’area lateral, entre a i b, de
la figura generada és

SL—27T/f 1+ f'(z)*d

Sy i = 2w f(2;)\/1 + f(%;)? Az

_—

st

—_—— _ S ===
S

—

DEMOSTRACIO: triem una partici6 de [a, b] i aproximem f(z) amb la
poligonal del cas anterior. En girar al voltant del I'eix & cada segment
(de longitud L;) genera una superfie troncoconica Sr; = 2 f(%;)L;
on els Z; s6n punts determinats de [z;_1, x;]. Si sumem les contribu-

cions dels diferents intervals arribem a 27 Y " | f(2;)/1 + f/(£;)? Aw,
que té com a limit la integral 27 f f(x)\/14 f'(z)? dz quan reﬁnem

la particié (notem que #; — ; — 0 en aquest hmlt) &
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Si la corba generadora s’expressa en forma parametrica i raonem com en el cas

anterior arribem a
ty
Sp=2r [ yoywe) +y '
ta

i si s’expressa en coordenades polars tenim

b . . .
Sy = 27T/ r(p)sinp \/r(go) + 7' (¢)" dep.
4) Volum d’un cos de revolucié

Si f(z) és integrable, el volum de la figura generada fent girar el grafic de f(z)
al voltant de l'eix x és

V= W/abf(:v)Qd:v.

DEMOSTRACIO: com en els casos anteriors, triem una particié de
la,b]. A cada interval escollim un punt z; i aproximem la funcié f(z)
amb la constant f(z;). En girar al voltant de 'eix z, a cada interval
es genera una figura cilindrica de volum V; = 7 f(#;)?Ax;. Si sumem
les contribucions de tots els intervals arribem a Y | f(£;)?Az; que

és una suma de Riemann de la integral 7 f; f(x)*dz. <
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5.7 Calcul de primitives

En aquesta seccié es presenten alguns metodes (els més habituals) per trobar la
primitiva d'una funcié. En alguns casos es fa referencia als nombres complexos
(consulteu, per a més detalls, 'apendix A). Si F'(z) és una primitiva de f(x),
diem que F'(x) és la “integral indefinida” de f(z) i ho expressem aixi:

/f(:x)d:z::F(:B)—l—K,

on K és una constant additiva arbitraria.

1) Primitives immediates

n+1
/a:”dx: x—i— +K (n#-1), /xldajzlnm—i—[(,

n+1
/e“d:c:ex—i—K, /Cosxdx:sinx—i—[(,
i 1
sinxdr = —cosz + K, 5— dx =tanz + K,
cos?

dx = arcsinz + K.

1
/ dxr = arctanz + K,
1+ a2

1
/ V1—a?
2) Integracié “per parts”

D’acord amb el teorema de la integracié per parts, es compleix

b b
[ 1@ ds = [f@gal - [ o) @)

La utilitat d’aquesta igualtat és que permet calcular la integral del costat es-
querre calculant la integral del costat dret, si és més senzilla.

EXEMPLE 1: Per calcular la integral [ze® dx fem f(z) =z, ¢'(z) =
e”, amb la qual cosa f'(z) =1, g(z) = e*. Per tant,

/xexdx:a:em—/exdx—l—[(:ex(x—1)+K.

EXEMPLE 2: Per calcular [Inz dz fem f(z) =Inz, ¢'(z) =11, per
tant, f'(z) = 1/z, g(x) = z. Aix{ doncs,

/lnxdx:xlnx—/dx—l—l(:x(lnx—1)—|—K.
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EXEMPLE 3: Considerem ara la integral [e®sinzdz. Si prenem
f(z) =€e"ig'(x) =sinx tenim f'(x) = e” i g(z) = —cosx. Per tant,

/exsinxdx = —e’”cosx—k/emcosxdx—i-K.

La integral de la dreta no és més senzilla que I'original, pero també la
podem integrar “per parts” prenent, ara, f(z) = e” i ¢'(x) = cosz,
i obtenim

/ex cosxdr = e’ sinx — /e’”sinxdx + K.
Si combinem tots dos resultats arribem a
/emsinxd:c = —e“cosx + e’sinw — /exsina:dx + K,

és a dir,
1
/em sinxdr = 5696(81111’ —cosx) + K.

3) Integraci6 de funcions racionals

Considerem les integrals del tipus

[ e

on P(x) i Q(z) sén polinomis, i grau(P) < grau(Q)) = n (si no és aixi, tenim
P(z)/Q(z) = A(x) + B(x)/Q(x), on A(z) i B(x) sén polinomis; la integral de
A(z) és trivial i B(x)/Q(x) compleix la condicié grau(B) < grau(®)). També
podem fer sempre que el coeficient de 2" de Q(z) sigui 1, és a dir,

Qz)=a"+cp 12"+ + T+ cp.
El calcul de la integral es fa en dos passos:

Pas 1: Descomposicié en fraccions simples.

El denominador @Q(x) es pot expressar sempre aixi:
Qz)=(x—a)™ ... (x —a,)™ [(x —ar)* + B]™ ... [(xz — ay)® + 2™,

on a; son arrels reals del polinomi de multiplicitat m;, i «; &£ i3; sén arrels
complexes de multiplicitat n;.
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P(z)/Q(x) es pot expressar sempre com una suma de “fraccions simples”

Aia Aim
P(£)/Q<$> = x_al-i-"' m
4.
Ar,l Ar,mT
o T ey (%)
Bz +Cig L. Bz + Chip,
(v —a1)? + B [(z — an)? + pF]m
Bs,l'r + Cs,l + Bs,nsx + Cs,ns
(z — as)? + B2 [(x — as)? + B2

Pas 2: Integraci6 de les fraccions simples.

El primer bloc d’integrals, amb A;; constant en el numerador, s’integra
immediatament, ja que les integrals son de la forma

In(z—a)+ K  sik=1,

/;dx: 1—k
(z —a)k %JFK sik # 1.

El segon bloc porta a integrals del tipus

def Bx+C
[‘/f@—av+ﬁwdﬁ

que podem reexpressar aixi

:—/ :B_Qa dx+(Boz—|—C’)/ ! dx .

[(z —a)? + 52 [(z — a)? + 57"

La primera integral és proporcional a In[(z — «)? + 3?] si k = 1 i és pro-
porcional a [(z — ) + 3?]'7% si k # 1. La segona integral és del tipus

| emarrmr

que amb el canvi de variable t = (z — a)/b (0 x = a + bt) es converteix en

1 def
- g
/ [t2 + 1]* dt = Iy
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Si k=1, I; tenim I; = arctant. Per a valors superiors de k£ manipularem
I, per arribar a I,_; i, de forma successiva, arribar a [;. En efecte,

2 +1 12
I, = ——dt — | ————dt.
k / 2 + 1)F / 2 + 1]*

La primera integral és I, ;. La segona es pot integrar per parts, amb f =t
g = /[t + 1),

t2 1 t 1 1
_/Wdt T 2k— D[+ 1! _z(k—1)/[t2+1]k—1 dat

3 1 too 1,
T 2k—DE 41T 2k—1) "

Hem reduit, doncs, el calcul de I al de I_;.

EXEMPLE 1: Considerem la integral

e

La descomposicié de I'integrand en fraccions simples és

z—1 Al A2 B

@-22@-3) @-2 @-2¢ (@-3)

Per determinar A;, A5 i B sumem les fraccions i igualem els numera-
dors

r—1=Ai(z —2)(x — 3) + As(x — 3) + Bz — 2)°.

Una manera senzilla d’obtenir els coeficients Ay, Ay i B és fer servir
la igualtat anterior donant valors concrets a la variable x

r=2 = 1:—A2,
r=3 = 2=0,

Aixi doncs,

r—1 =7 =1l 2

Z—2z-3) @-2 @=2° (@=3)
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i, per tant,

=1l 1
dr = —21 — 2|+ ——+21 — K.
/(x—Q)Q(x—?)) T n|z |+x—2+ n|z— 3|+

EXEMPLE 2: Considerem la integral
/ 33+
—— dx.
(24 1)2
La descomposicié de I'integrand en fraccions simples és

3I3+flf . le—i—Cl BQI+OQ
(x2+1)2 22+1 (2 +1)2°

Si igualem els numeradors tenim
31‘3 S B1$3 T 01.172 T (Bl T BQ)CL’ arF (01 aF 02)7
d’on obtenim By =3,B, = —21i (C} = (5 =0, és a dir,

33+ 3z 2x

22+ 12 22+1 (a2+1)2°

1, per tant,

+ K.

3
/Md:v:§ln($2+l)+

(22 +1)? 2 z2+1

EXEMPLE 3: Considerem la integral

1
/xg_ldx.

La descomposicié de I'integrand en fraccions simples és

1 1 A Bz +C

x3—1:(:1c—1)(x2+x—|—1) :):—1+:):2—|—x+1’

ja que el polinomi 22 + z + 1 no té arrels reals. Si procedim com
abans obtenim A =1/3,B=—1/31C = —2/3, és a dir,

1 1 1 1 z+2
-1 3zrz—-1 3x24+x2+1
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i, per tant,

1 1 1 x+2
dt=-In|z - 1| - = | ————dz.
/x3—1 . 3n|”7j | 3/x2+x+1 &

Per calcular la darrera integral reexpressem el numerador x + 2 com
a suma d’un terme proporcional a la derivada del denominador i un
terme numeric

7 - % (2z+1)/2 3/2

24+rx4+1 24241 224zx+1"°

amb la qual cosa tenim

1 1 1 1 dx
/x?’—l T 3n|x | 6n(:70 +z+1) 2/—x2+x+1

Ens queda per calcular la integral de 1/(x? + = + 1). Per fer-ho, re-
expressem el denominador “completant quadrats”, és a dir, en la
forma (z +p)? + ¢% En aquest cas 22 +z + 1 = (z + 3)> + (L)? =

)
31+ (2%1)2] i, per tant

1/ 1 2/ 11 [ dt
2) 22+x+1 3. 1+ (25)? V3 1+¢2

1 1 2z +1
= ——— arctant = ———= arctan ,

V3 V3 V3

on hem fet el canvi de variable ¢t = (22 4+ 1)/v/3 (és a dir, © =

(V3t —1)/2, dz = \/3dt/2).

Aixi doncs, arribem finalment a

1
/x?’—ldx

1 1 1 20+ 1
=—Inlz—1]—=In(z2®+z+1 ——arctan( )—i—K.
3 | | 6 ( ) V3 V3

Una manera alternativa (equivalent) de procedir és treballar amb els nombres
complexos. En aquest cas, la descomposicié en fraccions simples només conté frac-
cions del tipus 1/(x—a)*, on a és en general un nombre complex. Llavors la inte-
gracié es immediata, pero, entre altres coses, cal treballar amb els logaritmes de
nombres complexos. Vegem-ho.
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Com que Q(z) és un polinomi de coeficients reals, si a és una arrel complexa
de @, la conjugada a* també ho és. Aix0 fa que la descomposicié (x) contingui
termes del tipus

A A*
(x —a)* + (x — a*)k (x4)

ona=a+ifia* =a—1if sén arrels complexes del polinomi. Observem que
sumem una expressio i la seva conjugada i, per tant, la suma és real.
Quan k = 1, el resultat de la integracié de (k%) és

Aln(x —a) + A" In(z — a*) + K,

on K és una constant arbitraria real. Com que Inz = In|z| 4+ i arg z, tenim

Injz — (o £if)] = Iny/(z — @)? + B? Fiarctan

i expressié anterior esdevé

’
r—«

%(A + A Inf(x — a)* + %] —i(A — A*) arctan[B/(z — a)] + K
= (Re A) In[(z — a)* + %] + 2(Im A) arctan[3/(z — a)] + K.

Cal comentar que a I’argument d’un nombre complex li podem sumar multiples
enters de 27. Aixo fa que a la part imaginaria del seu logaritme li puguem sumar,
també, multiples enters de 2m. Aquests termes addicionals es poden englobar en
la constant arbitraria K.

Quan k > 1, el resultat de la integracié de (k%) és

-1 A N A*
E—=1[(x—a) 1t (x—a*)k!

-1 Az — a*)F1 + A*(x — a)*?
Nl e e R

|+

EXEMPLE: Considerem, novament, la integral de I'exemple 3 an-
terior [(2* — 1)7'dz. El denominador té tres arrels, una és real,
x = 1, 1 les altres dues sén complexes (les solucions de 1'equaci6
2+x+1=0)
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La descomposicié de I'integrand en fraccions simples és

1 A D D*

x3—1:x—1+x—a+aj—a*’

on ara D i D* sén complexos (i conjugats I'un de l'altre). La integral
és, doncs,

/x31_1dx:Aln(a:—1)—|—Dln(x—a)+D*ln(x—a*) (%)
= Aln(z — 1) + 2Re (DIn(z — a))
=Aln(z — 1)+ 2[(Re D)Re (In(z — a)) — (Im D) Im (In(z — a))}.

Si procedim com en els exemples anteriors trobem

1 1 V3 .1 3
A—g, D——6+Z?7 D ——E—ZT

D’altra banda, com que In(z) = In |z| + ¢ arg 2, tenim

1/2
_ 1 V3 1\2 /332
Re[ln(x—a)]_ln x+§—27 =1In <x+§> +<7)]
:%ln(x2+a:+1),

1 \/§ V3
Im [In(z — a)] = arg (m—l— 50 27> = arctan (mj— 1)

t \/§
— — arctan .
20 +1

Si ho substituim a (x%x*) arribem finalment a

1 1 1 1 3
/ dr = gln \x—l]—é In(z’+2+1)+—= arctan ( 8 >+K,

3 —1 V3 20+ 1

que coincideix amb el resultat obtingut anteriorment (recordem que

V3 _m 2z+1
arctan Tt = 3 arctan 73

i el terme 7 es pot englobar a K).
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4) Integracié de funcions racionals de funcions trigonomeétriques

Considerem integrals del tipus
/R(s, ¢)dx, on s=sinz, c¢=cosuz,

1 R és una funcid racional en les seves variables. El metode consisteix a fer el
canvi de variable

t =tan(x/2) < o = 2arctant

amb la qual cosa tenim

2t 1— ¢ 2dt
e S iE Mo ie
Aquest canvi ens porta a una funcié racional de la variable ¢. El triangle de la

figura segiient és una regla mnemotecnica que ajuda a recordar aquest canvi de
variable.

sinx =

1+ ¢2 2dt
B 2t de = [
x/2 T
1—¢?
EXEMPLE 1:
1 1 2dt 2dt 2 dt

2+cosxd$: 2 -2 11¢2 [ 342 3 2
+ e 1+ <%>

/\/_du —2 arcta 2 acta <—)
= I nNu = — ar 1l

2 1
= — arctan | —=tan(x/2) | + K,
Sen Jomesr)
on hem fet el canv1u—t/\/_ (ot—\/_u dt = \/_du) a la segona

linia.
EXEMPLE 2:
1 1 2dt 2dt 1 1
/ “Z/tn,p:/lpZ/(r7+r7)“
cosx e Lt - + -
1+t 1+t 2 1+ si
=1In - =1In - +tanz/2) ol )2 =1In S rsmT + K.
1—t¢ 1 — tan(x/2) COS T
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El metode descrit és general, pero de vegades es poden fer canvis que porten
a expressions més senzilles:

- Si R(—s,—c) = R(s,c), fem el canvi |t = tanz < 2 = arctant|i tenim

sine =t/vV1+12,

cosz = 1/V1+1t2, dx=dt/(1+1?).

EXEMPLE:

/cos2:c da:/ e dt :/ dt
1 +sin®x 14 £ 1+ (14 #2)(1 + 2t2)

2 1
/ (1 Yok 1 +t2)dt = V2arctan (\/ﬁtanw) s+ K.

- Si R(s,—¢) = —R(s,¢), fem el canvi |t = sinz < = = arcsint] i tenim
cosx =V1—t2, dr=dt/Vv1—t>.
EXEMPLE:

/ 1 / 1 dt / dt
3 d(L‘ = =
COS° I

(1-2)32 yT—12 (t+1)2(t — 1)2
1/4  1/4 1/4 1/4
:/[t+1_t—1+ - )2}‘”

E+172 " (-1

1l 1+¢ +1 i 1 1+sinx sin x

= — 1n — = —In

4 11—t| 41—t 4 |1l—sinz| 2cos’x

Si R(—s,c) = —R(s,c), fem el canvi [t = cosx < x = arccost]i tenim

sinx = V1 —12,

dr = —dt/vV1 — t2.
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EXEMPLE:

/ cosx d / t —dt
T =
sin® z + 2cos? xsinx (1 —2)3/2 + 2t2/1 — 12 /1 — #2

t dt 14 1/4  t)2 1
= = — dt = -1
/?%—1 /[t+1+t—1 ﬁ+1} a

1 sin? x
=-In| — K.
4" <1+COS2:L'> *

t2+1

F—l‘

5) Integracié de funcions racionals de funcions hiperboliques

Per a integrals del tipus
/R(s, ¢)dx, on s=sinhz, c¢=coshuz,

i R és una funcié racional en les seves variables, hi ha un metode similar a
I’anterior que consisteix a fer el canvi de variable

t = tanh(z/2) < x = 2tanh 't

Amb aquest canvi tenim

2dt 2t 1+t
dr = ——, sinhx=-——, coshrx=-——
1—t2’ 1—t2’ 1—¢27
que ens porta a una funcié racional de la variable ¢.
El triangle “hiperbolic”! de la figura segiient és una regla mnemotecnica que
ajuda a recordar el canvi de variable.

1—t? 2dt
2t dr =
x/2

1+ ¢2

! El teorema de Pitagores per a un triangle “hiperbolic” és:
(hipotenusa)? = (catet adjacent)?— (catet oposat)?.



Calcul en una variable real Materials 141

6) Integraci6é de polinomis de funcions trigonomeétriques

Considerem integrals del tipus
/P(s, c)dr, on s=sinz, c=cosz,

i P(s,¢) =Y. amps™c" és un polinomi en les dues variables s i c. Ens cal,
doncs, calcular integrals del tipus [ sin™ x cos™ zdz, on m,n € N. Distingim tres
casos:

i) Sim =1o0mn =1, la integral és immediata, ja que

+1
. cos"x
sinx cos"zxdr = —— +C,
n—+1
s m—+1
) sin T
simmzcosxdr = — +C.
m—+1

ii) Sim on éssenar, fem servir la identitat sin® x +cos? x = 1 (reiteradament,
si cal) per reduir-la al cas anterior.

EXEMPLE:
/ sin® x cos® xdx = / sin? :U(l — gin? :E) cos x dx

:/siancosxda:—/sin4xcosxdx

sinz  sin’z

= - K.
3 R

iii) Si m i n sén parells, fem servir les férmules de I'angle meitat sin®z =
[1—cos(22)]/2, i cos? & = [1 + cos(2x)]/2, per reduir-les al casos anteriors.
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EXEMPLE:

RN (S T

e 2 _
:/1 czs (2x) dI:/sm i?x) d;c:/l CZS(4Z/U> i

5 (- )4k

Hi ha un metode alternatiu més simple per calcular les integrals del tipus
[P(s,c)dx que fa servir els nombres complexos i consisteix a fer els dos passos
segiients:

Pas 1: fem la substitucié |t = e < x = —ilnt,|on i és la “unitat ima-
ginaria”. Amb aquest canvi de variable tenim

dt . t—t! t+tt

= cosx = .
it 2i 2

Aquesta substitucio es basa en les formules d’Euler

eix _ efiac ei:p + efi:p
sing = ——, cosx = ——-—
21 2
i ens porta a un polinomi en les variables t i ™! la integracié del qual és
immediata.

Pas 2: la primitiva obtinguda és també un polinomi en les variables ¢ i ¢~
i pot contenir també algun sumand del tipus Int.

Pel que fa al polinomi, cal reagrupar les poténcies enteres de ¢ i t~! en
termes de la forma (t" — ¢ ")/2i o de la forma (t" +¢~™)/2. Llavors, el
canvi de variable invers ens porta a

th —¢n _ einr _ e—mm tn + tn _ einz + e—mr

- = - = sinnzx, = = COSNX.
21 21 2 2

El possible terme de tipus Int es converteix en iz quan desfem el canvi.

Malgrat la presencia de i’s en els diferents estadis del calcul el resultat final
no en conté cap, ja que es tracta de la integral indefinida d’una funcié6 real
que, obviament, ha de ser real.
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EXEMPLE:

t— I\ [t + 1\ dt
/ sin? z cos? zdx = / - * —
21 2 it

1 A ) 1
= —— — dt = —— B+ —2aHdt
162 t 162 /( i )

1 t4+t_4 Sl 1 [tr—¢ +lnt
= == — _ n = = —_— -
16i \ 4 —4 32 2i 8i

sin(4dz) @
e S R S
32 * 8 *

7) Integracié de polinomis de funcions hiperboliques

Les integrals del tipus
/P(s, c) dz, on s=sinhz, ¢=coshz,

es poden fer de manera similar al cas anterior.

Pas 1: fem la substituci6 ¢t = €® (o x = Int) i tenim dz = dt/t, sinhz =
(t—t"1)/2icoshz = (t+t71)/2. Aquest canvi de variable ens porta a un
polinomi en les variables t i t~! la integraci6 del qual és immediata.

Pas 2: la primitiva obtinguda és també un polinomi en les variables ¢ i ¢~
i pot contenir també algun sumand del tipus Int.

Pel que fa al polinomi, cal reagrupar les poténcies enteres de t i t~! en
termes de la forma (" —¢t7")/2 o de la forma (" 4+ ¢t~")/2. Llavors, el
canvi de variable invers ens porta a

tho— ¢ B ent _ pmne 4t B T 4 TN

5 B sinnna, 5 5 cosnnx

El possible terme amb Int es converteix en x quan desfem el canvi.

8) Integraci6 de funcions racionals que contenen e”

El canvi de variable anterior també és util en integrals del tipus [R(e*)dz, on

R(x) és una funcié racional. Sifem [t = ¢* < & = Int]tenim dz = dt/t i la in-
tegral es converteix en la integral d’una funcié racional en la variable ¢.




144  Materials Antoni Méndez

EXEMPLE:

/ 1 d 1 dt / 1 1 e
T = _— = —_ s —
1+4e® 1+ttt t 1+¢
t e’
=1 K
1—|—t‘ H(Hem)+

9) Integracié de funcions racionals que contenen (Zfis

= In

)p/q
Les integrals que contenen termes del tipus

ar +b\" [ax+b\"

cx+d) '\cx+d) ’

on ri,79,... € Q, es poden convertir en integrals de funcions racionals amb el
canvi

_ m _ m—1
gm _ 0T +b o b—dt 7 dr — (ad — bc)mt n
cx +d am—a (ct™ — a)?

on m és el minim denominador comu dels exponents fraccionaris r1, 7o, . . .

EXEMPLE 1: Considerem la integral

3
/ < dx.
rz—1

Tenim vz —1 = (22)"* ésadi,a=d=1b=—1,¢c=0i

Ox+1
m = 2. Per tant, el canvi de variable és

t=r—1 =14+, dz=2tdt

Per tant,

3 1 2523
/ ’ dx:/g%dt:2/(t6+3t4+3t2+1)dt
z—1 t
tT 35
2=+ — 2+t
<7+ =+ +)

2@((:’;_1)3 B +x) + K.

7 )
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ExXEMPLE 2: Considerem la integral

1
/x1/2+x1/3 dz.

En aquest cas tenim a = d =1, b =c = 01im = 6. El canvi de
variable és, doncs,

=z o t=2Y dz=6t"dt.

Per tant,

/ ! d / ! 6t° dt 6/ i dt
—_— AQr = =
xl/2 4 21/3 3 + 2 t+1

=2t> — 3t* + 6t — 61In(t + 1)

=2z'? —32'/% + 62"/ —61In (2% + 1) + K.

10) Integracié de funcions racionals que contenen vaz? + bx + ¢

Volem integrar

/R(x, Vaz? + bz + ¢) du,

i ho fem en dos passos:

Pas 1: “completem quadrats” i convertim vax2? + bz + c en v/+t2 + 12
i) Sia >0, (4ac —b*) > 0 cal fer el canvi

t b b dt

amb la qual cosa vazr? + bz + ¢ es converteix en V12 + r2, amb r? =
c— (b*/4a).

ii) Sia >0, (4dac — b?) < 0 cal fer el mateix canvi

t

NG

Tr =

b b dt



146 Materials Antoni Méndez

iii)

iv)

amb la qual cosa vax? + bz + ¢ es converteix en V12 — r2, amb r? =
(b%/4a) — c.

Si a <0, (4ac — b*) < 0 cal fer el canvi

t b b dt
T \/—_a 2a<:> vV a(x—l—za), T \/—_a’

amb la qual cosa vaz? + bz + ¢ es converteix en v/r2 — 2, amb r? =
c— (b*/4a).

El cas a < 0, (4ac — b*) > 0 no té interes, ja que ax? + bz + ¢ seria
sempre negatiu i la seva arrel quadrada no seria real.

Aixi doncs, al final del primer pas tenim una integral del tipus

/R(t, V2 4+ 72) dt, /R(t, VI2 —r2)dt o /R(t, V2 —12) dt.

Pas 2:

i)

ii)

iii)

En el cas [R(t, V1?4 r?)dt fem el canvi

r du.

t=rtanu, dt=

cos? u

Llavors v/t? — 12 es converteix en r/ cosu i ens queda una integral de
funcions trigonometriques.

També es pot fer el canvi ¢ = rsinhu, dt = rcoshudu. Llavors
V12 + 72 es converteix en 7 cosh u (ja que cosh®u — sinh®u = 1) i ens
queda una integral de funcions hiperboliques.

En el cas [R(t,vt? — r?)dt fem el canvi

T rsinu
dt =

cosu’ cos2 u

t=rsecu = du.

Llavors v/t? — r? es converteix en rsinu/cosu = rtanwu i ens queda
una integral de funcions trigonometriques.

També es pot fer el canvi ¢ = rcoshu, dt = rsinhudu. Llavors
Vt? — r? es converteix en rsinh u i ens queda una integral de funcions
hiperboliques.

En el cas [R(t,v/r? — t?) dt fem el canvi t = rsinu, dt = r cosu du.

Llavors v/r2 — t2? es converteix en rcosu i ens queda una integral de
funcions trigonometriques.
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EXEMPLE 1: Considerem la integral

dx,

N 1
=== /W“%)”(ﬁf

2

que és del tipus i) si fem t = x4+ 1 i 7 = v/3/2. En la variable ¢ la
integral és

1
— .
/ V2 + 72
Ara cal fer el canvi

t
tzrtanu@u:arctan(—), dt = ! du,

T cos? u

amb la qual cosa V22 +x+1 = Vt2+ 12 = r/cosu, i la integral

esdevé de tipus trigonometric,

2 1 1+ tan
/mdu:/ du—n| 0|
r/cosu cosu 1 —tan g

COsS U

‘1—|—sinu
n|l———|.

Per desfer els canvis, notem que tanwu = t/r = (2 + 1)/v/3 i, per
tant,
2+ 1 V3

CcCosUu =

W2+ r+1 W2 +r+1

Aixi, arribem finalment a

sinu =

dr =In

1
x+§—|—\/x2+x—|—1 + K.

1
/\/x2+x+1

EXEMPLE 2: Considerem la integral

1
/mdf“

que és del tipus ii) amb ¢t =z i r = a. El canvi és

a a asin u
T =asecu = & u=arccos (— ), dx= > du,
cosu it cos?u
i la integral esdevé
. 2 .
rsinu/ cos® u 1 1+sinu
——du = du =In|—|.
rsinu/ cosu Cos U cosu




148 Materials Antoni Méndez

8] =

Va2 —a? icosu =

Desfem el canvi tenint en compte que sinu =
a/z. Aixi arribem a

/ =3 dx-ln(a:—i-\/W)

EXEMPLE 3: Considerem la integral
/ Va? — x?dx.
El canvi és
. . (T
r =asinu < u = arcsin (—) , dxr = acosudu,
a
i la integral esdevé

1 2 in(2
/a2cos2udu:a2/+c%(u)du:a2 <g+smi u))

Desfem el canvi per arribar a

1
/\/ a? —x?dr = 5 <a2 arcsin(z/a) + zva?® — x2> + K.

5.8 Problemes

P5.1 Calculeu les integrals indefinides segiients:

(a) / Mdm (f) / sin z cos® z dx

X

(b) / tan®(3z) dz (g) / sin(3x) cos x da

/ ln_:z:dx (h) / 653;_6?6 dx
| e o [

5
sin z cos T
S| ' ——dx
(¢) /1—|—sin4x v () /\/l—x2

dx
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2 2

P5.2 Calculeu el volum de l'el-lipsoide generat per I’el-lipsi :1:_2 + Z—Q =1, quan
a
gira al voltant de l'eix .
23
P5.3 Calculeu la longitud del segment de la corba y = 3 + o compres entre
x

r=11x=2.

SOLUCIONS
S5.1 Resultats:

(a) Canvi u = In(2x) i integracié per parts. Resultat: — cos[In(2z)] + K.

(b) Canvi u = tan(3z) i es redueix a una funcié racional. Resultat:

tan”(3z) tan®(3z) tan®*(3z)  tan(3z)
— — K.
21 59 3 U

(Inz)?
10

(c) Integraci6 per parts. Resultat: + K.

T —a
r—0b

1
(d) Resultat: In

K.
a—>b +

1
(e) Canvis u =sinz i t = u?. Resultat: 3 arctan(sin® r) + K.

1 2 1
(f) Resultat: R sin® z — = sin” x + 5 sin’x + K.

(g) Feu servir la férmula de De Moivre: sin(3z) = 3cos? zsinx — sin®z

(vegeu pagina 242).

3
Resultat: — 1 cost r — 1 sin*z + K.

2 2" + 1
h) Canvi t = ¢*. Resultat: — — arctan + K.
(b) V3 < V3 >

(i) Canvi t® = x + 1. Resultat:
6 76 0 5/6 O 2/3 1/2
?(a:+1) —i-g(x—i—l) —§(x+1) +2(z+1)
—3(z+ 1) + 6(z + 1)/ — 61n ((x Ty 1) + K.

V1—22

B (32* +42° +8) + K.

(j) Canvi x = sint. Resultat: —
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2 a
S5.2 Ailllemy =b4/1 — :E_2 o f(z)icalculem V =7 [ f(z)*dx per obtenir
a —a

4
V = 57‘(‘&()2.

2
1
S
1
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6 INTEGRALS IMPROPIES

La teoria de la integral de Riemann només és aplicable a funcions definides i
fitades en un interval tancat finit [a,b], ja que sense aquestes restriccions, no
podriem parlar de sumes superiors, inferiors o de Riemann. En aquest capitol
estenem la integral a funcions que no compleixen aquests requisits. Aixo ens per-
metra considerar integrals com

1 1 0
—dzx / ze dx
| |

en les quals I'integrand té una discontinuitat infinita en algun dels limits d’inte-
gracié o un d’aquests limits és 4o0.

6.1 Integral impropia d’una funcié localment integrable

Funcions localment integrables

Sigui f una funci6 definida a l'interval [a,b), on a és finit mentre que b = +o00

o és finit, pero f té una discontinuitat infinita en aquest punt. Diem que f és

una funcié localment integrable en aquest interval si és integrable en qualsevol

subinterval finit de [a, b), és a dir, si Vz € [a,b) la integral faz f existeix.
Similarment, una funcié definida a U'interval (a,b] és localment integrable a

(a, b] si és integrable a [z,b], Vz € (a, b].

Integrals impropies

DEFINICIO: Si f és localment integrable a [a,b), la integral impropia de f en
aquest interval és el limit (si existeix)

—b
def

(x)dx = lirg Zf(x) dzx.

a a
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Si el limit és finit diem que la integral impropia és convergent, si és oo diem
que la integral impropia és divergent i si el limit no existeix diem que f no és
integrable en sentit impropi a U'interval [a,b).!

Si ¢ € [a,b) la integral impropia es pot descompondre en una integral or-
dinaria a [a, ¢| i una d’impropia a [c, b)

—b

—b c
f@de= [ f@ae+ [ aas,

ja que només cal fer el limit z — b~ de [~ f(z)de = [ f(z)dx + [ f(x)dz.
Concloem d’aixd que, f:b f convergeix si i només si f:b f convergeix, Ve € [a, D).
Similarment, es defineix la integral impropia quan f és localment integrable

a (a, b

/:_ f(z)dx ' fim /be(x) dx,

z—at

la qual, si existeix, és també descomponible

/al;f(:v)dx:/aif(:p)dxqu/cbf(x)dx.

EXEMPLE 1:

1 1 /l 1 1
—dz = li —dx = li 2 = lim 2 (1 — = 7.
/0<_ T 1m - a5 1m [ \/ﬂz 1m ( \/E)

\/E z—0t z—0t z—0t

EXEMPLE 2:

—+o00 z z
/ ze “dr = lim ze “dr = lim {[—xe‘ﬂz + / e " dx]
0 0

Z2—+00 0 zZ—+00

= lim [—ze‘z +1-— e_z] = 1.

z2—+00

Linealitat de les integrals impropies
Si f 1 g s6n integrables (en sentit impropi) a [a,b) i k € R, es compleix

—b

/H [f(x)+g(x)]de = (x)dx + /% g(x)dz,

a

—b —b
/ kf(z)de = k f(x)dx.

! La fletxa — en el limit d’integracié s’omet habitualment. Tanmateix, en aquesta seccié i
la segiient la mantindrem per fer explicit el limit d’integracié que fa impropia la integral.
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DEMOSTRACIO: és una conseqiiencia directa de la linealitat de les
integrals ordinaries i de les propietats dels limits.

El mateix passa amb les integrals impropies del tipus falz_

Integrals doblement impropies
Quan f és localment integrable a (a,b) tenim una integral doblement impropia.
Aix0 passa en les situacions segiients:
ca=—001b=+400,
- a= —o0 1 f té una discontinuitat infinita en el punt b,
- f té una discontinuitat infinita en el punt a i b = +o00,
f té discontinuitats infinites en els punts a i b.

En aquest cas es defineix

—b

—b
flx def/f Ve + [ fle)de

a<—

on ¢ és un punt qualsevol de (a, b). Evidentment, la suma anterior és independent
de lelecci6 del punt c. Si escollim un altre punt ¢ (suposem ¢’ > ¢) tindrem

[osf s = [l [ o]
- [ [ [als e[ e [T

Notem que el calcul de faib f requereix el calcul separat de dues integrals
impropies, és a dir,

—b
f(z)dr = hm f( ) dx + hm/ f(x

i z—a™t z'—b

on ambdés limits han d’existir separadament.

També tenim una integral doblement impropia si f esta definida en tots els
punts de Uinterval finit [a, b] llevat d’un punt ¢, interior a aquest interval, on hi
ha una discontinuitat infinita. En aquest cas tindrem

/abf(a:)dx o :Cf dx+/ fla

b
= lim/ f(x)dr + lim f(z)dx

e—0t e/—0t cte!

on, com abans, tots dos limits han d’existir separadament.
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EXEMPLE: Trobem les integrals impropies de la funcié f(z) = 1/2P.
Si0<a<b< +oo,ipésun nombre real positiu, la funcié f(x) =
1/zP és integrable a [a,b] i tenim

b1 [ In(b/a) sip=1,
/a w { b1 —a' /(1 —p) sip#1.

Si prenem els limits b — 400, a — 07, tenim
b —+o00 —+00
1 1 1
/ —dx / —dz / —dx
0« TP a xP 0« xP

p=1| divergent divergent divergent

p>1]| divergent a'P/(p—1) divergent

p<1|b7P/(1—p)  divergent divergent

Integrabilitat absoluta
Si f és localment integrable a [a,b), diem que f és absolutament integrable en

aquest interval si la integral impropia f:b |f(x)|dx és convergent. El teorema
seglient afirma que, en sentit impropi, la integrabilitat absoluta és condicié su-
ficient per a la integrabilitat.?

TEOREMA: Si f és absolutament integrable a [a, ), aleshores és integrable en
aquest interval, és a dir,

—b —b
/ |f| convergent = f convergent.
a

a

DEMOSTRACIO: siguin F(z) o 211 F(2) o [ f. Per hipotesi,

lim, ,,- F'(z) existeix i hem de demostrar que lim, ,,- F(z) també

2 Notem que aixo no passa amb les integrals ordinaries. La funcié f(x) de valors 1 si x € Q
i(—1)siz¢Q, no és integrable en cap interval, mentre que |f(x)| = 1 ho és en qualsevol.
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existeix. Per fer-ho recordem la condicié de Cauchy per a I'existencia
del limit d’una funcié: lim,_,,- F(z) existeix si i només si, Ve > 0 hi
ha algun entorn de b (entorn de 'esquerra, en aquest cas) tal que si
z 12’ s6n dins d’aquest entorn, |F'(z) — F(2')] < e (vegeu pagina 60).

Llavors, si 2’ < z tenim
z z
[ [n
2! 2!

[-[]-

= [101= [ 1= Fe) - F) = 1F ) - o)

[F(z) - F()| =

on a la darrera igualtat hem fet servir que F (z) és creixent. Com que
F(z) compleix la condici6é de Cauchy, F'(z) també la compleix i, per
tant, lim, ,,- F(2) existeix. <

6.2 Integrals impropies de funcions no negatives
Un cas particular interessant és el de les integrals impropies de les funcions (lo-

calment integrables) no negatives, és a dir, que compleixen f(x) > 0. En aquest
cas tenim una condicié necessaria i suficient per a la integrabilitat.

TEOREMA: Si f és localment integrable i no negativa a [a,b), 1 S(z) = [Zr.
aleshores

—b
/ f convergeix < S(z) és fitada superiorment a [a, b).
a

DEMOSTRACIO: com que f és no negativa, la funcié S(z) és creixent
a [a,b) i, per tant, el limit lim,_,;,~ S(2) coincideix amb el suprem de
S(z) ala,b), pero S(z) té suprem si i només si és fitada superiorment.

&

Hi ha una condici6 similar per al cas en que f estigui definida a (a, b]: f;k f
convergeix si i només si S(z) = be f és fitada superiorment.

Notem que, d’acord amb aquest resultat, les integrals impropies de funcions
no negatives només poden ser convergents (quan S(z) sigui fitada superiorment)
o divergents (quan no ho sigui).
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Criteri de comparacié

Vegem ara una condici6 suficient per a la convergencia de la integral impropia
d’una funcié no negativa:

TEOREMA: Si f i g sén localment integrables i no negatives a [a,b), i A és
un nombre real tal que en algun entorn de b es compleix que f(x) < Ag(z),

aleshores
—b

—b
/ g convergent = f convergent.
a

a

(Consegiientment, f;b f divergent = f:b g divergent.)

DEMOSTRACIO: fem la descomposicid f:b = f:—i— f:b, triant el
punt ¢ dins 'entorn de b on es compleix la desigualtat f(z) < Ag(x).

Llavors, Vz € [c,b) tenim
/ f<A / 9,

pero com que, per hipotesi, fjb g convergeix, fcz g ha de ser fitada
superiorment i, per tant, [” f també ho és. Aixi doncs, fc_)b fi

també fa_}b f sén convergents.

Tenim una condicié similar quan l'interval és (a, b].

EXEMPLE 1: Considerem la integral impropia

——+o00 1
——dx
0 V14 a3
1

1
Per esbrinar si és o no convergent notem que \/T < I3 = @

Com que la integral de 1/2%?2 entre ¢ > 0 i 400 és convergent, el
mateix passa amb la de 1/4/1 + 23, entre ¢ i +00.

Pel que fa a la integral entre 0 i ¢, encara que la integral de 1/x
divergent, com que 1/v/1+ 23 és continua a [0, ¢|, és integrable (en
el sentit normal) en aquest interval. Aixi doncs,

3/2 és

—+00

—+00
dx—l—/
0 \/1+x3 / \/1+:v3 \/1+:U3

és convergent, ja que la segona integral del costat dret ho és.
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EXEMPLE 2: Considerem la integral impropia

—+00

-4
—dx.
1 V14 a3
T T . 1 o o —+oo 1 z
Com que s Vet = e | la integral [ —zdz és

T

T dz també ho és.

0 —+00
divergent, concloem que [

Criteri de comparacié fent pas al limit

La condicié seglient és una conseqiiencia directa del criteri de comparaci6.

Si f i g sén localment integrables i no negatives a [a,b), 1 A = lim, ;- %,
aleshores

—b

—b
1) Si A # oo: / g convergent = f convergent.

a

—b —b
2) SiA#0: / f convergent = / g convergent.

Consegiientment, si A # 0, 0o les integrals f;b fi f:b g sén totes dues con-
vergents o totes dues divergents.

DEMOSTRACIO: si A # oo, per a cada ¢ > 0 hi haura algun entorn de

b en el qual % € (A—e,A+¢). Per tant, en aquest entorn es com-
pleix % < A+e, ésadir, f(r) < [A+¢]g(z) i només cal aplicar el

criteri de comparacio.

Si A # 0, tenim que lim,_;,— % = % # oo amb la qual cosa aquest

cas es redueix al cas anterior amb els papers de f i g intercanviats.

&

EXEMPLE 1: Considerem la integral impropia f01<— ﬁ dx. Si pre-
nem f(z)=1/(z + 2?) i g(z) = 1/z, tenim

tim L&) _

=0t g(z) @m0t T+ 22

=1 (#0,00),

1

pr dxr també ho és.

. 1 L 1
i com que [ %dx és divergent, f[j
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EXEMPLE 2: Considerem ara la integral impropia f1_>+ dx. Si

flz) =1/(z+ 2?) i g(x) = 1/2?%, tenim

T G =1 (#0,00),

T—+00 g(()j) z—+oo & + 1‘2

x+x2

. —+00 ’ . —+
- Vi

icom que [ xl dx és convergent, la integral [

ho és.

EXEMPLE 3: Considerem la integral impropia

/1 1 ; /1 1 ;
— dx = ———— 5 ax.
0 VI + 3z 0 T2+ 321/3

El denominador es pot reescriure x'/3(3 + 2'/6) = 2¥/3(3 +--.), on
els punts suspensius sén termes que tendeixen a 0 quan x — 0T,

Aixo suggereix triar la funcié g(x) = 1/2/3 per aplicar el criteri de
comparacié a la funcié f(z) = 1/(y/z + 3y/x), és a dir,

1/3
lim @:lim =3+ )]—lm ! —1.
om0t g(z) a0+ 1/x1/3 20t 3+ - 3

1 1 ’ 1 1 ’
Per tant, com que [, —dx és convergent, [;, =595 dv també
ho és.

EXEMPLE 4: Considerem la integral impropia

tan? z

. Vz(l — cosz) —cos:c)

Al voltant de z = 0 tenim tanz = z + o(x), 1 — cosz = % + o(z?)
(recordem que o(z) = infinitesim d’ordre superior a  quan z — 0).
Per tant,

tan? z 2% + o(z?)

2
\/5(1 Ep— x) - \/E(:L.Q/Q + 0(332)) - ﬁ(l + O<£U))

La integral és, doncs, convergent, ja que f01<— z~ Y2 dx ho és.

Tot i que el criteri de comparacié només és aplicable quan f és no negativa,
també pot ser 1til en altres casos. Per exemple, si 'apliquem a |f| (que és no
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negativa) i concloem que f:b | f| és convergent, llavors fjb f també ho és.
Apliquem, tot seguit, aquests resultats a l'estudi de la funcié I" d’Euler.

6.3 Funcio I' d’Euler

Per a x > 0, es defineix

[(x) déf/ t" e tdt.
0

La funcié f(t) = t*"le~" esta definida a l'interval (0, +00). Es tracta, doncs,
d’una integral doblement impropia i, per tant, I’haurem de descompondre en
dues: f0+°° = fol + f1+°°. Estudiem, ara, la convergencia de cadascuna d’aquestes
integrals.

La primera integral, fol t*~le~tdt, només és impropia quan = < 1, ja que
llavors f(¢) té una discontinuitat infinita a ¢ = 0 (quan > 1, f(¢) és continua
i, per tant, integrable a l'interval [0,1]). La convergencia d’aquesta integral
impropia esta garantida, ja que f(t) és no negativa, es compleix

tx—le—t
lim

t—o+ (=1

=1,

i la funcié t*~! és integrable a (0,1] quan 0 < z < 1,

Quan x < 0 la integral de la funcié t*~! és divergent i, per tant, la del
numerador també ho és.

Pel que fa a la segona integral, ffoo t*~le~tdt, la seva convergeéncia estd
també assegurada, atés que la funcié t=2 és integrable a [1,+00), i es compleix

txfl eft
lim =0.
t—+oo tT

Aixi doncs, la integral que defineix la funcié I'(x) només és convergent per a
x > 01, per tant, I'(x) esta definida a (0, +00).

Férmula de recurréncia: extensié a x <0
D’acord amb la definici6, I'(x 4+ 1) = fooo t*e~'dt. Si integrem per parts tenim
0

Mxz+1) = / tretdt = [—t"e '] + .21:/ t" e Ttdt = 2T (z).
0 0

Hem trobat, doncs, una féormula de recurrencia que relaciona els valors de I en
dos punts que distin 1 entre ells

F(x+1) = al(z).
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Si aillem I'(z) a la igualtat anterior tenim

Pz) = L&D
x

Observem que el segon membre esta ben definit quan —1 < x < 0. Aixo
ens permet estendre la funcié I' a l'interval (—1,0) si fem servir la igualtat
anterior com a definicié de I'(x) en aquest interval. Podem repetir el procés in-
definidament i estendre la definicié de I'(x) als intervals (—2,—1), (=3, —-2),
(—4,-3), etc.

D’aquesta manera tenim definida I'(z) a tota la recta real, llevat dels enters
no positius (0,—1,—2,...). Notem, pero, que quan z < 0 la funcié I'(x) no ve
donada per la integral [~ " 'e~"dt, ja que, com hem vist, aquesta integral és
divergent quan x < 0.

-2 Funcié I'(z)

[\4_

Funcié factorial

Quan x =n € N la férmula de recurrencia aplicada n vegades ens dona
I'n+1)=nl'(n)=n(n—-1)I'n-1)=---=nll(1).

D’altra banda, I'(1) = [~ e 'dt = 1. Per tant,

I'(n+1)=nl

Fem servir aquesta relaciéo com a definicié del factorial de qualsevol nombre
real que no sigui un enter negatiu, és a dir,

2 YTz +1), (x#£-1,-2,-3,...).
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La funcié f(z) = x! s’anomena funcid factorial. Es continua a tota la recta real,
llevat dels enters negatius on hi té discontinuitats infinites. El seu grafic és el ma-
teix que el de la funcié I', pero desplacat una unitat cap a I’esquerra.

EXEMPLE: A partir de la igualtat? fj;o e dx = /7, calculem

T(1/2) i (1/2)!.
00 00 ) +oo )
['(1/2) = / t 12 tdt = / u e " 2udu = / e " du =/,
0 0 _

(o)

on hem fet el canvi de variable t = u2, dt = 2u du, i hem fet servir que
e~ és una funcié parella. Tenim doncs, (—1/2)! = T'(1/2) = /7 i,
per tant, (1/2)! = 2(—1/2)! = /7 /2.

Formula de Stirling

Tant la funcié I' com la funcio factorial tenen limit infinit quan x — 400. Es pot
demostrar? que aquest “infinit” és del mateix ordre que lim,_, ., %%/ 27, és
a dir,

. ['(z+1) . x!

lim —————= lim ———=1.
T—=+o0 pre=T\/Qmy  r—=+oo xTe=T\/ 2wy
Aquesta relacié es coneix com la Formula de Stirling i és molt 1til per al calcul
aproximat del factorial de nombres grans

n

n!l ~n"e "V2mn.

3 La funcié e~ té primitiva perque és continua, pero aquesta primitiva no es pot expressar
mitjancant funcions elementals. Aix0 fa que aquesta integral no es pu%ui calcular amb el me-
tode habitual. Tanmateix, és molt facil trobar el valor de I = fj;o e~ " dx fent servir el calcul
en dues variables. Sense entrar en detalls,

2 2 Foo 2 oo 2
// e~ @) dady :/ e " dx/ e Vdy=1I°
R2 -0 —o0

D’altra banda, si fem servir coordenades polars tenim

2, 2 2m > 2 6_702 OO
// e~ @) dady :/ d(p/ re” " dr =27 |— =T.
R2 0 0 2 0

De les dues igualtats anteriors deduim que I = /7.
4 Vegeu, per exemple, la seccié 3 del capitol VIII de J. M. Ortega, Introduccié a ’analisi
matemdatica, op. cit.
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Altres funcions eulerianes:

e Funcié g d’Euler:

1 w/2
Bla,y) = / £ (1—t) " dt = 2 / (sin ¢)*" " (cos ¢) 1dgp = ———-=

on hem fet el canvi t = (cos ¢).

e Funci6 ¥ (també anomenada digamma) d’Euler:

def d - I(x)
V() = alnf(m‘) ~Tw)

El seu valor a x = 1 és ¥(1) = —~, on v = 0,577215664901 . . . es coneix
com la constant d’Euler-Mascheroni (no se sap si és racional o irracional).

6.4 Valor principal de Cauchy

Ja hem vist que les integrals doblement impropies dels tipus
. fab f, on f té una discontinuitat infinita a ¢ € (a, b)
+
o g
son, de fet, sumes de dues integrals impropies

b c—¢ b
dv = i + i ,
[ i = i [ [
+oo u

b
/ g(x)dr = lim g+ lim g, (u arbitrari),

a——oo [, b—+o00 u

és a dir, les integrals son convergents si els dos limits sumats existeixen sepa-
radament.

Pot passar que els limits no existeixin separadament (i, per tant, les integrals
no sén convergents) pero que existeixin els limits combinats

c—e b u A A
Eli%l‘*' |:/a f+/c+€f:| ’ Agr—lr-loo |:/Ag+/u g:| :Agr—lr—loo 7Ag

Aquests limits, si existeixen, s’anomenen valor principal (de Cauchy) de f: f
ide fj;o g, respectivament, i es representen per

b +o0
VP/ f, VP/ qg.
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Evidentment, si la integral doblement impropia és convergent, el seu valor
coincideix amb el del seu valor principal. Pero pot succeir que existeixi el VP
pero no la integral (doblement) impropia.

EXEMPLE 1: La integral fi £ ¢s doblement impropia, ja que I'in-

tegrand té una discontinuitat infinita a I’origen. No és convergent, ja
. . N —0dx + 3 dx - .
que les integrals impropies f 5 o1 Jo. S son separadament diver-

gents. No obstant aixo, existeix el valor principal de Cauchy:

Sd Ofsd 3 d
VP/ _x:hm {/ _x+/ —x}zlim {lni—l—ln%}:ln%.
9 T =0t | J_o 0te T e—0+ 2 € 2

EXEMPLE 2: La integral fj;o ze® dz tampoc és convergent, ja que

. 0 2 0 —+00 2 , .
ni [° ze”drni [ ze” dx ho sén. En canvi,

. A—+oo |y A—+o00

400 A 6962 4
VP/ re”de = lim re” dr = lim [7] = 0.
- A

Cal notar que les prescripcions

c—e b A
lim + , lim ,
e—0F a cte A=too J_ 4

que defineixen el valor principal de Cauchy sén prescripcions concretes. Al-
tres prescripcions donarien, en general, resultats diferents. Per exemple, si en

s . ;. . . c . c—¢ b . ,
I’exemple 1 anterior féssim servir la prescripcio lim,_,q+ [ fa + fc HJ , tindriem

) 0=¢ dg 3 dx . € 3 3
lim — 4+ — | =1lm [In-+In— | =In-.
e—0t —92 xr 0+2¢ xr e—0Tt 2 25 4

6.5 Transformada de Laplace

Si f(z) és localment integrable a [0, 00), s’anomena transformada de Laplace de
f la funcié f(s), amb s > 0, definida per la integral impropia (si existeix)

Fs) / T f@) e de X o(f).
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Com a aplicacié entre funcions, la transformada de Laplace és lineal, és a dir,

L(f+g) = L(f)+L(g),
Lkf) = kL(f), k €R.

Una condicié suficient per a lexistencia de f(s) és que la funcié f(z) sigui
d’ordre exponencial. Aixo vol dir que a partir d’algun punt x la funcié f(x)
creix més lentament que una funcié exponencial, és a dir, 3b € R tal que

|f(z)| < const. x " (o, equivalentment, |f(x)e™"*| < const.), Vo > x

En aquest cas, f(s) existeix Vs > b, ja que
o0 oo
/ |f(x)] e™** dx < const. x / e®=9% dx  (convergent si s > b).
0 0

f(z)e™5* és, doncs, absolutament integrable (i, per tant, integrable) a [0, 00).

EXEMPLE 1: Sia > —1, L£(x%) existeix per a s > 0. En efecte, fent
el canvi t = sz a la integral segiient tenim

> 1 o I'a+1 !
L(z?) :/ zte T dr = — te tdt = (at1) —
0

a+1 a+1 a+1"’
st s 5

si a > —1. En particular,

L) =1/s, L(z)=1/s*, L(z*)=2/s*, L(z°)=6/s" etc.

i, en general,
k . g
£(Sast) = Sath
k=0 k=0
EXEMPLE 2: L£(e%) existeix per a s > aiés L(e**) =1/(s—a). En
cfecte, [ e™e " dx = [°e*)* dx convergeix quan a — s < 0 i el
seu valor és 1/(s — a).

EXEMPLE 3: Les transformades de Laplace de sin(kz) i de cos(kx)
existeixen per a s > 0. En efecte, integrant per parts trobem

L [sin(kz)] = /000 sin(kz)e”* dr = %E [cos(kzx)],

L [cos(kx)] = /OOO cos(kx)e *dx = L E/j [sin(kz)],

S S
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de les quals obtenim

L [sin(kx)] = L [cos(kz)] =

P+ k2 Sk

Transformada de Laplace de la derivada
A partir de L(f) podem trobar, integrant per parts, la transformada de Laplace

de f'(z) N
_ / Fl@)e™* de = sL(f) — £(0).

Iterant I'expressio anterior trobem també

L") = L) = £
= [() f
= SL(f) —sf

0)
(0)] = f'(0)
(0) = £(0),

L(f") = $°L(f) = s*£(0) = sf'(0) = f7(0), ete.

Transformada de Laplace de la primitiva
Si F(x) és una primitiva de f(z), a partir del resultat anterior tenim L(f) =

L(F') =sL(F)— F(0), és a dir,
£() + Fl0)

S

L(F) =

Teorema de Lerch

TEOREMA: Siguin f i g definides a [0, c0), continues i d’ordre exponencial. Si
f # g, aleshores L(f) # L(g).

Ometem la demostracio, que no és senzilla. Aquest teorema estableix que, quan

s’aplica a les funcions continues, la transformada de Laplace és injectiva i, per
tant, tnvertible. Aixo ens porta a definir la transformada de Laplace inversa,

L1

L) =f st L(f)=f
Una aplicacié interessant de la transformada de Laplace, aprofitant aquesta

invertibilitat i les propietats de transformaci6 de les derivades, és en la resolucio
d’alguns tipus d’equacions diferencials. Ho il-lustrem a I’exemple senzill segiient.
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EXEMPLE: Considerem 'equacié diferencial f'(z) + f(x) = z, amb
la condicié inicial f(0) = —1. La transformada de Laplace d’aquesta
equacio és
1
SE(f) = 1(0) + £0) =

que no és una equacié diferencial i podem aillar £(f) facilment

L) = — (8—12—1>=1_28=l—1:£(x—1).

s+ 1 S s2 s

La solucié de 'equacié diferencial és, doncs, f(x) =z — 1.

6.6 Problemes

P6.1 Calculeu les integrals impropies segiients:

IS ——
(b) /12 xj_ld:c (d) /Ommdx

P6.2 Estudieu la convergencia de les integrals impropies segiients, sense calcular-
les:

too 4 4 sin «
f —d
(a) /_ cosh d (0 /0 (1 — cosx)3/4 v

oo

(b) /0+Oox_&x5dx (g) /Ow@im—_xl)dx
(c) /;Oomdx (b) /;OOWCW

(d) /()Jroo\/%dx (1) /jﬁdw

™ cos(x/2) . _ +°°siﬂ .
© | ek 0 [ S

P6.3 Considereu el solid de revolucié que s’obté quan fem girar al voltant de
I'eix z la hipérbola y = 1/x, per a x > 1.
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(a) Demostreu que el volum d’aquest solid és finit mentre que la seva
superficie és infinita.

(b) Si féssim servir la corba y = 1/2P, per a x > 1, per a quins valors de
p serien finits tant el volumen com la superficie?

P6.4 La integral I, def OOO R pot relacionar, amb un canvi de varia-
ble, amb la funcié T'(z) i s’obté la igualtat I, = pT'(q).

(a) Determineu els valors de p i ¢ en funcié de r.

(b) Per a quins valors de r és valida aquesta igualtat?

P6.5 A partir de la relaci6é I'(z 4+ 1) = zI'(z), trobeu la relacié que hi ha entre
(a) Bz +1,y) i B(z,y) (b) W(z+1)iV(x)

P6.6 Trobeu el valor principal de Cauchy de la integral / — du.
LT

P6.7 Trobeu la transformada de Laplace de la funcié

r si0<zx<1,
f(x):{ 0 siz>l.
SOLUCIONS
S6.1 Resultats:

. . . . ™
(a) lim dr = lim [arcsin z — arcsin 0] = arcsin1 = —

z—1— / V1 z—1—

ot [ ﬁdﬁﬁﬂ? oo+ V=T)] =10 (24 V3

(c) Es doblement impropia i la descomponem en dues integrals impropies

lim dr + lim

0 z
1 1
. - d
zal*’/z V1 — 22 z’%l_/o V1 — 2 v

. ) 0 . .

= lim [arcsinz], + lim [arcsinz];
z —
z——1+ z/—1

/

= —arcsin(—1) + arcsin 1 = 7.

(d) Amb el canvit = \/z la integral es converteix en fo dt que només

és impropia en el limit superior d’integracié.

1+t2

|
ZETOO T zli)inoo [arctan t];, = arctan(+oo)—arctan(0) = g
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S6.2 (a)

Es doblement impropia i 'hem de descompondre en dues, per exem-
ple, ffoo + f0+°°. Com que l'integrand és una funcié imparella, f (— )
cosh:c dx
. En ser la integral

= —f(z), té el mateix comportament a +00. En el cas de f0+

x —xz/2

7 coshz

+oo _ . . ., .
fO xe /2 dx COHVQI"gth, el criteri de comparaclio ens garantelx que

la integral f0+°°
cions no negatives a [0, +00).

tenim coshx > €*/2 i, per tant < we

Es doblement impropia i la descomponem fol + ffLOO. A la primera
integral, f(x) = m+1$5 = x(lix4) ~ 1 quan x — 0F. Aix0 suggereix
fer servir el criteri de comparacié fent pas al limit amb g(z) = 1/x.
Com que lim, o+ f(z)/g(z) = 1 i fo 2 dx és divergent, fol Flwg)da:
també ho és. Ain doncs, mdependentment del que passi amb l'altra

integral, [ dx és divergent.

+:t:5

Es doblement impropia i la descomponem fol + /] T A la primera in-

tegral, I'integrand ~ 1/y/z. Com que lim,_,o+ 1/(1111‘% =1i fo L dx

, 1 , ,
és convergent, fo m;\/i dx també ho és.

)
Similarment, com que m ~ 5 quan © — 400 i [ =5 dx és

convergent, f1 ~ dx també ho és. Aix{ doncs, la integral com-

(1t )
pleta és convergent

Es impropia només al limit superior d’integracié, +oo. Com que
z 1 o o e T 1/21/? .

~ —= quan r — +00, és a dir, lim ———=1,1la

1423 z1/2 q +00, ) T——+00 2/\/(14+a3) )

integral f L dx és divergent J: e dx també ho és.
(>0) 2172 »Jo \/(17

Aparentment, és doblement impropia perque el denominador s’anul-la

ar=01iz=m, perb la discontinuitat a x = 7 és evitable, ja que
: cos(z/2) __ cos(z/2) ., 1
lim, - —ﬁ(ﬂ—x) 5 f A T'altra dlscontmmtat tenim Tor) = nE

T cos(z/2)

i com que [ = 7z dz és convergent, IN Trtnsay dr també ho és.

Només és impropia al limit inferior d’ integracio r = 0. En aquest
sinx ~ 23/4
(1—cosx)3/4 — gl/2°

7r sin x ,
fo (T—cos )3/ dx és convergent.

punt tenim Per tant, com en el cas precedent,

Es doblement impropia perque hi ha una discontinuitat infinita al
punt x = 1 que és a l'interior de l'interval d’integracié. Hem de
descompondre la integral en dues fol + flﬂ Al Voltant de x = 1 tenim

sinz ~, _sinl
z2—1 — 2(z—1)"

per tant, la integral f

Les integrals fo —Ldx i [ -1 dx sén divergents i,

T sinx

221 dx tambe ho és.
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()

S6.3(a) V

(b)

S6.4 (a)

(b)

S6.5 (a)

(b)

Es doblement impropia i la descomponem f01+ floo. En el limit

inferior d’integracié, x = 0, el terme 2%/ és el dominant, ja que
1 _ 1 ~ 1 1 1 ,
AT = AR S Per tant, fo vy dx és convergent.

Similarment, en el limit superior d’integracié, +oo, el terme z*/?
. ~ : 1 _ 1 o 1
és el dominant, ja que AR T ARETE S an Per tant,

I Wlxm dx també és convergent.

1

Si fem ¢ = Inx, la integral esdevé f 2 tf;Q dt, que és impropia al limit
inferior d’integracié. Com que tl/g o~ t1/2 quan t — 01 Olng 7z dt és

. 2 1 / ’
convergent, la integral fl T dx també ho és.
(Inx)

| sin x|

Com que |313n/§\ < 3/2 i la integral fl 31/2 dx convergeix, [ a7 dv

sin x

també ho fa. Aixo vol dir que f1 237 dx és absolutament convergent
i, per tant, és convergent.

<1
=7 f VYdr =7 / — dx, que és convergent.

SL:27T/ fl)\/1+ f'(z dx—27r/ —4/1 dm que és di-

vergent, ja que tenim = ,/1 + %1 o~ ;, quan r — oo.

De l'analisi anterior veiem que V' és finit si p > 1/2, mentre que Sp
és finit si p > 1. Per tant, ambdods son finits si p > 1.

Si fem el canvi t = 22 arribem a J, = iT' (). Per tant, p = 1/2 i
q=(r+1)/2.

Ha de ser (r +1)/2 >0, és a dir, r > —1.

x4+ 1C(y) 2@y @ 2 .
Lz+y+1) (z+y)l(z+y) x+y6( )
R G R VB
D(x+1)  aol(z) T (x) " ().

Bz +1,y) =

U(z+1) =

<1 21
S6.6 VP/ — dx = lim / —dx—l—/ — dx
L a3 =0t \J_; 23 . s
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S6.7 Fem una integracié per parts:
o0 1
L(f)= / flz)e*"dx = / xe dx
0 0

szl 1
ST 1 1
= {— re } + —/ e dr=—(1—e*—se”).
S Jo

2
S 0 S
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7 SERIES NUMERIQUES

En el cos dels nombres reals hi ha definida 'operacié suma. Aixo vol dir que do-
nats dos nombres reals, x i y, la seva suma, x + y, esta determinada sense cap
ambigiiitat. Les propietats commutativa i associativa també permeten sumar
sense ambigiiitat un nombre finit de nombres reals. En canvi, contrariament al
que es podria esperar, la suma d’un nombre infinit de nombres reals és ambigua.
Per fer-ho evident considerem la suma S=1—-14+1—-1+1—1+4---

S =1-)+1-1)+1-1D+--=0+0+0+---=0,
S = 1+(-1+1)+(-1+)+(-14+1)+---=1404040+---=1,
S =1-(1-141-141-14---)=1-8 = S=1/2.

Cal, doncs, definir el significat de “suma infinita”. Aix0 ens portara al concepte
de serie.

7.1 Seéries de nombres reals

DEFINICIO: Sigui {a,} una successié de nombres reals. Considerem la suc-
cessi6 de sumes parcials {S,}, on S, = >, ar. Definim suma de la série
> pe; ag com el limit (si existeix)

o0

Z a, < lim{S,}.

k=1

Si el limit és finit diem que la seérie és sumable o convergent' i anomenem
suma de la série el valor d’aquest limit. Si el limit és 0o diem que la serie és
divergent, i si el limit no existeix diem que la série no és sumable.? La definicié
anterior es pot expressar també

o0 n
def .
E ap = lim E ag
n—oo
k=1 k=1

Aixi doncs, el significat de “suma infinita” és, per definicid
b b )

o n
def ;.
E = lim g
n—oo
k=1 k=1

! Estrictament, {a,,} és sumable i {S,,} és convergent.
2 Sovint es fa servir el terme divergent com a sinonim de no convergent, perd aqui distin-
girem, entre les no convergents, les divergents (si {S,} — £o0) de les no sumables (la resta).
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és a dir, per poder parlar de sumes infinites no n’hi ha prou amb tenir definida
una suma, ens cal també el concepte de limit (o, equivalentment, el de successid
convergent).

Si ng € N, la série Y~ ax es pot descompondre en una suma finita i una

serie residual

o) no 00

E ar = E a + E ag,

k=1 k=1 k=no+1
. , 5 . s n - no n
ja que només cal fer n - >0 a I'expressio >, _, ay, = D ey i, + Zk:no+1_ak- _

Evidentment, la serie > 7, a; és convergent si i només si ho és la serie resi-
o0 . N . . 9

dual 77 ) ax. Aixo vol dir que qualsevol canvi en el valor o en I'ordre dels
sumands d’una serie, que afecti inicament un nombre finit dels seus termes, no
modifica el seu caracter sumable o no sumable.

Propietat associativa de les series convergents

La propietat associativa de la suma ens permet posar, de qualsevol manera,
“parells de parentesis”, (...), sense que el resultat de la suma d’un nombre finit
de sumands es modifiqui. Podem preguntar-nos si passa el mateix quan tenim
una infinitat de sumands. Pel que hem vist a ’apartat anterior, si posem un nom-
bre finit de paréntesis en una serie (afectant, per tant, només un nombre finit
dels seus termes) el seu caracter sumable o no sumable no canvia (i si és sumable,
la seva suma és la mateixa).

La qiiestio és, doncs, que passa quan posem una infinitat de parentesis. Si
la serie és sumable, tampoc es modifica ni la seva sumabilitat ni el valor de la
seva suma, ja que la successié de sumes parcials de la nova serie és una successio
parcial de la successi6 (convergent) de sumes parcials de la série original i té, per
tant, el mateix limit. Per exemple, si {S,,} és la successié (convergent) de sumes
parcials de la série (sumable) > 77 | ay, la successié de sumes parcials de la serie

a1—l—(a2+a3+a4)+a5+(a6+a7+ag+a9+a10)+(a11+a12)+---

és {51, S4, S5, S10, 512, - - } que és una successié parcial de {S,}.

El raonament anterior és també aplicable quan la serie és divergent (amb
suma +00). En canvi, si la serie original és no sumable, en posar-li parentesis es
pot convertir en sumable, ja que la successioé no convergent de sumes parcials pot
tenir successions parcials convergents. Per exemple, la serie 1—14+1—1+1—1+---
no és sumable. En canvi, la serie

1-D+0=D)+1=1)+--=0+0+0+---=0,

si que ho és. Aixo ens diu, també, que les series (fins i tot les sumables) no tenen
la propietat dissociativa, és a dir, la substitucié d’infinits sumands per sumes
equivalents pot modificar la seva sumabilitat.
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La propietat associativa és valida, doncs, per a les series convergents i di-
vergents, i no ho és per a les no sumables. Veurem més endavant que l'altra
propietat de la suma, la commutativa, no la compleixen, en general, ni series
convergents quan la reordenacié afecta una infinitat de sumands.

Linealitat de les series convergents
Sid oo arid oo by son series convergents i A € R, es compleix
o0 o0 oo
E (ax +bp) = E ar + E b,
oo o0
E /\ak = A E Qg .
k=1

k=1

DEMOSTRACIO: sén conseqiiencia de la linealitat de les sumes par-
cials i de les propietats dels limits. <

EXEMPLE 1: La serie geométrica és

=14 r+r 4004
k=0

L’expressié de la suma parcial n-esima és (notem que, per con-
veniéncia, els subindexs comencen amb k = 0)

. = r [ ntl sir=1,
S"_kz;r _{ (rmtt —1)/(r —1) sir#1.

Només quan |r| < 1 la successié de sumes parcials és convergent i el
seu limit és 1/(1 —r). Per r > 1, el seu limit és +oo, mentre que per
r < —1 no té limit. Aixi doncs,

~ 1/(1—r) sifr| <1,
Zrk =< +oo (divergent) sir > 1,
k=0 no sumable sir<-—1.

Notem, en particular, que la serie 1 —14+1—-1+1—14--- no
és sumable (la successié de sumes parcials {1,0,1,0,1,0,...} no és
convergent).
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EXEMPLE 2: La serie harmonica,
i L) + S
ko 3 4

és divergent. De fet, com veurem més endavant (pagina 180),
I’anomenada série harmonica generalitzada

ii 1+—+i+1+
L fp 3 4p

és convergent per p > 1 i divergent per p < 1.

EXEMPLE 3: La serie harmonica alternada,

= (—1)5 1 1 1
1__ —

és convergent, com veurem, també, més endavant (pagina 183).

Criteri general de convergencia d’una serie

TEOREMA: La série >~ a; és convergent si i només si

Ve > 0, dng € N tal que |ap1 + Gnio + -+ + Gnyp| <&, ¥n >ngiVp > 0.

DEMOSTRACIO: per definicié, Y oo | ai és convergent si i només si la
successié de sumes parcials {5, } és convergent. Pero aixo equival a
dir que la successi6 {S,} és de Cauchy, ja que els S, sén nombres
reals, és a dir,

Ve >0, Ing € N tal que |S,, — S,.| < e, Yn,m > ny.

Si prenem m > n, tenim |.S,,, — S, | = |apt1+anio+- -+ an|. Llavors
només cal ferp=m —n.

COROL-LARI: Si Y ., ay és convergent, aleshores lim{a,} = 0.

DEMOSTRACIO: només cal fer p = 1 en el criteri general de con-
vergencia.®

3 També es pot argumentar que a, = S, — Sn_1 i si prenem el limit a ambdds costats
tenim lim{a,} = im{S,,} —lim{S,_1} =5 -5 =0.
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El reciproc no és cert. Encara que lim{a,} = 0, aixd no és suficient per
garantir la sumabilitat de la serie. Per exemple, la serie harmonica és divergent

malgrat que la successié dels sumands {1, %, %, ...} —=0.

7.2 Convergencia absoluta i convergencia condicional

DEFINICIO: Una serie Y -, ay és absolutament convergent si la série Y oo | |ag|
és convergent.

TEOREMA: Si la serie > -, aj és absolutament convergent, aleshores és con-
vergent.

DEMOSTRACIO: si fem servir la desigualtat triangular tenim
|an+1 + apio+ -0+ a'n+p| < ’a'n-i-l’ + |a'n+2| +eoet ’an+p| :

Com que, per hipotesi, la série Y, |ax| compleix el criteri general
\ . . o0 7 LI
de convergencia, la serie ) ;~ | aj també el complira.

Aixi doncs, la convergéncia absoluta d’una serie implica també la seva con-
vergencia. El reciproc no és cert. Una serie pot ser convergent pero no ser-ho
absolutament. En aquest cas direm que la serie és condicionalment convergent.

EXEMPLE: La strie geometrica Y .- ", amb |r| < 1, és absoluta-
ment convergent, pero la série harmonica alternada, >, (—1)5*1/k,
, . . . N . N . o

és condicionalment convergent, ja que la serie harmonica, >~ 1/k,
és divergent.

Les series absolutament convergents tenen propietats que no tenen, en gene-
ral, les series condicionalment convergents. Per exemple, son reordenables, és a
dir, tenen la propietat commutativa. Per veure-ho amb més detall hem de parlar
abans de les series de termes no negatius.

7.3 Series de termes no negatius

Un cas particular interessant de les series numeriques és el de les series de termes
no negatius, és a dir, que compleixen a; > 0. En aquest cas hi ha una nova
condici6 necessaria i suficient per a la sumabilitat:
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TEOREMA: Si ) -, aj és una serie de termes no negatius, aleshores,

o0

E ay és convergent < la successié {5, } és fitada superiorment.
k=1

DEMOSTRACIO: com que ay > 0, la successié {5, } és creixent i, per
tant, convergeix si i només si és fitada superiorment. <

D’acord amb aquest resultat, les series de termes no negatius només poden ser
convergents (quan {S,} sigui fitada) o divergents (quan no ho sigui).

Criteri de comparacié

Vegem ara una condicio suficient per a la convergencia d’una serie de termes no
negatius.

TEOREMA: Si ) )~ a1 Y po, by sén series de termes no negatius i A és un
nombre real tal que a partir d’algun subindex es compleix a; < Aby, aleshores

[e.e] [e.e]
E by convergent = E ay convergent.
k=1 k=1

(Conseglientment, > - ay divergent = . by, divergent.)

DEMOSTRACIO: fem la descomposicié > 7 = >0 +>°7 .,
triant ng de manera que a partir d’aquest subindex es compleixi la
desigualtat a; < Abg. Llavors, Vn > ng tenim

n

Z ak</\ i bk

k=no+1 k=no+1

Com que )7 . by convergeix, les sumes parcials ;. by sén
. . n , , . s
fitades i, per tant, les sumes pif(:lals Y kmng+1 @k també ho son. Aixi
doncs _ ap 1 també _, ap son convergents.
) k=no+1 k=1

EXEMPLE: La serie > 7 1/k? és la série harmonica generalitzada
i és convergent quan l’exponent és > 1 (ho veurem a la seccié 7.4).
Com que 7 < 73, la serie 3727 1/(1 4 k%) també és convergent.

9 k k _ i . N o0 7
D’altra banda, com que {75z > gz = 5 i la serie Y 7 1/k és

divergent (série harmonica), la serie Y -, k/(1 + k*) també ho és.



Calcul en una variable real Materials 177

Criteri de comparacié fent pas al limit

La condicié seglient és una conseqiiencia directa del criteri de comparacié.

Si Y oo akid e by sén séries de termes no negatius i A = lim {Z—:}, aleshores
1) si A# oo > 77, by convergent = >~ a; convergent,
2) si A#0: Y ;2 a; convergent = » - by convergent.

Consegiientment, si A # 0,00 les series Y - ar 1 Y oo, by son totes dues
convergents o totes dues divergents.

DEMOSTRACIO: si A # oo, per a cada € > 0 hi haura algun subindex
a partir del qual §* € (A—¢e,A+¢). A partir d’aquest subindex es

complira, per tant, 3 < A+ ¢, és a dir, a, < (A +¢)b,. Llavors

només cal aplicar el criteri de comparacio.

Si A # 0, tindrem que lim {%} = % # oo amb la qual cosa aquest
cas es redueix a l'anterior amb a,, i b, intercanviats. <

EXEMPLE 1: Analitzem ’exemple anterior.

Per tant, les series > ;- 1/(1 + k*) 1 Y 7-, 1/k* han de ser totes
dues convergents o totes dues divergents. Com que la segona és
convergent, la primera també ho és.

Similarment,

i com que > -, 1/k és divergent, > > k/(1 + k?) també ho és.

EXEMPLE 2: Considerem la serie Yo, k?/2F. Tenim

{5} ()

En aquest cas, la convergéncia de Y - (3/4)" implica la de
Sore K2/ 2% perd no a l'inrevés. Com que la primera és convergent
(és la serie geometrica i 3/4 < 1), la segona també ho és.
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Propietat commutativa de les séries de termes no negatius

Vegem ara que les series de termes no negatius son reordenables, és a dir, una
permutacié dels seus sumands no afecta ni la seva convergencia ni el valor de la
seva suma.

TEOREMA: Si )/~ aj és una serie de termes no negatius i {ny, ne, ns, ...} és
una reordenacié de {1,2, 3, ...}, aleshores

o0 o0

E ap = Ap,; -

k=1 =1

DEMOSTRACIO: en efecte, cada suma parcial de Y .°, a,,, és menor

o igual que alguna suma parcial de Y ;- ax (per exemple, ass +

ag + agy +a;; < 227:1 ai). Per tant, les sumes parcials de Y .~ ap,

son també fitades, la serie reordenada és també convergent i es com-

pleix > % a,, < > 27, a5 L’argument també és aplicable en sentit
0 :

oposat, ja que Y .- aj és també una reordenacié de Y >, an, i, per
tant, també > 7 ar <Y 0 Ay, O

Propietat commutativa de les séries absolutament convergents

Comencem definint les subseries de sumands positius i de sumands negatius
d’una serie qualsevol. Donada la serie Y - | aj definim:

o Subsérie de sumands positius: Y, | pi on

- ar siag >0,
PE=Y 0 siaq.<O0.

o Subsérie de sumands negatius: >y, @i on

—ap  slap <0,
qr = .
0 sia, > 0.

Notem que, malgrat el seu nom, ambdues subseries sén de termes no negatius.
Vegem ara una nova condicio necessaria i suficient per a la convergencia absoluta:

) , . S K 0o K
TEOREMA: )~ a; és absolutament convergent si i només si >, py i
oo ’ . .
Y req @k sOn convergents i en aquest cas es compleix

Zak = Zpk: - Z%-
k=1 k=1 k=1
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DEMOSTRACIO: si anomenem A,, A,, P, i Q,, respectivament, les
sumes parcials n-esimes de les séries > ag, > |ax|, D pe 1 Y. qr (on
hem simplificat la notacid), tenim

PnaQnSPn_FQn:gm

d’on es conclou que P, i (), son fitades si i només si les A,, sén fitades
. N o0 . o0 . .. M .
i, per tant, les series » - pr 1 Y ey qk convergeixen si i només si
> pey lag| convergeix, ja que totes sén series de termes no negatius.

Tenim, també,

An:Pn_an

d’on es dedueix, fent n — oo, que quan Y pg i Y g convergeixen
(és a dir, quan > |ay| convergeix) es compleix

Zak = Zpk _ZQk- &
k=1 k=1 k=1

Es clar, doncs, que si Y _ ay, és absolutament convergent, qualsevol reordenacié
d’aquesta serie equival a reordenar les séries Y pr 1 Y g que, com que sén de
termes no negatius, son reordenables. Les series absolutament convergents son,
per tant, reordenables.

Notem, d’altra banda, que les series condicionalment convergents no sén
reordenables. En aquest cas, tant ) pp com > g sén divergents i, reordenada
adequadament, es pot aconseguir qualsevol valor per a la suma de > ay.

7.4 Criteris de convergencia absoluta

Criteri de la integral

En les seccions anteriors es pot observar una gran similitud entre les series
numeriques i les integrals impropies. El segilient teorema fa encara més palesa
aquesta similitud i li dona una perspectiva geometrica

TEOREMA: Sigui f(x) una funcié localment integrable, no negativa i decreizent
a U'interval [ng, +00), on ng € N, aleshores

Z f(k) convergent < / f(z) dz convergent.
no

k=ng
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DEMOSTRACIO: com que f(x) és no negativa, la serie 3 .2 f(k)
’ . . . oo s

és de termes no negatius. Llavors, si la integral fno f és convergent
tenim (vegeu la figura a sota)

Sp = i f(k:)g/oof(x)da:, Vn > ng,

k=no+1

és a dir, les sumes parcials S, son fitades i la serie Y 7 | f(k) és
convergent (també, obviament, si li afegim el sumand f(ng)).

Reciprocament, si la serie Z;O:no f(k) convergeix, tenim
S(2) :/ Fayde < S F(k), Ve > g
no k=ngo
Per tant, S(z) és fitada i la integral f:; f(x) dx convergeix.

f(no+ 1)+ f(no +2)+ f(no +3)+--- f(no) + f(no +1) + f(no +2) + -

f(=)

/ -

no no+1 no+2 mno+3 no+4 no no+1 mno+2 no+3 mno+4

EXEMPLE 1: Considerem la serie harmonica generalitzada. La
funcié 7P és decreixent a [1,00) quan p > 0 i, com que la integral
floo(l /xP) dx és convergent quan p > 1 i divergent quan 0 < p < 1,
el mateix passa amb la serie Y .- (1/k?). En particular, la serie
harmonica Y-, (1/k) és divergent.

EXEMPLE 2: Considerem la serie > 7, m 1 esbrinem si és 0 no

convergent amb el criteri de la integral (notem que 1/[z(Inz)?] és
decreixent).

o 1 <1 17 1
[ [ha [ -0
5 z(lnz) no t t],, In2

on hem fet el canvi de variable ¢ = In x. Aix{ doncs, la integral impro-
pia és convergent i, per tant, la serie també ho és.
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Criteri de ’arrel (o de Cauchy)

TEOREMA: Sigui la serie Y 5o ax. Si a = lim { {/]a,| }, aleshores

1) si o < 1: la serie és absolutament convergent (i, per tant, convergent),
2) si @ > 1: la serie no és convergent,

3) si @ = 1: no es pot concloure res.

DEMOSTRACIO: si a < 1 escollim 7 que compleixi o < r < 1. Com

que { Y/ |an| } — «, a partir d’algun subindex n tindrem /|a,| <,

és a dir, |a,| < r". Llavors, la convergencia de la serie geometrica
00 k . N . 00 .

Y pey 77 quan |r| < 1 ens garanteix la convergencia de ) - | |ax| i,
- " -

per tant, de ) 7, ay.

Si @ > 1, a partir d’algun subindex tindrem {/|a,| > 1, és a dir,

la,| > 1. Aix0 fa que {a,} # 0 i, per tant, > ;- a; no pot ser
convergent. <

EXEMPLE 1: Considerem la serie Y~ (k?/2%) i fem servir el criteri
de I'arrel per esbrinar si és o no convergent.

[ L fm)T)
hm{\/;}:hm{T}zi (< 1),

ja que im{¥n} = 1. Per tant, la serie és convergent.
EXEMPLE 2: Amb el criteri de la integral hem demostrat que la

serie harmonica generalitzada » - (1/k”) convergeix quan p > 1.
Tanmateix, en aquest cas el criteri de ’arrel no decideix, ja que

Criteri del quocient (o de D’Alembert)

TEOREMA: Sigui la serie > >~ ax. Si o = lim{|a,41|/]a,|}, aleshores

1) si o < 1: la serie és absolutament convergent (i, per tant, convergent),
2) si a > 1: la serie no és convergent,
3) si @ = 1: no es pot concloure res.
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DEMOSTRACIO: si a < 1 escollim r de manera que a < r < 1.
Com que {|an+1]|/|an|} — «, a partir d’algun subindex tindrem que

T, 6s a dir, —"Zﬁﬁ‘ < —‘?;’i'. Aixd vol dir que a partir

d’aquest subindex la successié {|a,|/r™} és decreixent i, per tant,

fitada superiorment. Si M és una fita superior, tindrem |a,|/r™ < M,

és a dir, |a,| < Mr™. Llavors, la convergencia de la serie geometrica

Yt rf <1 teix 1 encia de 3 ;7 |ag |
rey T quan |7 ens garanteix la convergencia de ), |ax] i,

oo
per tant, de ) 7, ay.

Si @ > 1, a partir d’algun subindex tindrem que |a,41|/|a,| > 1, és
a dir, |a,41] > |an|. Aixo fa que {a,} # 0 i, per tant, > ;- ax no
pot ser convergent. <

ExXEMPLE: Considerem la serie ). ((1/k!). Com que

la serie és convergent.

. " - lanial\ /1 " o

Ja hem vist (pagina 49) que si lim {‘a—:f} = a, llavors també lim { {/]a,|} =

a. Per tant, si el criteri del quocient no decideix (a = 1), el de I’arrel tampoc. El
reciproc no és cert, pot existir lim { y/ ]an|} i no existir lim {|a|Z_Z|1|} En aquest
sentit, podem afirmar que el criteri de ’arrel és més “potent” que el del quocient.

Generalitzacio
Els dos criteris anteriors (de 'arrel i del quocient) admeten una formulacié més
general® que no requereix que les successions {\"/|an]} i {%} siguin con-
vergents. Aquestes generalitzacions utilitzen els conceptes de limit superior
(limsup) i de limit inferior (liminf) d’una successié que sén, respectivament,
el més gran i el més petit dels limits de les seves successions parcials.” Evi-
dentment, es compleix sempre que liminf < limsup. Si la successié convergeix,
tenim que liminf = lim sup = lim.

En el cas del criteri de I'arrel només cal reemplagar “lim” per “limsup”, és
a dir, si @ = limsup { \”/|an|}, la serie convergeix absolutament si a < 1, no
convergeix si a > 11 no es conclou res si a = 1.

4 Vegeu, per exemple, la seccié 2 del capitol IX de J. M. Ortega, Introduccié a 'andlisi
matematica, op. cit.
? limsup{a, } = lim, oo [supy>, {ar}], i iminf{a,} = lim, o [infz>n{ar}].
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En el cas del criteri del quocient, si « i o sén, respectivament, el lim sup i
el liminf de la successio {%}, tenim que la serie convergeix absolutament si
n

a < 1, no és convergent si o’ > 11 no es conclou res si o/ <1< a.

7.5 Criteris de convergencia

Els criteris anteriors només son 1tils per esbrinar si una serie és absolutament
convergent. Vegem ara alguns criteris de convergencia més generals que sén d’uti-
litat per determinar la convergencia condicional d’una serie.

Criteri de les séries alternades (o de Leibnitz)
S’anomenen series alternades les series del tipus

o0

Z(—l)k+1ak =ay—Gy+as—aq4+---
k=1

Z k
(—1) ar = —01 +a2 — A3+ a4 — -+
k=1
on a, > 0, Vk.
Una condicié suficient per a la convergencia de les series alternades ens ve
donada pel teorema segiient.

TEOREMA: Si {a,} és una successié decreizent de termes positius que té limit
0, aleshores la serie alternada >, (—1)*"a, és convergent.

DEMOSTRACIO: podem representar els sumands positius i els negatius
respectivament com a vectors de sentit oposat (vegeu la figura).

51:a1

S
3 s,

a1 ag as aq as Qg a7 as

Ss
S6
Sy

ngal—ag
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Notem que totes les sumes parcials estan entre 01 a;. La successio de
sumes parcials de subindex parell {Ss, Sy, Sg, ...} és creixent i fitada
superiorment i és, per tant, convergent. Similarment, la successi6
de sumes parcials de subindex senar {S7,S3,Ss,...} és decreixent
i fitada inferiorment i, per tant, també és convergent. Totes dues
successions tenen el mateix limit S perque que si restem l'una de
I’altra tenim

{Sl — 52753 — S4,S5 — Sﬁ,...} = {CLQ,(Z4,CL6,...} — 0,

ja que és una successié parcial de {a,} que, per hipotesi, convergeix
cap a 0.

Llavors, donat un € > 0 arbitrari, a partir d’algun subindex totes les
sumes parcials (amb subindex parell o senar) estaran a una distancia
de S inferior a €. En altres paraules, {S,} — 5, i per tant,

Zzil(—l)n+lak = S <>

EXEMPLE: Considerem la série harmonica alternada

i(_l)k+l_1 L1 1
~ k2 3 4

que no convergeix absolutament, ja que la serie harmonica és diver-
gent i, per tant, cap dels criteris de la seccié anterior serviria per
provar la seva possible convergencia. El criteri de les series alter-
nades, en canvi, ens prova la seva convergencia condicional, ja que
{1/n} és una successié decreixent de termes positius amb limit 0.

De manera semblant concloem que la serie harmonica generalitzada
alternada

NERRLLE G e e (0 O))

és convergent si 0 < p < 1, encara que no ho és absolutament. Per

exemple,
2. (—1)k+t 1 1 1
Z—:l——+———+...
~ Vk V2 V3 V4

és condicionalment convergent.
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Si p > 1, la serie és absolutament convergent, ja que » .- (1/kP)
també convergeix. Aixo vol dir que amb qualsevol distribucié de
signes (no dnicament l'alternanca + — + — + — - -+ ) la serie és con-
vergent.

El criteri de les series alternades és, de fet, un cas particular d’un criteri més
general (de Dirichlet) que veurem a tot seguit. Abans hem d’establir la identitat
segiient.

Formula de sumacié parcial d’Abel

TEOREMA: Siguin dues successions {a,} 1 {b,}. Si A, = >_,_, ax, aleshores
tenim la identitat

n

Z akbk = Anbn—H + Z Ak(bk — bk+1), VTL
k=1 k=1

DEMOSTRACIO: és un exercici senzill després de substituir a; per
(Ak — Ak—l) i fer AO = 0. <>

Aquesta identitat s’anomena Formula de sumacio parcial d’Abel. La seva
utilitat es basa en el fet que si quan fem n — oo existeixen els limits dels
dos sumands del costat dret (és a dir, si la successiéo {A,b,+1} té limit i la
serie Y o Ar(by — bry1) és convergent), aleshores la serie Y oo | apby també és
convergent. Els dos criteris segiients fan servir aquesta propietat.

Criteri de Dirichlet

TEOREMA: Si (amb la notacié anterior) {A,} i {b,} compleixen

1) {A,} és fitada,
2) {b,} és decreixent, amb limit 0,

aleshores Y o | axby és convergent.

DEMOSTRACIO: segons la hipotesi 1), existeix M > 0 tal que |4,| <
M, ¥n. Aixo, juntament amb la hipotesi 2), fa que {A,b,+1} — 0.
D’altra banda, tenim

| Ak (bk — brya)| < M by, — byya| = M (b, — bry1),
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on hem fet servir que {b,} és decreixent (és a dir, by > byy1). La
serie Y oo (by — bgs1) és convergent, ja que

n

Z(bk —bgs1) =by —bpy1 — b1 (quan n — 00).
k=1

Llavors, si utilitzem el criteri de comparacié concloem que la serie
S r 1 |Ak(b—bg41)| convergeix i, per tant, oo | Ay (br —bg+1) també
convergeix. Amb aquests resultats la formula de sumacié parcial
d’Abel ens garanteix que Y -, aiby és convergent. <

Notem que el criteri de les series alternades és un cas particular del criteri de
Dirichlet. Si tenim la serie alternada > po , (=1)¥1b, = by —by+b3—by+---, on
{b,} és decreixent i convergent cap a 0, només cal aplicar el criteri de Dirichlet
amb a,, = (—1)""! ja que tindriem {A,} = {1,0,1,0,...} que és fitada.

Tanmateix, el criteri de Dirichlet és més general, com es pot veure a ’exemple
segiient.

EXEMPLE: La serie

11 1 11
I+ ———— —

no és alternada (la successié de signes és + + — — + + — — )
ni absolutament convergent (criteri de la integral), pero el criteri de
Dirichlet mostra que és condicionalment convergent. Només cal pren-
dre {a,} = {+1,+1,-1,—1,+1,+1,—1,—1,...} (per tant, {A,} =
{1,2,1,0,1,2,1,0,...} és fitada) i {b,} = {1/+/n} (decreixent, amb
limit 0).

Criteri d’Abel

TEOREMA: Si {A,} i {b,} compleixen

1) {A,} és convergent (és a dir, Y ., ai és convergent),

2) {b,} és creixent o decreixent, i convergent,

aleshores ), | axby, és convergent.

DEMOSTRACIO: segons la hipotesi 1), {A,} és convergent. Aixo,
juntament amb la hipotesi 2), fa que {A4,b,41} tingui limit. D’altra
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banda, com que {4, } convergeix, ha de ser fitada, és a dir, existeix
M > 0 tal que |A,| < M,Vn. Llavors tenim

M (b — bgy1) si{b,} és decreixent,

| A (b—bgi1)| < M|br—biy1| = {M(karl —by,) si{b,} és creixent.

Si {b,} és decreixent, com que Y, (by — bgy1) = by — byy1 tenim
S ope (bg — bgs1) = by — lim{b,,} i, per tant, la serie Y, ° | |by — bt1]
és convergent (si {b,} és creixent, el raonament és similar). Lla-
vors, si utilitzem el criteri de comparacié concloem que la serie
Y pey |Ak(b—bi41)| convergeix i, per tant, - | Ay (br—bgs1) també
convergeix. Amb aquests resultats la féormula de sumacié parcial
d’Abel ens garanteix que Y - agby és convergent. <

EXEMPLE: Considerem la serie

Sl

k=1

)t i
anzga bn:<1+_>?
n

n

Si prenem

com que y - ai és la série harmonica alternada, que és conver-
gent, i {b,} és una successié creixent i convergent cap a e (vegeu
pagina 38), podem aplicar el criteri d’Abel per concloure que la serie
és convergent.

7.6 Problemes

P7.1 Calculeu la suma de les series segiients:

ak @ b Ly
(a) D= 1.4 2.5 3.6
n=0
2
(b) Z5n+1 (©) ;n3+3n2+2n
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P7.2 Esbrineu si les series segiients sén convergents o no:

(a) i(\/ﬁ—\/ﬁ) (1) iﬁn

] “~ (Inn)

oo 1 ©  \n
(f) ;ndnn)f’ (m) Y (;ﬁ)

. coshn = (=)™
(8) nZ:O cosh(3n) () ; lfl(ln)n)

P7.3 En funcié dels parametres a (> 0) i b, estudieu la convergencia de les
series segiients:

X n X n,b X n,
ODIE (b) Y= () >
n=1 n=1 n=1

P7.4 Feu servir el criteri de Dirichlet per demostrar la convergencia de la serie

=, cosn
Zn—i—l'

n=0

Suggeriment: Demostreu que les sumes parcials de Y .- cos k sén fitades
considerant que Y, _,cosk és la part real de > - e™*.

P7.5 Feu servir el criteri d’Abel per demostrar la convergencia de la serie



Calcul en una variable real Materials 189

SOLUCIONS
S7.1 Recordem: ) 7 - = = si |r| < 1 (pagina 173) i > L = ¢
(pagina 101).
= 1 1 7
(&) Zamn T T—(1/7) 6
2" 1 2)" 1| (2)"
b = — — = — — -1
o Em=s R () =3[R 6)
1 L2
5 \1-(2/5) 15
(¢) Descomponem en fraccions simples: ! - La
P ' Hp ‘nn+2) 2\n n+2)
suma parcial n-esima és
G_N~_ 11 ( 1 &L )
—k(k+2) 2\ k Hkt2

(bt
2 n+1 n+2
1

> 1

:lm_hm{S}— (1+;> 0

(d) Aquesta série és Z

Per tant,

. Si procedim com en el cas anterior

n+2)
arribem a
1 N 1 1 N 1
11725736 187
> 5n + 4 2 1 3
Ten1m2n3+§;+2n25+n+1—3 Si procedim com en
- 5n + 4 7
els dos casos anteriors arribem a Z m = 3
= n-2 (n+1)—-3 1
f = AR A—
();(n+1)! ; (n+1)! nln' Zn—i—l
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=1
S7.2 Recordem que lim{{/n} = 1 (pagina 49) i que Z — convergeix quan
n
1
p > 11 divergeix quan p < 1 (série harmonica generalitzada).

2 o B
NIESEN x/— quuez +21/2_

1 . o . .
375 68 divergent, concloem, pel criteri de comparacio, que la serie
n

(a) VAT IV =
Z <W— \/_> també ho és.

1 1
(b) m . Com que Z — és convergent, Z —+4> també
ho és.
37" 1 = 3"

. Per tant, com en el cas anterior, E

:2n2+2

<
n?+2 n?4 2 =
és convergent.

1 2 3 4 n n 1
d =4+ 242424, = . C i =—=+#£0
(@ 3+5t7+57 ;271—1—1 o ane lm{2n+1} 70

la successié de sumands no tendeix a 0 i la serie no pot ser convergent.

(e}

(e) Z T Z Sy Z 3 O convergent, ja que In3 > 1.
n=1 n=1 n=1

(f) Fem servir el criteri de la integral amb la funcié f(x) = que

z(lnx)p
és no negativa i decreixent.

& 1 |
/ dx :/ — dt,
o (Inm)P n2 tP

on hem fet el canvi t = Inx. La integral impropia de la dreta con-

vergeix quan p > 1 i divergeix quan p < 1 i, per tant, passa el mateix
(e,

1
amb la serie _
; n(lnn)p
coshn e" +e " 1+e2n , _
(g) cosh(31) B =il e < Com que la integral im-

00 o0 2
propia / —- dx és convergent, la serie E —.- també és convergent
. e e
n=0

coshn
i, per tant, la serie —————, també ho és.
nZ:% cosh(3n)
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(h) Fem servir el criteri del quocient:
n . 1) 5™ . 1 1
lim M = lim (n+ )— = lim nt = - < 1.
|lay| pntl n 5n 5

oo
n /
Per tant, 5 o és convergent.
n=1

(i) Criteri del quocient:

lim { ‘j‘g:,” } = lim { [[é?nili!)]f! EZL))?! }
{1

2n+2)(2n+1) 4

2

— (n))
Per tant,
; (2n)!

(j) Criteri del quocient:
n+1 | n
lim ’an+1’ — lim 3 (n —+ 1), n
|| (n+ 1)1 3np)
. {3(n+1) ( n )”} ' { 3 }
= lim =lim{ ———
(n+1) \n+1 1+ (1/n)]"

=->1
e

és convergent.

= 3"/ )
Per tant, g — ¢és divergent.
n
n=1

(k) Fem servir el criteri de l'arrel:

1im{m}:hm{” %}:hm{ﬁ}:2>1.

oo 2”
Per tant, E oo ¢s divergent.
n
n=1

(1) Fem servir el criteri de I'arrel:
lim{\"/|an|}:lim YL QU (L I G Y
(Inn)n Inn

o

1

Per tant, és convergent.
HZ:; (Inn)»
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(m) Es una serie alternada i {1/¢/n} és decreixent amb limit 0. Per tant,

i =",
€s convergent.

Jn
(n) Com en el cas anterior, és una serie alternada i {1/In(lnn)} és de-
(="
In(lnn)

n=1

[e.e]
creixent amb limit 0. Per tant, Z és convergent.
n=2

S7.3 Si fem servir el criteri del quocient arribem els resultats seglients:
(a) Sia > 1 divergeix i si a < 1 convergeix. Si a = 1 convergeix quan
b > 11 divergeix quan b < 1.
(b) Sempre convergeix.

(c) Convergeix si a < e i divergeix si a > e. Quan a = e, si fem servir
la formula de Stirling, n! ~ n"e™"/27n, veiem que la successio de
sumands no té limit 0 i, per tant, la serie no convergeix.

S7.4 La successié {1/(n + 1)} és decreixent amb limit 0. D’altra banda, les
sumes parcials de >~ cosk sén fitades. En efecte, notem que

g n N R n " R 6i(nJrl) -1
n = ; COS K = he Z e = e <ﬁ),

k=0

on hem fet servir la férmula de la suma d’una progressié geometrica. Per
tant,
i(n+1) _ 1
e
e —1

Aleshores, el criteri de Dirichlet garanteix la convergencia de Z
n=0

6i(n+1) . 1‘ 2)
|

ee—1 |~ |ee—1]"

cosn
n+1"

1
S7.5 La successié {ln (1 + —)} és decreixent i convergent (cap a 0) i la
n

e (D : . : ,
serie Z es convergent, Ja que es alternada 1 {1/\/’[1 + 1} es
n=1 V + 1

decreixent i amb limit 0. Aleshores, d’acord amb el criteri d’Abel, la serie

e In(1+1
Z(—l)”M és convergent.

vn+1

n=1
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8 SERIES DE FUNCIONS

8.1 Successions de funcions

Si Fp és el conjunt de les funcions definides en un domini D de la recta real,
una successio de funcions de D és una aplicacié de N sobre Fp,

N — fD

que representem per { f1(z), fo(z), f3(x), f4(x),...}p o, abreviadament, { f,,(z)}p.

Convergencia puntual

DEFINICIO: Una successié de funcions { f,,(z)}p és convergent punt a punt (o
puntualment) cap a la funcié f(x), en el domini D, si

Ve >01iVe € D, Ing(e,z) € N tal que |f,(x) — f(z)| <&, ¥n > ny.

En altres paraules, Vz € D es compleix que lim{f,(x)}p = f(z), és a dir,
a cada punt de D la successié numerica dels valors de les funcions f,, en aquell
punt convergeix cap al valor de f en el punt. Ho expressem

punt(D)
—_—

flz)= lim f,(x) 0, també {fu(z)}

punt(D)

().

Vegem-ne alguns exemples (s’il-lustren graficament a la figura de la pagina 195).
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EXEMPLE 1: La successié de funcions f,(z) = x/n convergeix pun-
tualment, a tot R, cap a la funcié f(x) = 0.
EXEMPLE 2: La successié de funcions f,(x) = 2™ convergeix pun-
tualment, a l'interval (—1, 1], cap a la funcié

ﬂ@:{o siz e (—1,1),

1 siz=1,

i no és convergent fora d’aquest interval. Notem que, malgrat que
les funcions f,(x) estan definides i sén continues a tot R, la successi6
només convergeix puntualment a I'interval (—1, 1] i el limit no és una
funcié continua.

EXEMPLE 3: La successié de funcions

2nx siz €[0,1/2n],
falx) =< 2—=2nx size€[l/2n,1/n],
0 sixz ¢&[0,1/n],

convergeix puntualment, a tot R, cap a la funcié f(z) = 0. Notem
que si integrem, per exemple, a l'interval [0, 1] les funcions f,(z) i
la funcié limit f(z) obtenim, respectivament, fol fo(z)dx = 1/2n
i fol f(x)dx =0, és a dir, es compleix que el limit de les integrals és
la integral del limit:

lim{/ol £.(2) dx} _ /Olf(x) d.

EXEMPLE 4: Considerem ara la successié de funcions

2n’r siz €[0,1/2n],
fal@) =< 2n—2n%z sixz € [1/2n,1/n],
0 six ¢|0,1/n].

Sén les funcions de 'exemple anterior multiplicades per n. Aquesta
successié també convergeix puntualment, a tot R, cap a f(z) = 0,
pero ara fol fn(z) dz = 1/2 mentre que fol f(x)dr =0, és a dir,

lim{/ol £.(2) dx} # /Olf(x) da.

EXEMPLE 5: La successié de funcions (continues)
0 six <0,
falx) =< nx sizel0,1/n],
1 siz>1/n,
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convergeix puntualment, a tot R, cap a la funci6 (discontinua)

f(x):{(l) siz <0,

six > 0.

EXEMPLE 6: La successié de funcions f,(x) = sin(nz)/n convergeix
puntualment, a tot R, cap a la funcié f(z) = 0. En aquest exemple és
interessant notar que la successié de derivades, f!(z) = ncos(nz),
no convergeix puntualment cap a f’(x) = 0 (per exemple, a x = 0
tenim f!(0) = n mentre que f'(0) = 0).

1 no
f(x) fo
\ f3 f4 f2
i
f3 f1
f(z)
f3
S #(@)
h
1/3 172 1

A
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Com es pot veure en els exemples anteriors, la convergencia puntual no trans-
met ni la continuitat, ni la integrabilitat, ni la derivabilitat de les funcions de
la successio cap a la funcié limit. Introduirem ara un concepte més fort de con-
vergencia, la convergéncia uniforme, que si que ho fa.

Convergencia uniforme
D’acord amb la definicié de convergencia puntual, { f,(z)} punt(D) flx)siVe >0

i Vo € D, Ing(x,e) € N tal que |f,(x) — f(z)| < &, Vn > ng. Notem que el
subindex ng a partir del qual la distancia entre els valors de f,, i els de f és menor
que ¢, depen del punt z. Quan sigui possible que ng depengui inicament de ¢
i no del punt = € D considerat, direm que {f,(x)}p convergeix uniformement
cap a la funcié f(z) en el domini D. Aix{ doncs,

DEFINICIO: Una successi6 de funcions { f,(z)}p convergeix uniformement cap
a la funcié f(z), en el domini D, si

Ve > 01Ve € D, Ing(e) € N tal que |f,(x) — f(z)| < &, Yn > ny,

i ho expressem

f(z)= lim f,(x) 0, també {fu(2)}

unif (D)

unif (D)
e

f(@).

Geometricament, aixo significa que per a n > nyg, els grafics de les funcions
fn, en tot el domini D, es troben dins la franja f(z) +e.

unif (D) punt(D)
E— —_—

TEOREMA: Si {f,(x)} f(z), aleshores {f,(z)} f(z).

DEMOSTRACIO: ¢és evident a partir de la definicié. <

El reciproc no és cert. Comprovem-ho en els exemples anteriors (a la figura
de la pagina 195 hi ha representades les franges f(x) £ ¢).
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EXEMPLE 1: La successié de funcions f,(z) = x/n no convergeix
uniformement cap a la funcié f(z) =0, a R. Si que ho fa, en canvi,
en qualsevol interval finit de R.

EXEMPLE 2: La successié de funcions f,(x) = 2™ no convergeix
uniformement, a 'interval (—1, 1], cap a la funcié f(x). Si que ho fa,
en canvi, en qualsevol subinterval tancat de (—1,1) (per exemple, a
l'interval [—1/4,1/2]).

EXEMPLES 3, 4 1 5: En aquests exemples la convergencia no és
uniforme ni a R ni a cap interval que contingui el punt x = 0 al
seu interior (per exemple, [—1,1]) o que tingui aquest punt com a
extrem inferior (per exemple, [0,1] o (0,2]). A la resta d’intervals la
convergencia és uniforme.

EXEMPLE 6: La successié de funcions f,(z) = 2x)/n conver-

(
geix uniformement, a tot R, cap a la funcié f(x) = 0.

Notem que el fet que una convergencia sigui uniforme no depen només de la
successi6 sind també del domini D considerat, és a dir, una successié de funcions
pot no convergir uniformement en un domini D i fer-ho en un subdomini D’ C D.

Els teoremes segiients estableixen que la continuitat i la integrabilitat es
transmeten de les funcions de la successio cap a la funcié limit quan la con-
vergencia és uniforme. La derivabilitat és més complicada, no es transmet neces-
sariament a la funcié limit (vegeu 'exemple 6). Cal que la successi6 de les deri-
vades també sigui uniformement convergent.

Teoremes sobre la convergencia uniforme de successions
Unicament enunciarem els teoremes i ometrem les demostracions.’

TEOREMA DE LA CONTINUITAT: Si {f,(z)} unif(D)

continues a D, aleshores f(x) és continua a D.

f(x), iles funcions f, sén

TEOREMA DE LA INTEGRABILITAT TERME A TERME: Si {f,(z)} —— Lnif(D), f(z)

i les funcions f,, son integrables a [a,b] C D, aleshores f és integrable a [a, b] i
es compleix
b b

1 Vegeu, per exemple, la seccié 1 del capitol X de J. M. Ortega, Introduccié a l’analisi
matemdatica, op. cit.
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TEOREMA DE LA DERIVABILITAT TERME A TERME:
Si les funcions f,, sén derivables a D, {f,(z)} convergeix en algun punt de D

i {f ()} LN g(x), aleshores

unif (D)
E—

{/fn(x)} f(z) (derivable) i f'(z) = g().

COROL-LARI: Si {f.(z)} wifD), f(z), les funcions f, sén derivables a D i

{f](x)} també és uniformement convergent a D, aleshores

unif(D)
—_—

f(x) és derivable i {f/ (x)} I ().

8.2 Series de funcions

Com en el cas de les series numeriques, definim la suma d’una serie de funcions
definides en un domini D com el limit, si existeix, de la successié de sumes
parcials

3 fula) Clim{Fu(z)}, on Fu(2) =Y filx)
k=1 k=1

Depenent de com convergeixi la successié de sumes parcials {F,(x)} la serie
podra ser sumable puntualment o uniformement.

Si {F.(z)} LALUCN F(z) diem que la serie >~ fx(x) convergeix puntual-
ment (o és sumable puntualment) en el domini D, i que F'(x) és la seva suma en
el sentit puntual. Ho expressem

Z fk punt(D) (x)

: if(D : ‘. : :
Si {F.(z)} D), F(z) diem que la serie > 7, fx(x) convergeix uniforme-
ment (o és sumable uniformement) en el domini D, i que F(z) és la seva suma
en el sentit uniforme. Ho expressem

ka ) "2 P(a).

Per a les series de funcions uniformement convergents tenim teoremes analegs
als de les successions uniformement convergents, dels quals en sén conseqiiencia.

. . if(D . .
TEOREMA DE LA CONTINUITAT: Si ) ., fi(2) i) F(z) i les funcions fj

sén continues a D, aleshores F'(z) és continua a D.
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. unif (D
TEOREMA DE LA INTEGRABILITAT TERME A TERME: Si Y >~ fi(x) )

F(x) i les funcions fy sén integrables a [a,b] C D, aleshores F' és integrable a
[a,b] i es compleix

© b b

Z/ fr(x)dx :/ F(x)dx.

k=17 a

TEOREMA DE LA DERIVABILITAT TERME A TERME:

Si les funcions fy, sén derivables a D, > 7~ | fi(x) és sumable en algun punt de
unif (D)

DiY 2, fi(x) =" G(x), aleshores

ka umf(D) F(z) (derivable) i F'(z) = G(x).

COROL-LARI: Si Y 2 fi(x) uitD) F(z), les funcions fj son derivables a D, i

> rey fi(z) també és sumable en el sentit uniforme a D, aleshores

F(x) és derivable i Z fa(z) unif(D)

k=1

F'(z).

A la seccié segiient estudiarem un tipus particular de séries de funcions: les
series de potencies.

8.3 Series de potencies

Es tracta de series del tipus

Zak (z—c)f =ag+ai(z—c)+ag(z —c)* +az(x —c)® +---
k=0

que anomenem series de potencies al voltant del punt ¢. Les funcions f; sén,
doncs, potencies de (z — ¢) multiplicades per coeficients reals. Cal notar que
qualsevol serie de potencies al voltant d'un punt ¢ es pot convertir en una serie
de potencies al voltant del punt 0 amb el canvi de variable t = x — ¢:

o0 o0
Z ap(x — )k = Z at”.
k=0 k=0

Aixi doncs, només ens cal estudiar aquestes.
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Teorema de la convergencia absoluta de les séries de poténcies

TEOREMA: Si Y > a,z” és convergent en el punt z = x,, aleshores
00 n z .

Y oo @na™ és absolutament convergent (i, per tant, convergent) en tot punt x

tal que |x| < |zo].

DEMOSTRACIO: com que la serie numeérica Y -, a,x{ és convergent,
la successié de sumands {a,xj} ha de tendir cap a 0 i, per tant, ha
de ser fitada (tota successié convergent ho és). Aixo vol dir que hi
ha algun M tal que |a,zf| < M, Vn. Llavors tenim

00 0o o) n e
S ana| = 3 lanll2l" = 3 Janllzo* || <23
n=0 n=0 n=0 n=0

és a dir, la série de termes no negatius >~ |a,z"| estd majorada

n
que és convergent quan < 1.

n
Y

x x
Zo Zo

T

Z Z
Zo

zo
D’aqui concloem que quan |z| < |zol, Y. |a,z"| és convergent i,
per tant, >~ a,z" també ho és.

per la serie geometrica Y7,

Radi de convergencia d’una serie de potéencies

D’acord amb el teorema anterior, si una serie de potencies de x convergeix en
un punt, llavors convergeix absolutament en tots els punts que estan a menor
distancia de l'origen que ell. Pel mateix motiu, si no convergeix en un punt,
tampoc ho pot fer en punts més allunyats de 1'origen que ell. Aixo ens diu que
tota serie de potencies > a,z" té associat un interval centrat en l'origen,
d’extrems £ R, a U'interior del qual (és a dir, a (—R, R)) la serie és absolutament
convergent, a l'exterior del qual (quan x < —R o z > R) no convergeix enlloc, i
en els extrems del qual (els punts x = £R) no es pot afirmar, en general, ni una
cosa ni l'altra (depen de cada serie en concret). L’interval (—R, R) s’anomena
interval de convergencia de la serie de potencies i R és el radi de convergencia.

? ?
no convergent ,/ absolutament convergent \ no convergent
| | |

-R 0 R

N o0 n - o0 n . . N .
Les series >~ ap,x™ i) " a,(z —c)" tenen el mateix radi de convergencia
R, pero els intervals de convergencia sén (—R, R) i (c— R, c+ R), respectivament.

o oo
Z anx"” Z an(x — )"
n=0 n=0
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Calcul del radi de convergencia

Per trobar el radi de convergencia d'una serie de potencies podem utilitzar el
criteri de 'arrel. Si o = lim { {/]a,|}, tenim

lim{W} zlim{mm} = |z|a.

Quan aquest limit sigui < 1 (és a dir, quan |z| < 1/«) la serie de potencies
[e'e} n N . . .
ano a,x"™ sera absolutament convergent mentre que quan aquest limit sigui > 1
(és a dir, quan |z| > 1/«a) la serie no sera convergent. El valor 1/« és, doncs, el
radi de convergencia de la série de potencies Y, a,z”. Tenim, doncs,

e o { )

També podem utilitzar el criteri del quocient. Si o = lim {%} tenim

n+1
anT an,

Novament, quan aquest limit sigui < 1 (és a dir, quan |z| < 1/«) la serie
de potencies > 7 a,x™ sera absolutament convergent mentre que quan aquest
n=0 """ q q q
limit sigui > 1 (és a dir, quan |z| > 1/«) la serie no sera convergent. El valor 1/«
és, doncs, el radi de convergencia de la série de poteéncies Y~ a,z™, és a dir,

-1
e i ) el
|an| | @1

D’acord amb la generalitzacié dels criteris de I’arrel i del quocient a que hem
fet referencia en el capitol anterior, si les successions { Y/ |an|} i {a”—“‘} no sén

|an]

convergents, podem reemplacar “lim” per “limsup” en les dues expressions del
radi de convergencia R.

EXEMPLES:

4

1) 1—x+x*—2° +2*— .- En aquest cas a, = (—1)" i, per tant,

R= lim{ [an) } — lim{1} = 1.
|an 1]

2 23 ozt

T 1 .
2) 1+ﬁ+§+§+z+--- Enaquestcasan:a1,pertant,

R= lim{ 0. } - lim{w} = lim{n + 1} = oo,

|@nt1] n!

és a dir, la serie convergeix a tot R.
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3)

—1422 — 322 + 42® — 52* + - - - Tenim a, = (-1)"*'(n+ 1) i,
per tant,

1+ 1z + 2!z? + 3!2% + 41z* + ... En aquest cas a,, = n! i, per
tant,

Retimd dol Ve o Vo
|@n1] (n+1)! n+1 ’

és a dir, la serie només convergeix en el punt x = 0.

T Iz .Tg ZE4

1
1+ =+ —=+—=+ —+--- En aquest cas a,, = — i, per tant,
2 "2 T o q on P

2n+1
R= 1im{|laz|1|} - lim{ o } — lim{2} = 2.

143224+ 322 + 3325+ 3%2% + ... En aquest cas la série només
conté potencies parelles de x i és més convenient aplicar els cri-
teris directament a la serie de poténcies Y - 3"z

lim {/37|z|2r = 3|z|%
n—oo
La serie convergeix absolutament quan 3|z|? < 1, és a dir, quan

|z| < 1/4/3. Per tant, R = 1/+/3.

1+ (1 +cosl)x + (1 +cos2)x® + (1 + cos3)x® + --- Tenim
a, = 1+ cosn, pero lim, (1 + cosn) no existeix. En canvi

limsup{l + cosn} = lim [sup(l + cos k;)] = lim 2 =2.

n—00 | p>pn n—00

Per tant, R = 2.

Radi de convergencia de la serie de les derivades

TEOREMA: La seérie de poténcies Y~ na,z" ' té el mateix radi de con-
vergeéncia que » 7, a,z".
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DEMOSTRACIO: siguin R’ i R els respectius radis de convergencia.
Notem que les séries > 2 na,z" ' 1Y >~ na,z" tenen el mateix
radi de convergencia, ja que la segona s’obté de la primera multipli-
cant cadascun dels seus termes per x. Per tant,

R = [hm{m}r - [hm{%} hm{W}]_l ~ R,

on hem fet servir que lim {{/n} = 1. També ho podem raonar
R'zlim{%}:hm{ n }lim{ 0] }:R. &
[(n+ D)ans1] n+1 |G

EXEMPLE: La serie de potencies de 'exemple 3 anterior s’obté deri-
vant terme a terme la de 'exemple 1 i hem trobat que, efectivament,
ambdues tenen el mateix radi de convergencia.

Radi de convergencia de la serie de les primitives

00 gntl

neo On oy t€ el mateix radi de con-

TEOREMA: La seérie de potencies )
N 00 n
vergencia que » >~ a,x".

DEMOSTRACIO: és evident, ja que si derivem la primera serie terme
a terme obtenim la segona.

. 1s 5 N . 00 n __

Si dins l'interval de convergencia tgomm que Y >~ a2 = f(z) ens podem
preguntar si la série de les derivades Y >~ | na,z" ! convergeix cap a f'(x) o si la
N . . 00 x’ﬂ“—l . . . P
serie de les primitives 7 | a, % -5 convergeix cap a una primitiva de f(z) (isi és
aixi, cap a quina?). Aviat veurem, utilitzant els teoremes sobre la convergencia
uniforme de series (pagines 198 i 199), que la resposta és afirmativa. Pero per
utilitzar aquests teoremes ens cal abans assegurar-nos que les series de potencies
convergeixen uniformement en alguna regié. Aixo és precisament el que estableix

el teorema segiient.

Teorema de la convergencia uniforme de les séries de poténcies

TEOREMA: Si ) > a,z" té radi de convergencia Ri0 < A < R, aleshores
Yoo o apx™ convergeix uniformement a [—A, Al.

DEMOSTRACIO: suposem que » - a,z” = f(z) a linterior de
'interval de convergencia (—R, R). Com que el punt A és a I'interior
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d’aquest interval, la serie de potencies convergeix absolutament en
aquest punt. Tenim, doncs, que la serie numerica Y~ |a,|A" és
convergent. Per tant, si S és la seva suma, es compleix que Ve > 0,
dng(e) € N tal que

S=) " laxlAF
k=0
Llavors, Vo € [—A, A] tenim
‘f(:v) — Z apx” Z apz”
k=0

k=n-+1
Aix{ doncs, veiem que Ve > 0, i Vo € [—A, A], Ing(e) € N tal que

'f(x) — Zakxk

k=0

= Y Ja|4¥ <&, ¥n > no(e).

k=n+1

> laxlA*

k=n+1

o0 [e.e]
- <D arllzf < D A <

< e, Vn > ng(e).

Com que ng depén tunicament de € i no del punt =z € [—A, A,
I’expressié anterior estableix la convergencia uniforme de la serie
Yoo o anx™ cap a f(z), a linterval [—A, A]. ¢

Notem que la serie no convergeix uniformement a tot l'interval de con-
vergencia (—R, R) sind en subintervals tancats del tipus [—A, A] C (=R, R).
De fet, convergeix uniformement en qualsevol compacte K C (—R, R), ja que
sempre es pot trobar A < R tal que K C [-A, A] C (—R, R).

Si utilitzem els teoremes sobre la convergencia uniforme de series de funcions
arribem als resultats segilients.

Teorema de la integrabilitat terme a terme de les séries de poténcies

TEOREMA: Si Y ° a,t" = f(t),Vt € (=R, R), aleshores > an% =
Jy f(t)dt, Vo € (R, R).

DEMOSTRACIO: per a cada z € (—R, R), triem un A tal que z €
[—A, A] C (=R, R). Tenim garantida la convergencia uniforme de la
serie Y > ant™ a [—A, Al i, per tant, a I'interval d’extrems 0 i z. Po-
dem, doncs, aplicar directament el teorema de la integrabilitat terme
a terme de les series uniformement convergents integrant cada sumand
ila suma, entre 0iz. <
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EXEMPLE 1: Considerem la serie geometrica

> 1
=1 —t4+ 2B = te(-1.1).
> () +P -4 =, te(-1])

Si la integrem terme a terme entre 0 i  obtenim

c9 n+1 2 3 4

nt T T _
Z(—l) = 2+3 7t In(l+z), ze(-1,1).

n=0

EXEMPLE 2: Similarment, si integrem la serie

o0

1
2 =1 P28 == te(—1,1
HZ:O< ) Ft =t =, e (L),
trobem
o0 g2 R
Z(_)2n—|—1: —§+€—7+---:arctanx, x € (—1,1).

Teorema de la derivabilitat terme a terme de les séries de poténcies
TEOREMA: Si Y > a,z" = f(x), Vx € (=R, R), aleshores f(x) és derivable i

n=0

S naga" ! = f'(x), Vo € (—R, R).

DEMOSTRACIO: per a cada x € (—R, R), triem un A tal que z €
[—A, A] C (=R, R). Tenim garantida la convergencia uniforme de la
serie a [—A, A] i, per tant, podem aplicar directament el corol-lari del
teorema de la derivabilitat terme a terme de les series uniformement
convergents. <

Aquest teorema afirma, doncs, que la suma d’una serie de potencies és sempre
una funcié derivable. Pero aixo també és aplicable a la serie de les derivades, la
suma de la qual sera també una funcié derivable. L’aplicacio reiterada d’aquesta
propietat ens porta al resultat important segtient:

La suma (dins del seu interval de convergencia) d'una série de
potencies és sempre una funcié oo-derivable.
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Aquest fet permet definir funcions co-derivables a partir de series de potencies.
Obviament, les funcions només queden definides dins l'interval de convergencia
de la serie.

EXEMPLE: Les séries

def X x
E(a:) = ZOF_ +ﬁ+§+§+z+
e 2n+1 3 5 7
def n < T xT x
@) = 2 m T w Rt
0 2n 2 4 6
def n L . _55_ l’__l‘_
Ole) = 2(—1) D R T

defineixen les funcions oo-derivables E(x), S(z) i C(x) a tota la recta
real, ja que les tres series tenen radi de convergencia co. Aixo és evi-
dent si fem servir R = lim{|a,|/|an+1|} a la primera i també a les
altres dues si fem t = 22 i les tractem com a series de poteéncies de ¢
(a la segona cal, abans, treure x factor comu).

Si derivem terme a terme aquestes series obtenim
E'(z) = E(z), S'(z)=C(z), C'(z)=-S(z).
Al final d’aquesta seccié veurem que

E(z)=¢€%, S(z)=sinz, C(x)=cosz.

Teorema d’Abel del limit

TEOREMA: Si Y > a,z" = f(z),Vx € (—R,R) on R és el radi de con-
vergencia, i >~ a, R™ és convergent, aleshores >~ a,R" = lim, ,p- f(z).

DEMOSTRACIO: si estenem f(z) fins a # = R assignant-li en aquest
punt el valor >~ ja,R", hem de demostrar que f(x) és continua a
0, R]. Per fer-ho n’hi ha prou amb demostrar que la serie Y~ a,z"
convergeix uniformement en aquest interval. De fet, ja sabem que
ho fa a [0, A] si A < R, pero l'extensié d’aquesta propietat a tot
'interval [0, R] fa que la continuitat de f(z) també s’hi estengui.
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Yoo ganR™ és convergent i, per tant, compleix el criteri general de
convergencia d'una serie (pagina 174), és a dir, Ve > 0, Ing € N tal
que

la, R"™ + an+1R"+1 4o+ an+pRn+p| <e, VYn>ng Vp>D0.

Si S, def S oo apR*, de la condicié anterior deduim que |S,| < e,
Vn > ng. Notem, també, que apR* = S, — Si_1.

Com que els punts de l'interval [0, R] sén de la forma = = AR, on
A € [0, 1], tenim

|0 (AR)" + a1t AR)"™ + -+ + @iy (AR)™ 7|

‘ — Pn-— 1 )‘n (Sn-i-l - Sn)/\n+1 +--t (Sn+p - Sn-i—p—l))‘n—i_p‘

| =St A+ S (A" = A1) S (AT = AR S AP
< =S A 4 [ Su (A = A 4 S (A = X2

n—+p

El primer sumand és < €, Vn > ng+ 1. Pel que fa al segon, com que
AF > AR tenim

|Sn<)\n . )\n—f—l) + Sn_H()\n-H . )\n+2) R Sn+p)\n+p‘
<e ‘()\n _ )\n—i-l) + ()\n—i-l _ >\n+2) 4t ()\n-i-p—l _ )\n-i-p) + )\n-i-p‘
=eN"<e, VYn>ng Vp>0.
Aixi doncs, Vn > ng + 1, Vp > 0 tenim
|an(AR)" 4 a1 (AR)"™™ 4 -+ + @iy (AR)" 1P| < 2e,

d’on deduim (fent p — o)
> ax(AR)*| <26, Vn>mng+1,VA€[0,1].

La desigualtat anterior equival a afirmar (redefinint € i ng)

n

Ve > 0, dng(e) tal que |f(z) — Zakxk < e, Vn >ng(e),Vx € [0, R],
k=0

és a dir, > 7 a,z" convergeix uniformement a [0, R], ja que ny no
depen del punt x considerat. Per tant, f(x) és continua a [0, R]. <

Hi ha un teorema similar quan Y~ a,(—R)" és convergent. En aquest cas
Yoo o n(—R)" = lim,,_p+ f(x). Aquests teoremes afirmen que la continuitat
de f(x) s’estén als extrems de l'interval de convergencia si la série de potencies

hi convergeix. Vegem la seva utilitat als exemples seglients.
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EXEMPLE 1: Ja hem vist que z — %2 +% — :’“;1—4+~ - =In(1+z),Vx €
(—1,1). En principi, aquesta igualtat és valida a Uinterval (—1,1),
perd com que la seérie també convergeix quan z = 1 (és la serie
harmonica alternada), el teorema d’Abel permet afirmar que

1 1 1 .
1—§+§—Z+---— lim In(1+2) =1n2.

r—1—

. o 3 5 7
EXEMPLE 2: Similarment, r — % + % — % + ... = arctanz,Vr €

(—1,1), pero com que la serie també és convergent quan x = 1, tenim

T
l1——-—+-—=-+4.--= lim arctanz = arctanl = —.
3 5 7 T—1-

Aquests exemples també mostren un fet important. Quan integrem o derivem
terme a terme una serie de potencies, el radi de convergencia no canvia, pero
en els extrems +R de l'interval de convergencia el caracter convergent o no
convergent de la serie pot canviar. Ho podem visualitzar a la figura segtient.

48
2\ s

64 2
‘|‘ 8|/ /0
(1 Il

\ /
| || 1+ /
||| arctanz
|

1\ \
h“\ I\ i
oll |3 e
75 246

A Tesquerra es mostra la funcié f(z) = 1/(1 + 2?) i les sumes parcials

Sh_o(=1D)Fz? per als valors n = 0,1,2,...9 (indicats a les diferents corbes).

Podem observar com la serie >, (—2?)" va convergint cap a f(z) a l'interval

(—1,1), pero no als extrems on les sumes parcials van prenent alternativament
els valors £1.

.z . . 2k+1
A la dreta es pot veure la funcié arctan i les sumes parcials > _,(—1)"%

2k+1
obtingudes per integracié terme a terme de la serie anterior. En aquest cas, la

serie convergeix cap a arctanx a Uinterval [—1,1].
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Unicitat de les series de potéencies

TEOREMA: Si f(z) = >~ a,z" a linterval de convergencia (—R,R),
aleshores a,, = f™(0)/n!.

DEMOSTRACIO: si f(z) = Y ° ,a,z” a l'interval (—R, R) i ho de-
rivem reiteradament, obtenim

f(fL’) = Zanfljn = a0+a1m—|—a2x2—|—a3x3+a4x4+...
n=0

fl(x) = Znanzlc’“1 = a1 + 2asx + 3azz? + dayx® + basx* + - -
n=1

nn —1)a,2" 2 =2ay +3-2asr +4-3a2> +5-4asz® + - -

=
0

I
¢

n=2

f"(x) = nin—1)(n—2)a,z" > =3-2a3 +4-3-2a42+5-4-3asz> +---

ete.

M]3

i
w

Si substituim x = 0 a les igualtats anteriors obtenim

f(0) = ao
f0) = a
f”(O) = 2&2
F70) = 3.2a

£™(0) : nla,. <

o0

COROL-LARI: Si f(z) =)  a,(x —c)" alinterval (c — R, c+ R), aleshores

an = f™(c)/n!.

DEMOSTRACIO: només cal fer el canviy=x —c.

o0 [e.e]

COROL-LARI: Si f(x) =) " japn(x—c)" = >~ by(x—c)", aleshores a,, = by,

DEMOSTRACIO: a, i b, han de coincidir amb f™(c)/n!. ¢

Aquest resultat estableix la wunicitat de les series de potencies. No hi pot
haver dues series de potencies de (z — ¢) diferents convergint cap a una mateixa
funcié f(z).
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EXEMPLE: La funci6 f(z) = arctanz és oco-derivable. Volem trobar
els seus polinomis de Taylor de grau qualsevol, al voltant de x = 0.
Obviament, ho podem fer calculant les derivades successives de f(z)
en el punt x = 0, pero és un calcul laboriés. La unicitat de les series
de potencies ens ho fa molt més facil.

Considerem la serie Y2 ((—t*)F = 1> +¢*—t0+. ... Sifem u = 2,
és la serie geometrica Y r- ,(—u)¥, que convergeix cap a 1/(1+u), si
|u] < 1. Per tant,

> 1
= _—_  vte(-1,1).
S (A =, LY

Si ara integrem entre 0 i x la igualtat anterior arribem a

I2k+1

k —
%(—1) T arctan .

Aquesta serie és I'inica serie de potencies de x que convergeix cap a
f(z) = arctanz a l'interval (—1,1) i els seus coeficients han de ser
f%)(0)/k!. Aixi doncs, el polinomi de Taylor de grau 2n+1 d’aquesta
funcié és

) w x2k+1
k=0
IS ZL’5 .137 P x2n+1
A T A S A =

Serie de Taylor i féormula de Taylor: Funcions analitiques

DEFINICIO: Si f(x) és una funcié oo-derivable al punt x = ¢, anomenem série
de Taylor de f(x) al voltant del punt ¢ a la série de potencies

[e.e] (n)c /C //C ///C
Zof n'( )(x—c)":f(c)+f1(!)(x—c)—l—fz—(!)(x—cf—i-fg—g)(x—c)?’—l—'--
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Aquesta serie, com qualsevol serie de potencies, té un radi de convergencia R
i, per tant, és convergent dins l'interval (¢ — R, ¢+ R). Convergeix cap a f(x)?
La resposta no sempre és afirmativa.

Hem vist que si f(x) és la suma d’una série de potencies Y~ a,(z — ¢)",
aquesta serie és precisament la serie de Taylor de f al voltant del punt ¢. En
aquest cas, doncs, podem escriure

1@ = &+ 1w T 0oy

T 50 ) -+, si|z—c| <R.

Pero hi ha funcions oo-derivables que no sén la suma de la seva serie de
Taylor i no sén, per tant, la suma de cap serie de potencies. Per exemple, la
funcié f(z) = exp (—1/2?) és oo-derivable a tota la recta real pero totes les seves
derivades a 'origen son 0 i la serie de Taylor al voltant de I'origen és 0.

La pregunta és, doncs, quan és una funcié oco-derivable expressable com a
suma d’una serie de potencies (= serie de Taylor)? La resposta ens la dona la
férmula de Taylor de f(x) al voltant del punt ¢

) (g
1) =3 ot RO ),

Aquesta formula és valida a tota la recta real, ja que la resta Rgf) (x) és, per
definicié, la diferencia entre la funcié f(x) i el polinomi de Taylor (de grau n)

n k) (e
PT(LC)(m):Z—f ()(:E—c)k.

k=0

Els polinomis de Taylor sén les sumes parcials de la serie de Taylor. Per tant,
la série de Taylor convergeix cap a f(x) quan la successié de polinomis de Taylor
convergeix cap a f(z), i aix0o succeeix si Rgf)(x) tendeix a 0 quan n — oo.

Si RY(z) 4 0 (Llevat del punt ¢ on RY) = 0), la série de Taylor, tot i ser
convergent dins del seu interval de convergencia, no convergeix cap a la funcio
f(z) i, per tant, aquesta funcié no és expressable com a série de potencies.

Aixi doncs, dins el conjunt de les funcions co-derivables hi ha un subconjunt
de funcions expressables, en determinades regions, com a serie de potencies.
Aquestes funcions s’anomenen analitiques. Les funcions oco-derivables no ex-
pressables en forma de serie de potencies son no analitiques.

EXEMPLE 1: Les funcions E(z), S(z) i C(x) de 'exemple de la pa-
gina 206 son analitiques a tota la recta real, ja que son sumes de series
de potencies de x amb radi de convergencia co. Aquestes series son,
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per tant, les seves series de Taylor al voltant de x = 0, pero també sén
les series de Taylor de les funcions e”, sinx i cosx, respectivament.
Per concloure la igualtat entre unes i altres funcions cal comprovar
que les restes de Taylor tendeixen a 0 quan n — oo.

En el cas de e”, si fem servir la formula de Taylor tenim

xr zz 2z "
T _ B e T T (0)
6—1+1!+2!+3!+ +n!—|—Rn(x).

Per avaluar R\ (x) usem la resta de Lagrange

€C$n+l

= ——+—, oncestaentre 01iz.
(n+1)!
Quan x < 0 tenim e < 11 quan z > 0 tenim e < e”. En qualsevol
cas,
max{1, e” }Hx|" ! 00

|IRO(z)| < (1) »0, VrelR

n

Aixi doncs, E(z) = €”.
En el cas de sinz o cosx passa el mateix. En tots dos casos tenim

|cosc o sinc||z|"T? ||t
(n+ 1)! ~ (n+1)!

n—oo
AN

IRV (z)| < >0, VreR,

n

i, per tant, S(z) =sinx i C(x) = cosz.

Aix0 ens permet definir analiticament aquestes tres funcions (per a
tot x) a partir de les series de poteéncies:

. def 22 3 gt

T
eFSlt gttt
iL‘S $5 7 9

. def T X
e I I T
2 4 6 8
def T T Z xT
cosz = 1= ort r Gt ar T

EXEMPLE 2: De manera semblant podem definir:

3 5 7 9
. def T T xI s

sinha = ok g g gt
2 4 6 8
def T T xz xT

cohz =1ttt ta T
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EXEMPLE 3: Si a € R, la serie de potencies

)=

on, per definicio,

(a) =1, (a> walaDotecntl) 0.,
n

0 n!

té radi de convergencia R = 1lim {(¢)/( *,)} =11, per tant defineix

n n—1
una funcié analitica a (—1,1):
def - a
= " c(—1,1).
CEDMERERER
Si la derivem terme a terme tenim
/ G a n—1
- ) S _17]- )
R LEE TSR

i amb un calcul senzill deduim la igualtat

f(@)(1+z) = af(x).

D’altra banda, si derivem el quocient f(x)/(1+ z)* obtenim

(( f@))a), _ f@)(+2)—af(@) _

1, 4= 4 (14 x)ott

Per tant, f(x)/(14+z)® és constant i com que f(0) = 1, tenim f(z) =
(14 2)*. Aix{ doncs,

o0

Z (Z)x" =(1+2) Vze(-1,1).

n=0

Irracionalitat del nombre e
Si fem = = 1 a Pexpressié e” = >~ 2" /n! tenim
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A la pagina 38 hem vist que 2 < e < 3, pero, de fet, e < 3, ja que

_1 1 1 1 1
e = +ﬂ+a+a+ﬂ+'”

1 1 1
=14+1+4+—= 1—|——+f+"'

21 3 4-3
<2+1 1+1+1+ —11<3
2 3 32 4 '

Es clar, doncs, que e no és enter. Suposem que és racional, és a dir, e = p/q,
amb p i ¢ enters, i ¢ > 2. Llavors tenim que gle = ¢!p/q = (¢ — 1)!p és enter.
Pero, d’altra banda,

g ¢ g q! q! q! q!
le= g+ L+ L 424 .4 L L
e {q+1!+2!+3!+ Tl T\ T T e T

La part [---] és un nombre enter i com que ¢le també ho és, la part {---}
també ho ha de ser. Pero com que ¢ > 2 tenim

q! q! q!
U = e e e
R N 1 . 1
o (g+1) (g+2(g+1)  (g+3)(g+2)(g+1)
1 1 1 1
< g—f—?—f—@‘i‘"':E,

i, per tant, no pot ser enter. Aixd demostra que e no es pot expressar com p/q,
és a dir, e no és racional (a 'apéndix B hi ha una altra demostracié que no fa
servir l'expressié de e en forma de série numerica).

8.4 Series de Fourier

Fem ara una breu descripcié de les anomenades séries de Fourier. Es tracta de
series construides a partir de les funcions

1 T . X 2rx . 27x 3rx . 3mx
CcOS —, sin —, €08 —, sin —, €08 —, Sin ——, - - -
) L ) L ) L ) L b L ) L b )

on L és un nombre real positiu. Expressem aquesta serie en la forma segiient:
[o.¢]

Qo kmx . kmx
— ay, cos — + by sin — |.
5 + ; ( k 7 + Ok 7 )
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Aquesta serie funcional pot ser o no convergent (aixo dependra dels coe-
ficients ay 1 bg) i, en cas de convergir, pot fer-ho puntualment o uniforme-
ment. Com que les funcions cos(kmx/L) i sin(kwz/L) sén periodiques amb pe-
riode 2L (és a dir, repeteixen els seus valors quan z s’incrementa en 2L), si la
serie convergeix cap a la funcié S(z), aquesta sera també periodica, és a dir,
S(x) = S(x+2L).

D’altra banda, com que cos z és una funcié parella (cos x = cos(—x)), si totes
les by s6n zero, la funcié suma (si existeix) també sera parella: S(x) = S(—x).

Similarment, com que sin x és una funcié imparella (sinx = — sin(—=x)), si totes
les ay, (inclosa ag) son zero, la funcié suma (si existeix) també sera imparella:
S(z) = =S(—x).

Si la serie convergeix cap a la funcié S(z), podem trobar la relaci6 existent
entre S(x) i els coeficients ay 1 bx. En efecte, si tenim en compte que

1 2L pnr Unx D — Orpe sik+1£>0,
I cos—L COS—L T=4, Sik=0=0,
1 [ krx | Urx p 5

— in — sin — =

I ) S I S I, € ke 5

1 [ krxe | Urx

Z/C cosTsdex—O,

i a les integrals segiients substituim S(z) per la serie, tenim

1 c+2L krx
Z/c S(x)cosTda: = a, (k=0,1,2,...),

1 [et2b . kmx
z/c S(x)sdex = b (k=1,2,3,...).

El fet que les series de Fourier, quan convergeixen, ho facin cap a funcions
periodiques ens porta a considerar si, donada una funcié periodica f(z) de pe-
riode 2L, es pot trobar una serie de Fourier convergent cap a ella. En general,
aixo no passa. Tampoc no existeix cap condicid necessaria @ suficient per a la
funcié f que si es compleix hi ha serie de Fourier convergent cap a ella i si no es
compleix no n’hi ha. El que si que hi ha sén condicions necessaries i condicions
suficients. Vegem-ne una de suficient.

Si f(z) és una funcié periodica de periode 2L, calculem les integrals

1 c+2L
ar = Z/c f(a:)coskaxdx (k=0,1,2,...),

1 kmx

c+2L
bk = Z/; f(l')SIHTd.Z’ (k?:]_,273,...>,
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on ¢ és un punt qualsevol. De fet, com que f és periodica, podem prendre com a
interval d’integracié qualsevol interval de longitud 2L (sén integrals “al llarg d’un
periode”). En particular, podem calcular les integrals sobre I'interval [0,2L] o
[—L,L]. Pel que fa a l'existencia de les integrals, n’hi ha prou que f sigui
integrable al llarg d'un periode.

Amb els ay i by obtinguts construim la serie de Fourier

k k
+Z (akcosﬂ—l—bksin%).

La pregunta obvia és, aquesta serie convergeix? Si ho fa, cap a quina funcié?
El teorema segiient dona una resposta.

TEOREMA: Si f(z) i f/(x) sén continues a trossos a U'interval [—L, L] (és a dir,
només tenen un nombre finit de discontinuitats de salt o evitables), aleshores

kmx . kmx unt 1
—l—Z(akcos——l—bksmT) LN §[f(x—|—0)+f(x—0)],

on f(x £ 0) sén, respectivament, els limits per la dreta i per I'esquerra de la
funcié f en el punt x. Per tant, en els punts on f sigui continua, la serie
convergeix cap a f(z).

Ometem la demostracid, que és bastant laboriosa.

El teorema anterior només garanteix la convergencia puntual. Una condicié
suficient per a la convergencia uniforme (dins l'interval-periode) és que f(z) sigui
continua i que les series numeriques Y a1y by siguin absolutament convergents.

EXEMPLE: La “dent de serra”.
Considerem la funcié periodica (de periode 1) definida per

flx)=2 sixze(0,1], flz+1)=f(x).

[f(z 4+ 0) + f(z = 0)]

S
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En aquest cas tenim 2L =1 (o L = 1/2) i, per tant,

1
a0:2/ rdr =1,
0

1
ak:2/ xcos(2krz)dx =0 (k=1,2,3,...),
0

1
1

b = 2/ zsin(2knz) dx = o (k=1,2,3,...).

0

™

La serie de Fourier de f(x) és, doncs,

T 2 3

l\D|’—‘

iki n(2krz) ; sin(2rx)  sin(4rx)  sin(6mx)
k=1

que convergeix puntualment cap a f(x) a tot arreu, llevat dels punts
de discontinuitat de salt (x = ..., —2,-1,0,1,2,...) en els quals
convergeix cap al valor 1/2 que és la mitjana dels limits per la dreta
(0) i per esquerra (1) de f(z) en aquests punts.

La figura segiient mostra algunes sumes parcials d’aquesta serie, les
corresponents a

Forma complexa de la série de Fourier

Si fem servir les férmules d’Euler (vegeu 'apendix A)
k 1, , k 1, . .
Cos % — 5 (ezsz/L + e—zkﬁra:/L)’ sin Zz _ Z (ezkﬂrz/L . e—zkﬂ'm/L)

podem reexpressar la igualtat

= . kma
:EOJFZ (akcos—erksmT)

k=1

Y
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en la forma

—+00
S(I)I Z Ckeikﬂ’x/L

k=—o00

on

Qo Q. — Zbk ar + Zbk
Ch=—, CGg=———, Cfp=——=7¢ k=1,2,3,...
0= k 5 k 5 k ( )
i el sumatori E;ﬁim s’ha d’entendre com lim,, oo Y _
La relaci6 entre S(z) i els coeficients ¢y és

—-n*

1 L

- —ikmx/L 7,
5T _Le S(x)dx (keZ),

Ck

que és conseqiiencia directa de les expressions que relacionen S(x) amb ay i by
o, també, del fet que

1 L

E gy e—ikﬂm:/Lei&ra}/Ldm _ 5ké (k’e c Z)

Els coeficients ¢ sén, en general, complexos. Son reals quan S(z) és parella
(br, = 0) 1 sén imaginaris quan S(z) és imparella (a; = 0).

EXEMPLE: En el cas de la “dent de serra” tenim ¢y = 1/2 1 ¢, =
i/(2km) 1 la seérie de Fourier s’expressa

1 R P je—6mT  jo—idmz o —i2mx
§+kz_oo%e ~ T 6r 4r or¢
(k#0)
1 jei2re  eidmz o ibme
* 5 - 2w * 47 * 67 T

Notem que només hem reexpressat la serie de Fourier de manera diferent. Per
tant, si f(z) és periodica amb periode 2L i és continua a trossos, amb derivada

, p ; L
també continua a trossos, Y ,o kel amb ¢, = L [ e e/l f(2) d,

convergeix puntualment cap a la funcié [f(z+0)+ f(z —0)]/2. D’altra banda, si
20 |cx| és convergent i f(x) és continua, la série convergeix uniformement

cap a f(x).
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Interpretacié geometrica de la serie de Fourier
. i . def .
Si Y2 cpet ™/l = S(x) i fem ¢y (z) = /L tenim

% » [61(2)] " pe(x) da = Ope
i, també
S(x) = Z crdr(z), o = % [qzﬁk( )] S(z)dx,

que expressa S(x) com a combinacié lineal de les infinites funcions ¢y (x) que
anomenarem “ones planes de freqiiencia k” i que formen un sistema de “vectors”
ortonormals respecte del “producte escalar”

(alo@) ™ 57 [ ()] gla)da,

ja que es compleix que (Px(z)|pe(z)) = 0. Les diferents “components” ¢ sén,
llavors, les “projeccions” de S(z) sobre les diferents “ones planes” ¢ (x), és a

dir,
cr = (or(x)|S ().
Igualtat de Parseval
Si la funcié real S(x) és la suma de la serie S°°° _crdp(x) (en el suposit que
sigui convergent) i fem el “producte escalar” (S(x)|S(z)) tenim, d'una banda,

S@IS@) =57 [ St e

i de l'altra, si fem servir la condicié d’ortonormalitat (¢|ps) = Ops, tenim

(S(x)]S(z)) :< OO de)k‘ Z Ce¢e> i ¢k e (PrPe) = Z [

Arribem, per tant, a la igualtat

1 [r R
2 o 2
Y . S(z)* dx —k;oo|ck|

anomenada igualtat de Parseval que també podem expressar aixi

1 g 2 2 = 2 a% 1 = 2 2
oz |, SPde=laP +2 X laf =+ 53 + i)
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Notem que la igualtat de Parseval es compleix si S(z) = 3,20 cpé().
Tanmateix, si f(x) és periodica i continua a trossos, amb derivada també continua
a trossos, la serie >°° _ cp¢p () convergeix cap a S(z) = [f(z—0)+ f(x+0)]/2.
Com que les integrals (sobre un perfode) de f(z)? i de S(z)?* coincideixen, ja
que les funcions f(z) i S(x) només sén diferents en els punts de discontinuitat

de f(x), la igualtat de Parseval es compleix també per a la funcié f(x).

EXEMPLE: En el cas de la “dent de serra” tenim

1 L ) 1 2L ) 12 1
—L/_Lf(x)da: = 37 ) f(x)dx:/oa:dx:§,

2 +oo RS
ag 1 S 1 1 1
204 - 2y = — 4+ -
3T @) = 743 (k)2
k=1 k=1
i la igualtat de Parseval s’expressa
11,1 =
34 24 (mk)? ’

de la qual obtenim > (1/k?) = 72/6.

8.5 Transformada de Fourier

Les series de Fourier permeten expressar funcions periodiques com una suma
infinita d’ones planes i també sén aplicables a funcions no periodiques definides
en un interval finit [a, b], ja que podem considerar-les com a part d’una funcié
periodica de periode b — a.

En canvi, les funcions no periodiques definides a tot R no admeten la des-
composicié en série de Fourier, pero en alguns casos es poden expressar com una
suma “continua”’ (integral) d’ones planes. Aix0 ens porta al concepte de trans-
formada de Fourier de la qual fem una presentacio breu, tot seguit.

Espectre d’una funcié periodica
Si S(x) és una funcié periodica de periode 2L i es compleix

k k
—|— Z (ak cos ﬂ + by, sin ﬂ) Z ckelk”/L
=1

k=—o00
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diem que la serie de Fourier anterior és la descomposicio espectral de la funcio
S(x), en analogia amb la descomposicié espectral de la llum quan passa a
través d’'un prisma que la descompon en llums de diferents freqiiencies. El con-
junt dels coeficients reals a1 by (0, equivalentment, dels coeficients complexos
cx) s’anomena ’espectre de la funcié S(z). L’espectre és, doncs, el conjunt de
les amplituds de les diferents ones planes en que es descompon la funcié S(x) i
conté, per tant, tota la informacié d’aquesta funcié.

EXEMPLE: L’espectre de la “dent de serra” és ap = 1, ap = 0 i
by = —1/km (on k =1,2,3,...) o, també, ¢y = 1/2 1 ¢t = i/2km (on
k=+1,4+243,...).

Estudiem ara un altre exemple senzill. Considerem la funcié

1 size(-1/2,1/2),
S = {0  size(-1,-1/2)U(1/21],
1/2  enels punts x = +1/2,

S(z) = S(x+2).

1
1

|

|

| —
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

2L =2

|
]

Aquesta funcié coincideix amb la suma de la seva serie de Fourier, ja que el
seu valor a les discontinuitats és la mitjana dels limits laterals. Es una funcié
parella, la qual cosa fa que les by siguin totes 0 i que les ¢ siguin reals (i, també,
que ¢ = c_;). El calcul explicit dels coeficients de Fourier ens dona el seu
espectre

1 sin(km/2)
S =——1 72 (k=4£1,4243,...).
Co 2 ) Ck L ( ) ) ) )
La serie de Fourier de S(x) és, per tant,
e—i77rx e—i57rz e—i?ﬂrx e—iﬂ:c
S(g) = - n — _
(z) T + oT 3T * s
1 eiwm €i37rx ei57rm 62'77733
Fob—— e —— -

2 T 3 5% T
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Podem representar graficament 1’espectre de S(z) de la forma segiient

co=1/2
c_1 ca=1/w
c_p C5 = 1/571'
c_g6 |:|c,4 [ co c4 Dq; k
I;‘ 6 -5 -4 |-3|-2 -1 o 1 2 3| 4 5 6 u
c_7 cr =1/7Tm
c_3 c3=—1/3n

on els diferents coeficients ¢; (en aquest cas, reals) son les altures (i, també, les
arees) dels diferents rectangles.

Cal notar que, en general, encara que una S(x) sigui real, si no és parella,
els coeficients ¢, sén complexos i la representacio grafica de ’espectre requerira
dos grafics, un per a les parts reals dels ¢; i un altre per a les parts imaginaries
(0, equivalentment, un per a les a; i un altre per a les by).

Per “etiquetar” els diferents coeficients de I’espectre hem utilitzat la variable
discreta k que és un nombre enter. Per fer més explicita la dependencia de I'es-
pectre respecte del periode 2L és convenient utilitzar com a “etiqueta” una altra
variable discreta que anomenarem ;. En efecte, si definim

defk7T def T
yk:fa Ayk237
tenim
IR or [ 1 [+ _,
== “ihmrbS(z) dae = S | — “wr S (z) dr| = AypC
Ck 2L/_Le (x) dx 5T {27?/_L6 (x) dx YeC(Yk),
on

Cyr) = i/ e~ S(z) du.

2 L

La serie de Fourier de S(x) es pot expressar en termes d’aquestes C'(yx)

+o0o +oo
S(x) = > ™™t = 3" AyC(y)e™,

k=—o00 k=—o0

i també podem expressar l'espectre en termes de la variable y,. En I'exemple
que estem considerant tenim Ay, = 7 (ja que L = 1). Per tant,

in(km/2

co) =L, o= SETD L o 43

km?
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C(0)
C(-1) c(1
Co
C_1 C1
C(-5) C(5)
C_5 Cs
=1 V-6 Y5 Y- U-F Y2 y-1 o U1 V2| 48] Ya s U [ b7 Yk
c(=1) c_3 - C3 c(n)
C(-3) Ayp=m C(3)

Aquesta figura és molt semblant a 'anterior. La diferencia és que ara els
rectangles no tenen base 1 siné Ay i les altures no sén ¢, siné C(yx). No obs-
tant aixo, les arees no han canviat, ja que ¢, = AyC(yx)-

L’avantatge de representar l'espectre aixi és que es fa més palesa la seva
dependencia respecte de L. A priori ja veiem que si L creix, els rectangles es fan
més estrets. Observem-ho amb la seglient modificacié de ’exemple anterior: con-
siderem la funcio

1 size(-1/2,1/2),
S) = {0 size (-2 -1/2)U(1/2,2],
1/2  enels punts z = £1/2,
S(z) = S(z+4).
1
N
f f
| |
. \ , J L . , T
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
2L =4

El periode és ara el doble que abans (L = 2). El calcul explicit dels coeficients
de Fourier dona
sin(km/4)

k=+1,4£2,43,...
kﬂ' ( ? Y Y )

i la serie de Fourier de S(z) és, per tant,

S(x) _ B e~ i3mx B e—i57rm/2 N €—i37r3:/2 N p—imT N e—irrm/Q
67 5V2r  3W2r 2w V2r
1 eiﬂ'CL‘/Q eire ei37r:v/2 €i57r:1:/2 ei3TT
+4—1+\/§7r+27+3\/§7r_5\/§7r_ 67 A
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Com que ara Ay = /2, tenim

1 2sin(km /4
C0)=5=  Clu)= Lf/) (k=41,42,43,...),
2m km
i espectre és
=TT L T SUn e Yk
SRR
Ayk:W/Q

Els rectangles tenen ara la meitat de 'amplada, perque el periode s’ha doblat.
D’aix0 podem intuir que en el limit L — oo (és a dir, Ay, — 0) la variable
discreta ¥, es convertira en una variable continua y.

L’espectre en el limit “periode infinit”
Hem vist que

400 L
) 1 )
S(z) = Ay Cyp)e¥ =, C = — e WS (x) de.
0= 3 Aucw ) =57 [ st
Si interpretem la serie de la primera igualtat com una suma de Riemann
podem fer el limit L — oo (és a dir, Ay, — 0) de les igualtats anteriors i

obtenim

—+00

S(x) = /_ N C(y)e™ dy, Cly)= %/ e~ S (x) dz.

o —00

La primera igualtat expressa la funcié S(z) de periode infinit (és a dir, no
periodica) com a combinacié lineal continua d’ones planes e%® etiquetades amb
la variable continua y. La segona igualtat ens dona els coeficients C'(y) d’aquesta
combinacié lineal continua, en funcié de S(z). Observem-ho en l'exemple ante-
rior reconvertit en una funcié no periodica. Considerem la funcié

1 siz e (—1/2,1/2),
S(x)=4 0 siz € (—o0,—1/2)U(1/2,00),
1/2  enels punts x = +1/2.



Calcul en una variable real Materials 229

1
f f
| |
J L x
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
______ 2L =0 I
L’espectre de S(x) és ara la funci6
1 [t
Cly) = — “WES(x)d
O L
1 1/2 g L {ei.yz:|1/2 1 {sin(y/2)}
2m 1) 2 | —wy 1 T Y
1 [sin(y/2
o - L [R02]
™ y

Veiem, doncs, que 'espectre d’una funcié no periodica definida a tot R és
continu. La figura segiient resumeix ’exemple descrit

T
b
5 4 3 2 1 0 1 2 3 2 3 ] | | ; ‘ ‘ [
2L =2 Ay = 7
1
C
l : o [ | AR
5 4 3 2 1 0 1 3 3 ) 3 =TT N 1L IOF = Yk
2L =4 Ayy, = 7/2
1
o
t t
I I SN\
13 " 3 2 1 0 1 Z 3 2 5 \/ ‘ \/ Y
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Notem que les igualtats
oo ) 1 too
sw = [ cwerdy, ) =g [ eS@a
—o0 T J -

es poden expressar d’'una manera més simetrica si introduim la funcié

S(y) € V2r C(y),

ja que llavors tenim

~

+oo ) +o0 )
S(z) = \/%/_ S(y) e dy, S(y)= \/%/_ S(z)e ™ dx.

Aquestes igualtats ens porten a la definicié de transformada de Fourier.

La transformada de Fourier
Si f(z) és una funcié no periodica, localment integrable a (—oo, +00), s’anomena

transformada de Fourier de f(x) ala funcié f(y) definida per la integral impropia
(si existeix)

iy def

Fon™ o= [ sy an ™ F ()

Aixi doncs, la transformada de Fourier de f ens dona I’espectre de f (multi-
plicat per la constant v/27).

Cal notar que encara que f(x) sigui una funcié real, f(y) és, en general, una
funcié de variable real que pren valors complezos. En altres paraules, I'espectre
d’una funcio real no periodica és, en general, complex, en total analogia amb
I'espectre, ¢, d'una funcié periodica. De fet, f(y) és real quan f(x) és parella,
és imaginaria quan f(z) és imparella i és complexa en el cas general.

Com a aplicaci6 entre funcions, la transformada de Fourier és lineal, és a dir,

~

F(f+9) = F()+Flg),
Fkf) = kF(f), keR.
Una condicié suficient per a lexistencia de f(y) és que f(z) sigui absolu-
tament integrable a (—oo,+00), és a dir, que la integral (doblement impropia)
f_Jr;o |f(x)] dz sigui convergent.

~

De manera similar, es defineix la transformada de Fourier inversa de f (y)
com la funcié f(x) definida

J— ~

+oo
flz) = #/ Fy)e™ dy < F1(f).
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La funcié f(z) és, per tant, una combinacié lineal continua d’ones planes
e'? [\/2m, etiquetades amb la variable continua y, amb “components” (o “am-
plituds”) donades per f(y) i té, per tant, aquesta funcié com a espectre.

L’exemple analitzat anteriorment i la paraula “inversa” semblen suggerir que
les funcions f(x) i f(z) sén la mateixa funcié, ja que tenen el mateix espectre
f(y), pero no és exactament aixi. Encara que f tingui transformada de Fourier
f, aix0 no garanteix l'existencia de f i, en cas d’existir, no necessariament coin-
cideix amb f. Quina relaci6 es pot establir entre f i f7 El teorema segiient ens

dona una resposta.

TEOREMA: Sigui f(z) absolutament integrable a (—oo,+00) amb f(z) i f'(x)
continues a trossos (és a dir, només tenen un nombre finit de discontinuitats

de salt o evitables) i sigui f(y) = \/Lz? [T f(x)e~™" da, aleshores

T 1 oo YT _
Fla) = = /  Feay -

on f(x £ 0) sén, respectivament, els limits per la dreta i per 'esquerra de
la funcié f en el punt z. Per tant, en els punts on f sigui continua, tenim

f@) = f(2).

Ometem la demostracid, que és bastant laboriosa.

[f(x+0)+ f(z—0)],

N | —

Acabem amb algunes propietats de la transformada de Fourier:

e Jgualtat de Parseval: Com en el cas de les series de Fourier, tenim la

igualtat
+oo +oo
/ (@) d = / Fw)ldy.

e} o0

~

e Si f(y) és la transformada de Fourier de f(z) i ho expressem f(x) i f(y),
tenim les correspondencies seglients:

~

flx+a) 5 ewf(y),
¢ f(zr) — fly—a),
00 = =F(§). vem,

@) = T (=y),

~

fll@) = iyf(y),
of(x) — if (),

que s’obtenen aplicant directament la definicié.
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e Les amplades de les regions on f(z) i f(y) s6n “significativament” diferents
de 0 sén inversament proporcionals. En altres paraules, quan el grafic de
f(x) esta molt “localitzat”, el de la seva transformada de Fourier esta
molt “deslocalitzat” i a I'inrevés. Ho podem il-lustrar doblant I'amplada
a I’exemple anterior. Si

1 siz e (—1,1),
Sa(z) =< 0 siz € (—o0,—1)U(1,00),
1/2  enels punts x = +1,

la transformada de Fourier d’aquesta funcio és

-2 (2]

Graficament,

ri—i S(x) St = \/g [w}

!
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 1 5 \/ \/

Aquesta propietat és la base d’un important principi de la fisica, el Principi
d’incertesa de Heisenberg.

8.6 Problemes

P8.1 Esbrineu si {f,(z)} convergeix puntualment o uniformement a R en els
casos segiients:

(a) fulw) = 1 —I—xan (b) fulw) = ﬁ
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P8.2 Calculeu el radi de convergencia de les series de potencies seglients:

oo n

(&) 2:[:) (;Cn)' (d) 2:; 5fn3
m) S (€) ()2

(1) ) = o
(c) 2n+1 (®) nz_% n

n=0

P8.3 Si la serie )2 a,z™ té radi de convergencia R, trobeu les regions on
convergeixen absolutament les series segiients:

(a) Y= © X2y © Ll

) Y an(x—1)"  (d) Y a,(lnz)" (£) > ane™

o0 1 n
P8.4 Considereu la serie de potencies E (1:3—1——) )
"n
n=1

(a) Trobeu el seu radi de convergencia.

(b) Determineu si també convergeix als extrems de l'interval de con-
vergencia.
(c) Trobeu la suma de la serie de les derivades.

(d) A partir del resultat anterior, trobeu la suma de la serie original.

P8.5 Considereu la funcié periodica
flz)=1—lz|, ze€[-1,1),
f(@) = flz+2).
(a) Trobeu la serie de Fourier associada.
(b) Feu-la servir al punt x = 0 per trobar la suma de la série numerica
1 1 1
It sttt

(¢) Feu servir la igualtat de Parseval per obtenir la suma de

P8.6 Calculeu la transformada de Fourier de f(z) = ¢~ /2%"
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SOLUCIONS

S8.1 (a)

S8.2 (a)

Tenim f,(x) — 0, Vx € R. Per tant, f,(z) convergeix punt a punt
cap a la funcié f(z) = 0. Per veure si també hi convergeix uniforme-
ment, notem que f,(z) pren els valors extrems a x = +1/y/n, on
fu(£1/y/n) = £1/(2y/n). Aixi doncs, donat £ > 0 tenim

o) = £ =

1
~0| < 50m<e

2\/n
si n > 1/(4€?), independentment del valor de z. Per tant, la conver-

gencia també és uniforme.

Ara tenim f,(x) — 0, Yz # 0, mentre que f,,(0) — 1. Per tant, f,(z)
convergeix punt a punt cap a la funcié discontinua

f(x)_{ 0 siz#0,

1 sixz=0,
d’on ja podem deduir que la convergencia no és uniforme, ja que les
funcions f,,(z) sén continues. Una altra manera de veure-ho és obser-
vant que donat € > 0, sempre podem trobar un punt x en el qual

x
1+ na?

o) = 1) = |z 0] 2
Només cal que < % (é _ 1> _
i} =G | = (v 2en 1) 5

Per tant, R = oo, és a dir, la serie convergeix Vo € R.

e - i} - {oen () =
Per tant, R = co.

Si fem u = (2x)? tenim

(1) (2g) 2t = (=1t
Z( )" (2) _sz( ) _

=0 2n+1 — 2n+1

El radi de convergencia de la darrera serie és

Retim oV f20 31
‘(In+1‘ 2n+1 ’

i com que |u| <1< |z| <1/2. La serie original té R = 1/2.
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O IR e “m{5 (> 1)} -

(e) R= [lim{m}}_l = [lim{(lnn)l/QH_l =0

Per tant, R = 0, és a dir, la série només és convergent al punt x = 0.

o nem e} T

S8.3(a) |1/x| < R < |x| > 1/R.
(b) l[t—1|<Rexe(l—R,1+R).
(¢) lt—1]>1/Reze (—o0,1—%)U(1+ 5, +00).
(d) |lnz| < Renz e (—R,R) & x e (e B eh).
(e) |sinz| < R< sinz € (—R,R). Atot Rsi R> 1.
(f) e <Rz <InR.
n+1 1
S8.4 (a) Rzlim{%} = 3.
"n

(b) L’interval de convergencia és (—1 — 3, —1+ 3) = (—4, 2).

& —3)" e —1)"
En el punt x = —4 tenim ; % = ; ( n) , que és convergent
(serie harmonica alternada).

o0 n

(o.9]

1

En el punt z = 2 tenim — = Z —, que és divergent (série
n= 1 n=1 n

harmonica).

(c) La serie de les derivades és

Z(

n=1

1A (z +
D
La serie del costat dret és la serie geometrica, que és convergent quan

|(z 4+ 1)/3| < 1, és a dir, quan z és dins de 'interval de convergencia
(—4,2). Com que Y 2 " =1/(1—r),si |r| <1, tenim

S nmt o1 1 1
Z—(W“n) S-S — , ze(—4,2).
=3 31-(%) 2-w

(d) Si integrem terme a terme des de x = —1 fins a x recuperem la serie

original i, per tant, el mateix passa amb la seva suma. Aixi doncs,

i(x;—i)nz/j%dt:[—ln@—t)]ﬂzln <2Ex)

n=1
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S8.5 (a) Com que la funcié és parella, tenim

by =0, k=1,23,...

ao:/_zf(x)dx:2/01f(x)dx:2/01(1—x)d3::1,

1
ag = 2/ (1 —z) cos(kmx) dx
0
1

_ {2(%@%}0—2/01%(—@)

™

a [2(1 ) ko 2 (km)? k272

La serie de Fourier és, doncs,

sin(kmx) cos(kma)} ! o 1- (—1)*

1 - (=D
5 +2 kz:; e cos(kmz)
1 4 cos(kmz) 1 4 = cos[(2k — 1)ma]
R Z 2 _2+7TQZ (2k —1)2
k senar k=1
1 4 (cos(mx) cos(3mx) cos(5mx)
27 ( 1z Ty T T

ja que f(z) és continua a tot arreu.

(b) Si fem z = 0 a la igualtat anterior tenim

1 4 & cos0

JO=1=5+ 52 -1

és a dir,
0 2
2 G 2k —1)? ?‘
k=1
(c) En aquest cas, la igualtat de Parseval s’expressa 5 f_ll f(x)*de =

2
ao 1 o 2 Y 1
2+3 ) p—1 @~ D’una banda tenim

%/llf(x)mx:/Olf(x)de:/Ola_x)?dx:%,

i de l'altra,

8 1
+F;(2k—1)4‘

A~ =

g: _

»blow
l\DI»—t
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S8.6

Per tant,
4

> T
Py 2k—1 T 96

k=1

J/c\( ) 1 e —x2/2a? —ixy d 1 e —(;%—i—ia:y) d
Y) = — e e r = —— e \2a xT.
V2T J o V2T J oo

Si “completem quadrats” a l’exponent tenim
| =—=+ixy|=—|—+ —F= —
202 Vaa | V2 NG

iry 1 2,2 +oo z ay )2
f(y)_\/?e—ayﬂ/ 6_<7 T> dx
m _

1 2 oo 2
— 2 e V2adt =|ae e~ 0V?/2
V2T /_oo 7

onhemfetelcanvit:<f+i‘}g> x—a\/_< > de = av/2 dt,

i hem fet servir que fjoo ~dt = /7.

Veiem, doncs, que la transformada de Fourier d’una gaussiana és una al-
tra gaussiana. El parametre a mesura ’amplada de la gaussiana e~/ 2“2,
ja que el seu valor és petit quan |z| > a i és gran quan || ~ a. Observem
que la quantitat 1/a juga el mateix paper a la gaussiana transformada.

Per tant,

Aix0 vol dir que si a es fa petit, f(z) s’estreny i f(y) s’eixampla, 1 quan
a es fa gran passa el contrari. En qualsevol cas, el producte de les “am-
plades” de f(z) i f(y) es manté fix.

En el limit a — oo la funcié f(x) esdevé la funcié constant 1 i la funcié
f(y) esdevé infinitament estreta i alta (la “funcié” ¢ de Dirac, que no és

una funcié siné una distribucid).

Finalment, notem que quan a = 1 la transformada de Fourier de f(z) és
ella mateixa

o~

f(:E) _ 6—:52/2 T. Fourier f(y) _ €—y2/2'
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A Nombres complexos

A.1 Cos C dels nombres complexos

El conjunt R dels nombres reals és un cos ordenat arquimedia complet (és
I'inic amb aquestes propietats), pero té una limitacié, no existeixen les arrels
quadrades (en general, les arrels d’index parell) dels nombres reals negatius. La
solucié d’aquesta limitacio requereix una ampliacié de R: els nombres complexos.

Cos dels nombres complexos
Considerem el conjunt C = R x R = {(x,y) |2,y € R}. Expressem els seus
elements amb z = (x,y) i definim les operacions

def

Suma: z + 2 = (x,9) + (2',y) = (v +2',y +3).
def

Producte: z-2' = (z,y) - (¢',y") = (v’ — yy/, xy + 2y).

Amb aquestes operacions (C,+,-) és un cos (el cos dels nombres complezos), ja
que

o (C,+) és grup abelia:

+ és associativa,
+ és commutativa,
hi ha un element neutre: 0 = (0, 0),

cada element z = (z,y) té simetric: —z = (—z, —y).
o (C—{0},") és grup abelia:

- és associativa,
- és commutativa,
hi ha un element neutre: 1 = (1,0),

cada element z = (z,y) # 0 té simetric: 2! = (51, br)-

o - és distributiu respecte de +.

Normalment escrivim 0,1, 2" — 2,22/, 1/zi2'/zenlloc de 0,1, 2"+ (—2), 22/, 2~

izz71,
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C conté R

Podem identificar els nombres complexos de la forma (x,0) amb els nombres
reals, ja que (z,0) + (2/,0) = (z + 2/,0) i (2,0) - (2/,0) = (x2’,0), és a dir,
I'aplicaci6 R — C que transforma = — (z,0) és un homomorfisme injectiu. R
és, per tant, un subcos de C.

Producte d’un nombre real per un nombre complex
SiAeRiz=(x,y) € C, tenim que \z = (\,0)(z,y) = (Az, A\y). Aquest
fet, juntament amb la forma com se sumen dos nombres complexos, fa que el
conjunt C tingui també l'estructura d’espai vectorial de dimensi6 2 sobre R
i que puguem visualitzar el complex (x,y) com un vector d'un pla real que
anomenem pla complex. Notem que la suma de complexos segueix la regla del
paral-lelogram), pero els vectors d’aquest pla també es poden multiplicar. Els
nombres reals se situen a ’eix horitzontal (“eix real”) del pla complex.

(z,9)

La “unitat imaginaria”
Representem per i el complex ¢ = (0,1) i anomenem unitat imaginaria.

\ 4

El nombre complex ¢ té la propietat:

ja que i = (0,1)(0,1) = (—=1,0) = —1, és a dir, 7 és 'arrel quadrada del nombre
real —1. El problema de l'arrel quadrada dels nombres reals negatius queda,
doncs, resolt perque si a és un nombre real positiu, iy/a és I'arrel quadrada de
—a, ja que (iy/a)? = ia = —a. Més endavant veurem que el problema de I'arrel
(no només quadrada) queda resolt completament a C.
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C no és un cos ordenat

TEOREMA: El cos C no admet cap ordenaciéo < que compleixi

Pl) z<zZ =z4+w<2 +w.
P2) 2,2/ >0= zz' > 0.

DEMOSTRACIO: si aquesta ordenacié existis, tindriem 7 > 0 07 < 0.
En ambdds casos arribariem a una contradiccid:

P2 };1>) 0>1
i>0 2 2=_1>0 P2) (contradiccid)
= (-1)*=1>0

) P1 . P2 . L
i<o & _i>0% (—=i)> = —-1>0 = ... (contradiccié). <
C no és, doncs, un cos ordenat. No tenim, per tant, nombres complexos
positius ni negatius. De fet, no podem posar els simbols >, > < o < entre
nombres complexos.

Parts real i imaginaria d’'un nombre complex
Si z = (z,y), anomenem part real de z a la seva primera component x i part
imaginaria de z a la seva segona component y. Ho expressem

x =Re(z), y=Im(z).

Tant Re(z) com Im(z) sén nombres reals.

Els nombres reals sén els complexos que tenen la part imaginaria nul-la.
D’altra banda, els nombres complexos que tenen la part real nul-la s’anomenen
nombres complexos imaginaris. Sén els de la forma (0,y) i s’escriuen també iy,
jaque (0,y) = y(0,1). A diferéncia del que passa amb els nombres reals, els ima-
ginaris no tenen estructura de cos, ja que el producte no és intern (el producte
de dos imaginaris és real). Els nombres imaginaris se situen a ’eix vertical (“eix
imaginari”) del pla complex.

Conjugat d’un nombre complex
Si z = (z,y), el seu conjugat és z* =z = (z, —y).

Es compleix
(2*)* = 2, (22 =227 (22))* =227, (2/2)* = 2% /2",
z+ 2" =2Re(2), z—2z"=1i2lm(z), z2z*=2%+y?=Re(2)?+1Im(2)? € R,

2=2" & z€eR, z = —2* & z és imaginari.
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Modul d’un nombre complex
El modul d’'un nombre complex z = (x,y) és el nombre real

r=|z| ©f Vo = 2+ y2 = +4/Re(2)? + Im(2)2.

Quan z és real, el seu modul és el seu valor absolut. Per tant, el modul estén a
tot C el concepte de valor absolut definit a R. Geometricament, el modul és la
“llargada” del “vector” z.

Propietats del modul:

1) |z| > 0siz#0,

2) [0[ =0,

3) 22| = |zl - |Z'] (= [1/z] =1/]z]),

4) |2+ 2] < |z +[7].
Tenim també

[Re(2)], Im(2)] < [2] < [Re(2)| + [Im(z)],

jaque |z], [yl < /a2 +y? < |a| + Jyl.

Argument d’un nombre complex
L’argument d’'un nombre complex z = (z,y) és angle ¢ que forma el “vector” z
amb l’eix real positiu, mesurat en el sentit trigonometric positiu ( “antihorari”).

z

, p=argz

Un nombre complex té, de fet, una infinitat d’arguments que difereixen entre
ells en multiples enters de 27, pero només un d’ells, I’argument principal Arg z
(amb majuscula), és a U'interval (—, 7| (de vegades pot ser convenient definir-lo
a 'interval [0, 27)). Tenim

Arg z = arctan Y + km,
x

on k =0 si z és al primer o quart quadrant, £k = 1 si és al segon i k = —1 si és
al tercer. Obviament es compleix que Argz* = —Arg 2.
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EXEMPLE: el modul i argument principal de z = (—1, —v/3) s6n

2] =/ (—1)2 + (V=B = VA =2,

Arg z = arctan

ja que z és al tercer quadrant.

Distancia entre nombres complexos
La distancia entre z 1 2’ és

d(z,2) |z = 2| = V(@ -2+ (y— v)2 = Vd(z, o) + d(y,y')? ,

que coincideix amb la distancia entre nombres reals quan z i 2’ sén reals.

Propietats de la distancia:
1) d(z,7') > 0si z # 2/,
2) )=0
3) ) =d(%,2),
4) N <d(z,z2")+d(2", 7).

Tenim també

d(z,z
d(z,z
d(z,z

d(z,2"),d(y,y") < d(z,2") < d(z,2") + d(y,y),
i, per tant,

d(z,2') >0 < { Z

A.2 Expressi6é dels nombres complexos

Forma binomzial d’'un nombre complex
El nombre complex z = (z,y) es pot expressar (z,y) = z(1,0)+y(0,1) = x1+yi,

és a dir,
(forma binomial de z).
Notem que

(2,9) + (" ¢) = (e +iy) + (@' + i) = (x +2) +ily + ) = (z + 2"y +4),
(z.9)(a"y) = (z +iy) (2’ +iyf) = za’ +i(zy + 2y) + iy
= (v’ —yy) +i(ay +a'y) = (w2’ — gy, 2y + 2'y).
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Veiem, doncs, que funciona la “recepta” segiient:

Recepta: Es pot tractar ¢ com si fos una variable real,
perd tenint en compte la “propietat” i? = —1.

Aquesta recepta ens servira per definir les funcions elementals dels nombres
complexos.

Forma trigonomeétrica d’un nombre complex

Si fem servir coordenades polars, la forma binomial del nombre complex z+1y es
pot reexpressar en termes del modul r i de 'argument ¢ de z, ja que z = r cos ¢,
y=rsing

z =r(cosp +isingp) (forma trigonometrica de z).

La forma trigonometrica ens dona una interpretacié geometrica del producte
de dos nombres complexos. En efecte, si z = r(cosp + ising) i 2/ = 1'(cos ¢’ +
ising’) tenim
22" = rr'(cosp +isinp)(cos ¢’ +ising’)
= rr'[(cospcos ¢ — singsin ') + i(sin @ cos ¢’ + cos psin ¢')]
= rr'[cos(p + ¢') +isin(p + ¢')],
és a dir,

22| =rr’ = 2] '], arg (22') = ¢ + ¢ = arg(z) + arg(z).

El modul del producte és el producte dels moduls.

L’argument del producte és la suma dels arguments.

2z
/
Y+
/
2z
[
rr’ /
/
v /
G
TR

En particular, si n € N tenim
|2 =", arg(z") = ne.

Per tant, si elevem a la poténcia n el nombre complex de modul /7 i ar-
gument ¢/n, obtenim z la qual cosa ens indica que no hi ha cap problema en
trobar I’arrel n-ésima d’un nombre complex (ni, per tant, d'un nombre real). El
problema de I’arrel queda, doncs, completament resolt a C. Aquesta propietat
és visualment més clara si expressem z en forma polar, una variant molt més
compacta, manipulable i 1til de la forma trigonometrica.
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Forma polar d’un nombre complex

Comencem definint ’exponencial d’'un nombre imaginari, e¢'?, on ¢ € R. Per

fer-ho, apliquem la “recepta” (manipular i com si fos real pero recordant que
)

i? = —1) a la serie de poteéncies de e

i | (ip)* | (ip)?

i _ ..
relt ey oy
2 4 3 5
. ¥ ¥ . ¥ Y _ -
—(1—5+Z—---)+z(w—§+§—“')—COS¢+151HSD-

Llavors definim

i def ..
e'¥ = cosp + isin p.

Amb aquesta definicié el nombre complex z = r(cos ¢ + isin @) s’expressa

(forma polar de z).

Notem que la forma polar és perfectament compatible amb la “recepta’, ja
que si z = re® i 2/ = e, i manipulem les exponencials com si fossin reals,
obtenim

27 = re¥rle = ppletlete) o on = (Tei”)n = e,

Amb la forma polar arribem als resultats segiients:

1) Les arrels n-ésimes d’un nombre complex
D’acord amb I'tdltima igualtat, donat un nombre complex z = re’¥, sempre en
podem trobar un altre w = pe'® tal que w™ = z. Només cal prendre p = {/r i
o = @/n. El nombre complex w = {/7e'?/™ és I'arrel n-esima de 2.

Pero, de fet, n’hi ha més d’arrels n-e¢simes perque z té infinits arguments
¢+ 2nk, k € Z. Cada cop que augmentem o disminuim ¢ en 27, I’argument de
w augmenta o disminueix en 27 /n. Hi ha, doncs, n arrels n-ésimes de z diferents

Yz = 3fretlethin g =0,1,2,...,n—1.

EXEMPLE: Busquem les arrels ctibiques de z = —8. Si expressem 2z
en forma polar tenim z = 8¢/"27%) i per tant,

(—8)1/3 _ [8ei(w+2nk)] /3 _ 2¢i(n+27k) /3
on k=0,1,2. Les tres arrels ctiibiques de z = —8 sén, doncs,
2¢X™/3) = 2 (cos(m/3) + isin(n/3)) = 1+ iV/3,
26'37/3) = 9¢'m — _92,
2e"57/3) = 2" ="/3) = 1 — /3.
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2) Férmules d’Euler
Si aillem cos ¢ i sin ¢ a les igualtats e**¥ = cos ¢ & i sin ¢ obtenim

el 4 e~ _ el — e
—, sinp=—-——
2 ’ 21

3) Férmula de De Moivre
Si elevem a n (n € N) la igualtat €'Y = cos ¢ + isin ¢ tenim

cos p =

(Férmules d’Euler).

(cosp +ising)" = (e'¥)" = e = cosny +isinne | (F. de De Moivre).

Aquesta férmula ens dona cosnyp i sinng en termes de cos ¢ i sin ¢:

cosny = Re[(cosp + isin)"], sinng = Im[(cos ¢ + isinp)"].

EXEMPLE: Expressem cos(3¢) i sin(3¢) en funcié de cos ¢ i sin ¢.

cos(3p) + isin(3yp) = ¥ = (€")® = (cos p + isin p)*
= cos®  + 3i cos® psin ¢ + 332 cos wsin® ¢ + > sin® ¢
= [cos3 @ — 3 cos psin® go} +1 [3 cos” psin ¢ — sin® go}

= cos(3yp) = cos® p — 3cospsin® ¢ ; sin(3p) = 3 cos® psiny — sin® .

4) Curiositat

Si fem ¢ = 7 obtenim que relaciona e, i, w, 11 0.

A.3 Successions de nombres complexos

Una successio de nombres complexos és una aplicacié de N sobre C
N — C
n — Zp =Ty, + 1Y,
que representem per {z,} = {z1, 22, 23, ...} = {x1 + i1, T2 + 1Yo, x3 + Y3, .. .}.

Successié convergent
La successi6 {z,} és convergent i escriurem lim{z,} = w o, també, {z,} — w si

Ve > 0 (¢ € R), Ing € N tal que d(z,,w) < &, Vn > ny,
0, equivalentment, {z,} — w si lim{d(z,,w)} = 0. Notem que

{2} = Re(w),
Gnf 0 & { (e} = (),

és a dir, una successio de nombres complexos és convergent si i només si les
successions de les parts reals i la de les parts imaginaries sén convergents.
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Successié de Cauchy
La successi6 {z,} és de Cauchy si

Ve >0 (e € R), Ing € N tal que d(z,, zm) < €, Vn,m > nyg.

Notem que
{z,} de Cauchy
{yn} de Cauchy

és a dir, una successiéo de nombres complexos és de Cauchy si i només si les
successions de les seves parts reals i la de les seves parts imaginaries també ho
son. Pero aquestes sén successions de Cauchy de nombres reals i sén, per tant,
convergents, ja que R és complet. Aixo fa que les successions de Cauchy de nom-
bres complexos siguin també convergents, és a dir, C també és complet.

{z,} de Cauchy < {

A.4 Topologia de C

Les definicions i propietats sén identiques que en el cas de R:

- Entorn de centre zy i radi r: E(zo,7) = {z | d(z,20) < r}.

- Entorn perforat: E(zo,7) — {20} = {20 < d(z,20) < r}.

20 E(zo,1)

- Punt zq interior a un conjunt A: si hi ha algun entorn £(zq,7) C A.
- Punt z, exterior a A: si és interior al complementari de A (A = C — A).

- Punt 2y frontera de A: si no és interior ni exterior (< tot entorn de 2z
conté elements de A i elements de A).

- Punt 2y d’acumulacio de A: si tot entorn perforat de zy conté elements de A.
- Conjunt obert: si tots els seus punts sén interiors.

- Conjunt tancat: si conté els seus punts d’acumulacié (< el seu comple-
mentari és obert).

- Conjunt fitat: si esta contingut en algun entorn de 0 (&< el conjunt dels
moduls dels seus elements és fitat superiorment).

- Conjunt compacte: si tota successié conté alguna successio parcial conver-
gent (< és tancat i fitat).
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A.5 Funcions elementals

Estenem a C les funcions elementals definides a R. Les definicions es fan sempre
forgant la validesa de la “recepta”.

Funcio exponencial
Si z =z +iy i usem la “recepta” tenim e* = "W = e%e"¥ = e*(cosy + isiny).
Aixi doncs, definim

ez e”(cosy + isiny).

Tenim, doncs, |e?| = e = ef¢) arg(e?) =y = Im(2).
62
6I
z
e Y

Funcié logaritmica
Si 2 = €' i usem la “recepta” tenim Inz = In(re*?) = Inr + In(e*?) = Inr + i¢p.
Aixi doncs, definim

Inz % In |z| +iarg(2) |= Inr +i(p + 27k)

=In x2+y2+i<arctang+27rk>, ke Z.
x

El fet que z tingui una infinitat d’arguments fa que tingui també una in-
finitat de logaritmes, tots amb la mateixa part real (Inr) perdo amb diferents
parts imaginaries (¢ + 27k), amb k € Z. Es un exemple de funcié multivalua-
da. S’anomena logaritme principal el que té com a part imaginaria I’argument

principal de z.
©+3m i |
, Inz
!
427 . \
© \ Inr

el—"/

p—2m

D’altra banda, el fet que tots els nombres complexos (llevat del 0) tinguin
logaritme fa que també sigui aixi per als nombres reals negatius. Per exemple,
In(—2) = In2 +in (+i27k).

Es facil comprovar que e"# = z, i també que In(e*) = z (+4i27k).
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Poténcia d’exponent complex i exponencial de base complexa
Si a i b sén nombres reals (amb a > 0), tenim a® = €®™¢. Si mantenim aquesta
igualtat quan a i b sén nombres complexos, arribem a les definicions segiients:

1) Poténcia d’exponent complex
Si a € C, definim

a déf 6a1nz_

z

En general, la funcié és multivaluada, ja que Inz ho és. Es univaluada
quan a € Z i n-valuada quan a = 1/n, amb n € N (les n arrels n-esimes

de z).

2) Exponencial de base complexa
Si a € C, definim

z déf ezlna_

a

Es univaluada un cop es fixa la determinacié de 'argument de a (i, per
tant, del seu logaritme).

Funcions trigonometriques
Si a les formules d’Euler sin = (€% — e7%?)/2i i cos p = (€' + e7'?)/2, subs-
tituim el nombre real ¢ pel complex z, arribem a les definicions segiients:

sin 2 def croe” COS 2 dof ccre”
21 ’ 2
i també,
def SIN 2 e —e ™" def 1 def 1 def 1
tanz = = — —; cotz = ; secz = ; CSCR = — .
cosz (e + e ) tan z Cos z sin z

Soén funcions univaluades, ja que 'exponencial també ho és, i tenen periodi-
citat 27 en la direccié paral-lela a l'eix real, és a dir,

sinz = sin(z 4+ 2m), cosz = cos(z + 2m), ete.
Compleixen les mateixes relacions que les corresponents funcions de variable real

cos’z +sinz =1, cos(—z) =cosz, sin(—z)= —sinz,

sin(z 4+ 2') =sinzcos 2’ + cos zsin 2’, cos(z + 2') = cos z cos 2’ — sin zsin 2/, ete.

Les funcions sin z i cos z unicament s’anul-len, respectivament, als punts kx i
(k + 3)m de leix real.
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Funcions hiperboliques
La substitucid, a les definicions sinhx = (¢* —e™*)/2 i coshz = (e* + e %) /2,
del nombre real x pel complex z, ens porta a les definicions segiients:

. def € — €7 det €+ €%
sinhz = ——, coshz = ———
2 2
i, també,
qef sSinhz  e* —e™? def 1
tanh z = = , cothz = )
coshz e*+4e = tanh 2

Sén, també, funcions univaluades i tenen periodicitat 27i en la direccié paral-lela
a l’eix imaginari, és a dir,
sinh z = sinh(z + 27i), cosh z = cosh(z + 2mi), etc.
Compleixen les mateixes relacions que les corresponents funcions de variable real
2 L12 - . L
cosh” z — sinh® z =1, cosh(—z) = cosh z, sinh(—z) = —sinh z,
sinh(z + 2’) =sinh z cosh 2’ + cosh z sinh 2/,
cosh(z 4 z") = cosh z cosh 2’ + sinh z sinh 2/, etc.
Les funcions sinh z i cosh z Unicament s’anul-len, respectivament, als punts ks
i (k+ 3)mi de I'eix imaginari.
Les funcions trigonometriques i les hiperboliques es relacionen entre elles de
la manera segiient:
cos z = cosh(iz), sinz = —isinh(iz) o, també, isinz = sinh(iz),
cosh z = cos(iz), sinhz = —isin(iz) o, també, isinhz = sin(iz).
Aquestes relacions, obviament, també es compleixen quan z és real.
Funcions trigonometriques i hiperboliques inverses
Les podem calcular. Si w = arcsinz = z = sinw = (e" — e ™) /2i = " —
2iz—e ™ =0= (e")?—=2iz(e") -1 =0=e" =izt V1—22 = w =
—11n (zz ++v1 - 22). Un calcul semblant ens porta a arccos z i a arctan z:
arcsin z = —iln <zz +v1-— 22> , arccosz = —iln <z +vz2— 1),
1+ 2z

i—2z)

1
arctan z = = In
2

Similarment,
sinh™ 2z =1n (2 + V22 + 1> , cosh™tz=1In (z + V22— 1),

1 1
tanh 'z = = In Tz .
2 11—z
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A.6 Trigonometria circular i trigonometria hiperbolica

A partir de les igualtats

cosx = cosh(ix), cosh z = cos(ix),
sinx = —isinh(iz),  sinhz = —isin(ix),

podem trobar per a cada relacié trigonometrica circular la corresponent hiperbolica

Trigonometria circular Trigonometria hiperbolica
cos?x +sinz =1 cosh? z —sinh?z = 1
Suma:
sin(z + y) = sinz cosy + cosxsiny sinh(z + y) = sinh x coshy + cosh x sinh y
cos(x + y) = cosxcosy — sinxsiny cosh(z + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y
tanzx + tany tanh x + tanhy
tan(z +y) = 1 —tanxztany tanh(z + y) = 1+ tanh x tanh y
Angle doble:
sin(2z) = 2sinz cosx sinh(2x) = 2sinh z cosh z
cos(2x) = cos? x — sin’ x cosh(2x) = cosh? z 4 sinh? z
tan(2z) = min:;: tanh(2x) = 21;&711}1:5
1 —tan“z 14 tanh®z

Angle meitat:

n 3) =5 a3

(§>_ 1+ cosx h(f)
cos 5 _\/72 cos 5

x 1 —cosx T
o (2) = /Lo tonn (£)
2 1+ cosx 2

/—1+ coshx
2
/1+ coshzx
2
/—1+4 coshz
1+ coshz

Conversié de suma a producte:

sinx + siny = 2sin (x—"y) cos ( 5 sinh z + sinh y = 2sinh (%"y> cosh ( %5
sinz — siny = 2 cos (%"y) sin ( %5 sinh z — sinh y = 2 cosh (%ﬂl) sinh ( %5¥
cosx + cosy = 2 cos ( ery cos (%) cosh z + coshy = 2 cosh (L;'y co ( )
cosT — cosy = —2sin (I—;y) sin (%) coshz — coshy = 2sinh (Lﬂ” sinh (%)
i + h(
tanx + tany = M tanh x + tanhy = sinh(z + y
COS T COS Y cosh x cosh y

Conversié de producte a suma:
sinz cosy = [sin(x + y) + sin(x — y)]/2 | sinhx coshy = [sinh(x + y) + sinh(z — y)]/2
coszsiny = [sin(x + y) —sin(x — y)]/2 | coshasinhy = [sinh(z + y) — sinh(z — y)]/2
cosz cosy = [cos(z + y) + cos(z — y)]/2 | coshax coshy = [cosh(z + y) + cosh(z — y)]/2
sinxsiny = —[cos(z + y) — cos(z — y)]/2 | sinhzsinhy = [cosh(z + y) — cosh(z — y)]/2

Derivades:
(sinz)" = cosx (sinhz)" = coshz
cosz) = —sinz coshz) =sinhz
(cos)
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A.7 Series de nombres complexos

Si{zn} = {xn + iy} és una successié de nombres complexos, diem que la serie
> re i 2k és convergent 1 que la seva suma és Z = X + 1Y si lim{Z,} = Z, on
n ’ . . . n 7’ .
Zy =Y n_q 2k és la suma parcial n-esima. Si X,, = > _; x) és la suma parcial
N . n , . . .
n-esima de les parts reals de z, 1 Y,, = > /'_, yr és la suma parcial n-esima de
les parts imaginaries, tenim

Sa-zezioze {08 e (Fonoy)

Es a dir,

una serie de nombres complexos és convergent si i només si
la serie de les parts reals i la de les parts imaginaries
(ambdues de nombres reals) sén convergents.

Per tant, tindrem també
oo
Z 2z, convergent = lim{z,} = 0.
k=1
Diem que la serie de nombres complexos > - | 2y, és absolutament convergent
si la série de nombres reals Y25, |2 és convergent. Es facil veure que

oo o0 [e.@]
Z 2 absolutament convergent < Z Tp 1 Zyk absolutament convergents.
k=1 k=1 k=1

DEMOSTRACIO: notem que |xy|, |ye| < |zk| < k| + |yx| 1 apliquem
el criteri de comparacio per a series reals de termes no negatius. <

Com en el cas de les series reals, també es compleix que

Si Y po, 2k 6s absolutament convergent, aleshores Y - | zx és convergent.

DEMOSTRACIO:
. > |xg| conv > xp conv -
k . k .
;;1 21| conv. < {Z 0 COHV} = {Zyk CODV} & ;;1 2, conv.

Els criteris de convergencia absoluta per a series de nombres reals son,
obviament, aplicables a la série Y ;- |z| 1, en particular, podem utilitzar els
criteris de l'arrel i del quocient:

(o B _ )
Si im{{/|z|} = Siaw<1: > 77, 2 és absolutament convergent,
o = ¢ sia>1: Y2 z no és convergent,

lim {M} =« si @« =1: no es conclou res.

£
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A.8 Series de potencies complexes

Sén series del tipus Y~ an(z — ¢)", on a,,c € C i z és una variable com-
plexa. Com en el cas de les series de potencies reals, només cal estudiar la serie
Yoo o 2", relacionada amb lanterior pel canvi z — z — c.

Es facil demostrar (la demostracié és identica a la del cas de les series de
poteéncies reals) el teorema de la convergencia absoluta de les séries de poteéncies.

TEOREMA: Si )~ a,z" és convergent en el punt z = zg, aleshores > a,,2"
és absolutament convergent (i, per tant, convergent) en tot punt z tal que
2| < |zl

Consegiientment, si ZZOZO a,2" no convergeix quan z = 2y, tampoc no pot
convergir quan |z| > |z|. Hi ha, doncs, un nombre real no negatiu, R, tal que
Y oo g anz™ convergeix absolutament quan |z| < R ino convergeix quan |z| > R.
Quan |z| = R no es pot, en general, afirmar ni una cosa ni l'altra (la seérie pot
convergir en alguns punts o en cap, depenent dels coeficients a,). R és el radi
de convergéncia de la serie i la regié |z| < R és el seu disc de convergéncia.

Com en el cas de les series de potencies reals, tenim

R= [hm{m}r:hm{ la,| }

|an+1|

Evidentment, la serie Y - a,(z — ¢)" té el mateix radi de convergéncia que
00 n N . NI ‘s , . ,
Y e 2™ pero el seu disc de convergencia és la regié |z — ¢| < R, és a dir, és
un disc de radi R centrat en el punt ¢ del pla complex.

fo:o anz" ZZO:O an(z —c)"

no convergent no convergent

eC

\ absolutament ‘\ absolutament

convergent convergent
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A.9 Problemes
PA.1 Expresseu en forma polar, re'?, els nombres complexos segiients:
(a) z=4v2(—1+1) (b) z = —e/4

PA.2 Trobeu tots els valors (si n’hi ha més d’un) de:

(a) z=1Ini (e) z =1

(b) z = sin(2i) (f) z = cosh(ir)
(c) z=1° (g) z=In(1+1)
(d) z=14! (h) z = tanh™'(0)

PA.3 Calculeu:

(a) Les arrels cibiques de z = —27

(b) Les arrels quartes de z = 8v/2(1 — 1)

PA.4 Resoleu les equacions
(a) eVZ+1=0 (b) sinz =0 (c) cosz =2
PA.5 Identifiqueu les regions del pla complex que compleixen

(a) |2 <2 (c) [z =1 =]z -2
) 1<|z—i[<3 (d) |z—1|+]|z—2 =4

SOLUCIONS

SA.1(a) |z| = \/(4\/5)2 + (4v/2)2 = 8, Arg(z) = arctan(—1) = 37/4, ja que 2

és al segon quadrant. Per tant, z = 8¢™7/4,

(b) z = —e™/* = ¢imeim/4 = 7/4 = ¢=837/4 (si prenem 'argument princi-
pal a l'interval (—m, ).

SA.2 (a) Ini =1In|i| + iarg(i) =i (g + 27rk:>, keZ.

i(26) o —i(23) -2 2 2 -2
(b) sin(2i) = < 2; = > S 26 — isinh2.
(C) 1z — eilnl — 6i(i27rk) — 6—27rk’ LeZ.

(d) Z'I — elni _ ei(g-i-Qﬂ'k) — .
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(e) Zz — eilni _ 6i[i(%+27rk)] — 67(%+27rk), LeZ.
(f) cosh(ir) = % =cosm = —1.

() In(1+14) zln\/§+i<%+2ﬁk), kel

e —e”?
(h) Si z = tanh™*(0), tenim 0 = tanh z = e p— = e* = e %, és a dir,
e* +e”

1
e* = 1. Per tant, tanh™'(0) = z = §ln1 =irk, k € Z.

SA.3 (a) V27 = [27ei(”+27rk)] Ve 3eiﬂ+32ﬂk, k =0,1,2. Tenim, per tant, tres
valors de v/—27:

i i3x i —iZ
Zp = 3€'3, 71 =3e"3 = =3, 29 = 3e'3 = 3e” '3,

. - 1 . T
(b) /8v2(1 —i) = [16e(-F2) ] T 20i(-H+5) 1= 0,1,2,3.

Tenim, doncs, quatre valors de /8v/2(1 — i) :

;I jom §23m —3
zg = 2e”'16, z1 = 2e'T6, 29 = 2e" 16, z3 = 2e'16 = 2e

=|©
]

SA4(a) eV?+1=0= 2= [In(-1))? = [i(r +27k)]> = —72(1 + 2k)?, k € Z.

1z —z

(b) sinz = 0= < _2,6 =0= ¢e” =¢ % & 2" = 1. Per tant,
i
In(1 2k
Lo @k L ez
2 2

(c) (" +e™)/2=2=¢%+e =4 = (%) —4(e?)+1=0=>
€* =243 =iz=In(2+3) +i2rk = 2 = —iIn(2 £ V3) + 27k,
keZ.

SA.5 Recordem que |z — 2| és la distancia entre els punts z i 2’.

i

(a) Conjunt de punts de 'interior del disc de radi 2 centrat en I'origen.

(b) Conjunt de punts de la corona circular de radi extern 3 i radi intern
1, centrada en el punt z = i.

(¢) Conjunt dels punts equidistants de z = 11 de z = 2, és a dir, la recta
paral-lela a ’eix imaginari que passa per z = 3/2.

(d) Punts de I'el-lipsi de focus z = 11 z = 2 que talla I'eix real en els punts

r = —% iz = % El semieix major, a, és la meitat de la distancia

entre aquests dos punts, és a dir, a = 2. Amb el teorema de Pitagores
tenim a? = b* + d?, on a és el semieix major (= 2), b és el semieix
menor i d és la semidistancia focal (= 1/2). D’aqui trobem b = v/3/2.
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B Irracionalitat de 71 de ¢

A partir de la serie de Taylor de e* hem vist al capitol 8 que el nombre e és
irracional. Presentem aqui dues demostracions senzilles que només fan servir la
derivacio i la integracié, de la irracionalitat dels nombres 7 i e.

B.1 El nombre 7 és irracional

DEMOSTRACIO:! suposem, per arribar a una contradiccié, que 7 € Q i que, per
tant, es pot escriure m = p/q, on p i ¢ s6n enters positius. Construim el polinomi

f(:l,’) — xn(p _' qx)n _ Zinlckl‘k

n! n!

on n és un nombre natural que especificarem més endavant. Notem que els
coeficients ¢ sén enters i que f(x) només conté termes z* amb n < k < 2n.
Aixo0 fa que f i les seves derivades de tot ordre fU) prenguin valors enters a z = 0.
En efecte, f iles seves derivades d’ordre < n s’anul-len a x = 0, les d’ordre > 2n
s'anul-len a tot arreu i quan n < j < 2n tenim f9)(0) = jlc;/n! que és enter.
Com que f(z) = f((p/q) — x) i, per tant, f9(z) = (=1)7f9((p/q) — 2), les

funcions f i fU) també prenen valors enters a « = 7. Construim ara el polinomi
F(x) = f() = f"(@) + " (@) =+ (=1)"[*(2),
que, obviament, també pren valors enters a x = 01 z = m. Notem que

% [F'(z)sinx — F(x)cosx] = [F"(x) + F(z)]sinz = f(x)sinz.

Per tant,

)

/07T f(z)sinxdr = [F'(z)sinz — F(z)cosx]y = F(m) + F(0) € Z.

D’altra banda, com que a linterval [0,7] es compleix 0 < f(z)sinz <
7©"p" /n!, tenim les desigualtats

0< / f(z)sinzdr <
0
Aixi, si prenem n prou gran arribem a la contradicci6
F(m)+ F(0)€Z, 0<F(m)+ F(0)< 1.
Per tant, 7 ¢ Q. <

L NIvEN, I. 1947. “A simple proof that = is irrational”. Bulletin of the American Mathe-
matical Society, vol. 53, pag. 509.

7rn+1 n

— <1 (per a n suficientment gran).
n!
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B.2 El nombre ¢ és irracional

DEMOSTRACIO:2 novament, per arribar a una contradiccid, suposem que e € Q
i que, per tant, e = p/q, on p i ¢ sén enters positius. Considerem la integral

1
1

/ e fde=1——-.
0 e

Si integrem per parts n vegades obtenim

Si ara multipliquem la igualtat anterior per nle i aillem el terme de la integral,
obtenim

nl(e—1) —n! 1—1—1—1—1—1— +l —e/lx"e_xd:v
' ' 2! 3 n') ) ‘

Si prenem n > ¢, el costat esquerre de la igualtat anterior és un nombre enter.
D’altra banda, si n > e tenim

1 1 e
0<€/ x”e‘xdxge/ " dr = < 1.
0 0 n+1

Aix{ doncs, si prenem n > max{q, e} arribem a la contradiccid
1 1

e/ x"e *dx € Z, O<e/ e Tdr < 1.
0 0

Per tant, e € Q. &

9

2 KirowIT, S. 2009. “A remarkably elementary proof of the irrationality of e”.
https://stevekifowit.com/pubs/e.pdf (no publicat).
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