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Proleg

Aquest llibre tracta de funcions de variable complexa i és la continuacié
natural del calcul en una o diverses variables reals. Esta pensat principalment
per a alumnes dels primers cursos de fisica i de matematiques.

El llibre té cinc capitols amb titols autoexplicatius. En el primer presentem
els nombres complexos, les seves propietats, les formes d’expressié i els aspectes
topologics del pla complex. No té requeriments previs llevat del coneixement
dels nombres reals i de les seves propietats.

En el segon capitol presentem les funcions de variable complexa i els con-
ceptes de limit, continuitat i derivada, que sén similars als del calcul real. La
part del capitol dedicada a la derivada requereix el coneixement previ de les
derivades parcials d’una funcié real de diverses variables reals. El capitol con-
clou amb el concepte de funcié analitica (o holomorfa), que té un paper central
en el calcul complex.

El tercer capitol es dedica a la integracié sobre contorns del pla complex i ens
porta al teorema més important del calcul complex, el teorema de Cauchy, del
qual s’obtenen la major part dels resultats que es presenten a la resta del llibre.
Com a prerequisit només cal tenir un coneixement elemental de les integrals de
linia i de superficie, de funcions reals de diverses variables.

En el quart capitol es tracten les series numeriques i de funcions. S’estudien
en detall les series de potencies (de Laurent i de Taylor), la seva relacié amb les
funcions analitiques i la seva utilitat per classificar les singularitats d’una funcié.

Finalment, en el cinque capitol arribem al concepte de residu d’una singu-
laritat aillada i mostrem la seva utilitat per al calcul d’integrals definides reals i
la suma de series.

Tots els teoremes estan demostrats i el final de cada demostracio s’indica amb
el simbol ¢. Al llarg del text també hi ha exemples (destacats sobre fons gris).
Quasi tots sén aclariments o aplicacions directes de les definicions i teoremes
que els precedeixen, pero alguns soén incursions breus a temes més avancats.

Al final de cada capitol hi ha una col-leccié6 de problemes amb les seves
solucions. També s’ha inclos un apendix amb una col-leccié d’examens resolts
realitzats a la UAB entre els anys 2000 i 2003.
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1 Nombres complexos

El conjunt dels nombres reals, R, és un cos ordenat, arquimedia i complet (és
I'inic amb aquestes propietats), pero té una limitacié, els nombres reals negatius
no tenen arrel quadrada o, equivalentment, I'equacié 22 + 1 = 0 no té solucié
dins R. Aquest és un cas particular d'un problema més general, les equacions
polinomiques no sempre tenen solucié real. Per aquest motiu cal una ampliacié
de R: els nombres complexos.

1.1 El cos C dels nombres complexos

Sigui C el conjunt
C={(z,y): v,y eR}.

Designem els seus elements (seran els nombres complexos) per z = (z,y) i
definim les operacions suma + i producte - mitjancant
st = () + @ y)E (e + 2y +), (1.1)

/

z-z’:(a:,y)-(x,y’)g(mx’—yy’,my’—l—y:p’). (1.2)

Es facil comprovar que C, amb les operacions suma + i producte -, té l'estructura
de cos, ja que

1) € amb l'operacié + és un grup abelia:

(a) La suma + és associativa: z 4 (2 + 2") = (z + 2/) + 2", Vz, 2/, 2".

(b) Hi ha un element neutre o zero, 0 = (0,0), que compleix la relacié
z2+0=04+2=2,Vz.

(c) Per a cada z = (z,y) existeix l'element simetric, —z = (—z, —y), tal
que z+ (—2) =0.

(d) La suma + és commutativa: z + 2’ = 2’ + 2z, Vz, 2.
2) C — {0} amb l'operacié - és un grup abelia:

(a) El producte - és associatiu: z - (/- 2") = (2 - 2') - 2", Vz, 2/, 2",

(b) Hi ha un element neutre o unitat, 1 = (1,0), que compleix la relacié
z-1=1-2=2Vz.
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(c) Per a cada z = (z,y) diferent del zero (z # 0) existeix 1’element invers

Ll z -y
$2+y2’x2+y2 )

=zl .z=1.

tal que z - z7!

(d) El producte - és commutatiu: z-2' = 2"- 2z, Vz, 2.

3) El producte - és distributiu respecte de la suma +, és a dir, satisfa la
relacié z - (2/ +2") =z -2/ + 22" Vz, 2/, 2"

Normalment ometrem el simbol - i escriurem, per exemple, 2z’ en comptes de
z - 2. També usarem la notacié z — 2’ = z + (=2'), 1/z = 271 i z/w = zw ™.

Definicié 1.1 (Cos dels nombres complexos) El conjunt C amb les operacions
(+,) és un cos que anomenem el cos dels nombres complexos.

C conté a R

Podem identificar els nombres complexos de la forma (x,0) amb els nombres
reals, ja que (x,0) + (2/,0) = (z + 2/,0) i (x,0) - («/,0) = (x2/,0), és a dir,
I'aplicaci6 R — C que transforma x — (x,0) és un homomorfisme injectiu
(figura 1.1). En altres paraules, R és subcos de C. En endavant escriurem x en
comptes de (z,0) i, en particular, 0 i 1 en comptes de 01 1.

Figura 1.1: Representacié abstracta de 'homomorfisme x — (z,0) entre R i C.

Producte d’un nombre real per un nombre complex

SiAeRiz=(x,y) €C,dacord amb (1.2) tenim Az = (\,0)(z,y) = (Az, \y).
Aquest fet, juntament amb la forma (1.1) de sumar dos nombres complexos, fa
que el conjunt dels nombres complexos tingui també 1’estructura d’espai vectorial
de dimensi6 2 sobre R, i que puguem visualitzar el nombre complex (z,y) com
un vector d'un pla que anomenem pla complex (figura 1.2). Els vectors d’aquest
pla se sumen seguint la regla del paral-lelogram, perd, a més a més, també es
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poden multiplicar usant (1.2). Els nombres reals se situen sobre ’eix horitzontal
(“eix real”) del pla complex (figura 1.3).

Representarem els nombres complexos com vectors (figura 1.2) o com punts
(figura 1.3) segons ens convingui en cada cas.

z =T
0 (z,y) C
1 | ° °
I I o -
! 0o 7 (CL‘, 0)
X
Figura 1.2: Representacié d'un Figura 1.3: Inclusi6 de R en C. Concreci6 de la re-
nombre complex com un vector presentacié abstracta de la figura 1.1 al pla complex.

de R? (el pla complex).

La “unitat imaginaria”

Els nombres complexos de la forma (0,y) s’anomenen nombres imaginaris i se
situen sobre 'eix vertical (“eix imaginari”) del pla complex. A diferéncia del que
passa amb els nombres reals, els imaginaris no tenen l’estructura de cos, ja que
el producte no és intern (el producte de dos nombres imaginaris és un nombre
real).

Definici6 1.2 (Unitat imaginaria i) La unitat imaginaria és el nombre complex

i = (0,1).

Figura 1.4: La unitat imaginaria, 1.

La unitat imaginaria es representa a la figura 1.4. Observem que

i2=i-i=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1,
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és a dir, 7 és ’arrel quadrada del nombre real —1. Veiem, doncs, que el problema
de 'arrel quadrada dels nombres reals negatius queda resolt. En efecte, si a és un
nombre real positiu, i1/a és I'arrel quadrada de —a, ja que (i1/a)? = i*a = —a.
Veurem més endavant que el problema de 'arrel (no només quadrada) queda
completament resolt a C.

C no és un cos ordenat

Un cos ordenat és un cos amb una relacié d’ordre total, < | compatible amb les
operacions + i - del cos. Es a dir, que per a tot a, b i ¢ es compleix

a<b = a+c<b+ec, (1.3)
0<ab = 0<a-b. (1.4)

Comprovem ara que aixo no pot passar a C.

Teorema 1.1 C no és un cos ordenat.

DEMOSTRACIO: En efecte, si aquesta ordenacié existis, com que
i # 0 tindriem 0 < i 0 0 > i. En ambdés casos arribariem a una

contradiccio:
1.3
o 2 <0 o
0<i =0<i"=-1 (1.4) (contradiccid)

= 0<(-1)?*=1

1.3
0> (£)>0<—z'

(1.4)
= 0< (—i)’=-1 { com abans } (contradiccid)

<

No existeix, doncs, cap ordenacié de C compatible amb la suma i el producte
que hem definit. No tenim, per tant, nombres complexos positius ni negatius.
De fet, si z i 2’ sén dos nombres complexos, no té cap sentit escriure, per exem-
ple, z < z/. Aquestes expressions només tenen sentit en un cos ordenat, com R.

Parts real i imaginaria d’un nombre complex

Definicié 1.3 (Part real i part imaginaria) Si z = (x,y), definim la part real i
part imaginaria de z per

def def
Rez=z, Imz=y.
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Observem que tant Rez com Im 2z sén nombres reals. Els nombres reals
son nombres complexos amb la part imaginaria nul-la, mentre que els nombres
imaginaris sén nombres complexos amb la part real nul-la. Notem també que
un nombre complex s’escriu de manera inica com la suma d’un nombre real i un
nombre imaginari

(z,y) = (2,0) + (0,9).

Complex conjugat

Definici6 1.4 (Complex conjugat) EI complex conjugat de z = (x,y) és'

def
2= (x,—y).
, 2= (z,y)
\4»\/ |
/ 'y

2 x
Figura 1.5: Un nombre complex, z, i el seu Figura 1.6: El modul d’un nombre com-
complex conjugat, z*. plex z.

Geometricament, z* és el “vector” simetric de z respecte de I'eix real (vegeu
la figura 1.5). Es comproven facilment les propietats segiients:

(2%)" = 2,
(z+w) =2"+w,
(zw)* = Z*w",
z+4+ 2" =2 Rez,
z—2z"=2iImz,
2€ER & z=2",

*

z imaginari & z = —z".

Modul d’un nombre complex

Definicié 1.5 (Modul) EI modul del nombre complex z és el nombre real no
negatiu

2 = +Vez = Va2 12 = /(Re2)? + (Im2)2,

ITambé s’utilitza la notacié Z per designar el conjugat de z.
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Quan z és real, el seu modul és el seu valor absolut. Per tant, el modul estén
a tot C el concepte de valor absolut definit a R. Geometricament, el modul és
la “llargada” del vector z (figura 1.6).

El modul compleix les propietats segiients:

2] >0,

2| =0 & 2=0,
22| = |2]|'],
27 =127

2] = |z],

|Re 2|, [Tm z| <[],
|z| <|Rez|+ |Imz|.

Teorema 1.2 (Desigualtats triangulars) Per a tot z, 2’ € C es compleix

|z + 2| < |z| + |7], (1.5)

2 =2 = |lz = IZ']l. (1.6)

DEMOSTRACIO: Notem, primer, que si a i b sén nombres reals no
negatius, a < b < a® < b?. Per tant, la desigualtat (1.5) equival a

|z 4+ 2)* < (2] + |£])* (1.7)
Per demostrar-la desenvolupem els dos costats
|2+ 2')? = |2]* + |')* + 2Re(2*7),
(2l + 122 = [ + |2 + 2|z]]'].

i com que Re(z*2') < |Re(z*2')| < |2%2/| = |z]|#'], queden de-
mostrades les desigualtats (1.7) i (1.5).

Pel que fa a la desigualtat (1.6), només cal observar que usant (1.5)

tenim
2| = |z— 2+ 2| < |z=2|+]|| = |z|—-|| < |2—7|,
|| = |2/ —z42| < |Z=z|+|z| = |||z < | =2 = |2—7].

O

Argument d’un nombre complex

Definicié 1.6 (Argument) L’argument, arg z, d’'un nombre complex z = (x,y)
és I'angle que forma el vector (z,y) amb l'eix real positiu, mesurat en el sentit
positiu (“antihorari”).
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0 = arg z

Figura 1.7: Argument d’un nombre complex, z.

L’argument d’un nombre complex z es representa a la figura 1.7. Un nombre
complex té, de fet, una infinitat d’arguments que difereixen entre ells en multiples
enters de 27, pero unicament un d’ells, 'anomenat argument principal, Argz
(amb majuscula), és a l'interval (—m, 7]. La relacié entre Arg z i les components
riydezés

Arg z = arctan <Q> + km, (1.8)
x
on k=0 si z és al primer o quart quadrant, k = 1 si és al segon i k = —1 si és
al tercer. Obviament, es compleix que Arg z* = — Arg 2.

Exemple 1.1 L’argument principal de z = (—1,1) és

1
Arg z = arctan (—1) +T=—

7T+ 3
— T = —
4 4"’

ja que z és al segon quadrant.

1.2 Expressié dels nombres complexos

A part de la forma cartesiana (x,y), que suggereix la representacié “vectorial” al
pla complex, hi ha altres formes més comodes d’expressar els nombres complexos
que descrivim tot seguit.

Forma binomzial d’un nombre complex

El nombre complex z = (z,y) es pot expressar (z,y) = x(1,0) + y(0,1) =
x-1+y-1, ésadir,

(forma binomial de z).
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Si tractem x + iy com un polinomi real de primer grau en la variable ¢ i
recordem que 2 = —1, tenim

(@,9) + (¢ ¢) = (e +iy) + (@' +iyf) = (z +2) +ily +9) = (z + 2"y +0),
(z,9)(2'y) = (z +iy) (@' +iy) = z2’ +i(zy +2'y) +Pyy’
= (22’ —yy) +i(zy +2'y) = (z2' —yy', 2y + 2y),

és a dir, reproduim les definicions (1.1) i (1.2). Aixo mostra el bon funcionament
de la “recepta” segiient:

Recepta: Es pot tractar ¢ com si fos una variable real
perd tenint en compte la propietat i = —1.

Aquesta recepta ens servira per definir les funcions elementals dels nombres
complexos.

Forma trigonomeétrica d’'un nombre complex

Si utilitzem coordenades polars al pla complex, la forma binomial del nombre
complex z = x + iy es pot reexpressar en termes del modul r i de 'argument 6
de z: x =rcosf, y =rsind

z =r(cosf +isinh) (forma trigonométrica de z).

La forma trigonometrica ens dona una interpretacié geometrica del producte
de dos nombres complexos. En efecte, si z = r(cos + isinf) i 2/ = r’(cos ¢’ +
isinf)

~

22" = rr'(cosf + isinf)(cos§ + isinf)
= 7r7r'[(cosf cos§' — sinfsin0’) + i(sin O cos 0’ + cos sin §')]
= rr'[cos(f + 0') + isin(0 + 6)]. (1.9)
Tenim, doncs,
|22/ | =1’ =z]|7|, arg(z?')=60+0" =argz+arg?/,

és a dir (figura 1.8),

El modul del producte és el producte dels moduls.
L’argument del producte és la suma dels arguments.
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2z
0+ 06 V2 +iV2 e V2 V2
rr’ ' 2
r
9/ r o< ¥ ”
9 V2 —i/2 V2 — 2
Figura 1.8: Interpretacié geometrica del Figura 1.9: Representacio vectorial de les
producte de dos nombres complexos. arrels quartes de —16.

En particular, si n € N tenim
|2 =", arg(z") = n#. (1.10)

Per tant, si elevem a la poténcia n el nombre complex de modul {/r i argu-
ment 0/n, obtenim z la qual cosa ens indica que no hi ha cap problema per
trobar l'arrel n-e¢sima d’un nombre complex (ni, per tant, d'un nombre real).
El problema de I'arrel queda, doncs, resolt a C. Aquesta propietat és visualment
més clara si expressem z en forma polar, una variant de la forma trigonometrica
molt més compacta i manipulable.

Forma polar d’un nombre complex

Comencem definint I’exponencial d’un nombre imaginari. Per fer-ho, usem la
“recepta” (manipulant i com si fos real pero recordant que i> = —1) a la serie
de Taylor de e,

0 i (10)*  (i0)3
e —1+ﬂ+T+T+“'
0% o4 ) 03 0° o
=(1-grg ) HiE g g ) =coshising,

la qual cosa suggereix la definicid segiient.

Definicié 1.7 (Exponencial d’un nombre imaginari) Si 6 € R, definim
" = cos @ + isin . (1.11)

Amb aquesta definicid, la forma trigonometrica de z = r(cos@ + isinf) es pot
expressar

z=re (forma polar de z).
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Observem que la forma polar és perfectament compatible amb la “recepta’”,
. . ; . -/ . . . . . .
jaquesiz =re? iz =1'e? i manipulem les exponencials com si fossin funcions
exponencials reals, obtenim

) . ) ,
2 = 7“6197’/610 _ M,/ez((ﬂ-e )’

2" = (re?)" = pnein?, (1.12)

d’acord amb (1.9) i (1.10).
Usant la forma polar s’obtenen facilment els resultats segiients:

i) Arrels n-ésimes de z: D’acord amb (1.12), donat un nombre complex
2z = re?, sempre en podem trobar un altre w = pe’® tal que w" = z.
Només cal prendre p = /7 i a = ¢/n. El nombre complex w = {/r e'(#/™)

és l'arrel n-ésima de z.

Pero, de fet, n’hi ha més d’arrels n-esimes perque el nombre z té infinits
arguments 0 + 2wk, k € Z. Cada cop que augmentem (o disminuim) 6
en 27, argument de w augmenta (o disminueix) en 27/n. Hi ha, doncs,
n arrels n-esimes de z

Wz = 0t e —0,1,2,...,n— 1.

ii) Férmules d’Euler: De les igualtats ¢ = cosf +isinf i e7* = cosf —
1sin @ podem aillar cosé i sinf i obtenim
i0 | —if 0 _ —if
cosf = % , sinf = % (Férmules d’Euler). (1.13)
i

iii) Férmula de De Moivre: Sin € N, elevant a n la igualtat (1.11) tenim
(e)" = e, és a dir,

(cos @ +isinf)" = cosnf + isinnd (Férmula de De Moivre).

D’aquesta féormula s’obtenen les expressions de cosnf i sinnf en termes
de cosf i sin@:

cosnf = Re[(cos + isin)"], sinnf = Im[(cosd + isin)"].

iv) Curiositat: Si substituim ¢ = 7 a (1.11) obtenim una igualtat que rela-
ciona els nombres e, ¢, 7, 11 0:

€™ +1=0.
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Exemple 1.2 Busquem totes les arrels quartes de z = —16. Si expressem z en
forma polar tenim z = 16 ! ("*2™) on k € Z. Llavors,

)

(—16)* = [16 ei(”?”’f)}”‘* — /16 im2mh)/4 _ 9 i(5+k5)

on k=0,1,2,3. Les quatre arrels quartes de —16 sén, doncs (vegeu figura 1.9),

2ei7r/4 — \/§+Z\/§, 26i37r/4 = _\/§+Z\/§7
26i57r/4 — _\/5 . 2\/57 26i77r/4 = \/5 = Z\/i

Exemple 1.3 Expressem cos 36 i sin 30 en funcié de cosf i sin 6.

cos 30 + isin 30 = ¢ = (") = (cosf + isin 0)?
= (cos 0)® + 3i(cos ) sin § + 3i* cos O(sin 0)* + i*(sin 0)*
= [(cos0)® — 3 cosO(sin6)*] + i [3(cos ) sind — (sin)’].

Per tant,

c0s36 = cos®> ) — 3cosfsin?h, sin36 = 3 cos? Osin b — sin 6.

1.3 Topologia a C

Definicié 1.8 (Distancia) La distancia entre dos nombres complexos és
d(z,2') = |z — 2|

Notem que si z =z + iy i 2’ = 2’ + iy, aleshores

Az 2) = Ve — 2P+ ly— g = /&, o) + By.v),

on dg(x,2’) = |z — 2’| és la distancia sobre la recta real. Observem que, com a
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e
Yor-----=-

Figura 1.10: Representaci6 grafica de 'entorn obert & (zp).

conseqiiencia de les propietats del modul, la distancia té les propietats segiients:

d(z,2") >0,
d(z,2)=0 & 2=2
d(z,2") =d(7, 2),
d(z,2") < d(z,2")+d(2", 2,
dr(x,2'), dr(y,y') < d(z,72), (1.14
d(z,2") < dr(z,2") + dr(y, ). (1.15)

Aquesta distancia permet definir una topologia a C.

Definicié 1.9 (Entorn obert) Un entorn obert de radi € (on € > 0, no ne-
cessariament petit) i centre zy es defineix com el conjunt dels nombres z que
compleixen d(z, zg) < €. El representarem per E.(z), és a dir,

E(z0) ={z€C: d(z20) < €}.

L’entorn obert &.(zp) es representa a la figura 1.10. Es convenient definir
també un entorn “perforat” £(zy) que no contingui el punt z, és a dir,

ENz0) ={2€C: 0<d(z20) <€} =E(20) — {20}

Definicié 1.10 (Successié) Una successié de nombres complexos és una apli-
caci6é del conjunt dels nombres naturals N al dels complexos C, que associa a
cada nombre natural n un nombre complex que anomenem z,. La successio es
designa per {z,}.

Definicié 1.11 (Limit d’una successié) Diem que la successié {z,} té limit i
que aquest limit és z si per a cada € > 0 existeix N € N tal que d(z,,z) < €
sempre que n > N. Una successié que tingui limit s’anomena successio conver-
gent. Sovint es diu també que {z,} tendeix a z (o que convergeix cap a z) i ho
expressem

lim{z,} =2 otambé lim z, = z,
n—oo
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o simplement

Les definicions segilients sén, obviament, equivalents a la definicié 1.11:
1) {z,} — zsiinoméssi Ve >0, IN € N tal que z, € E(z), Vn > N,
2) {z,} — 2z siinoméssi Ve >0, IN € N tal que |z, — z| <€, Vn > N,

i les usarem indistintament.

Com en el cas de les successions de nombres reals, el limit, si existeix, és tnic.
També les regles de calcul de limits sén les mateixes que les regles habituals per
a successions de nombres reals, ja que la definicié de limit a C és formalment
idéntica a la definicié a R. Aixi, per exemple,

lim{ Az, + pw,} = ANim{z,} + plim{w,} (A, p € C),
lim{z,w,} = (lim{z,}) (lim{w,}), etc.

si els limits dels termes de la dreta existeixen.

Teorema 1.3 Sigui z, = x, + iy, el terme general d’una successié {z,} de
nombres complexos i sigui z = x + iy. Aleshores

DEMOSTRACIO:

(=) Per a tot € > 0, existeix N € N tal que d(z,,2) < esin > N.
La desigualtat (1.14) ens assegura que també dg(x,,z) < € i
dr(Yn,y) < €, sin > N. Per tant, {z,} — xi{y.} = v.

(<) Per a tot € > 0, existeix N € N tal que dg(x,,z) < €/2 i
també dg(y,,y) < €/2, si n > N. Com a conseqiiéencia de la
desigualtat (1.15) tenim d(z,,2) < dr(@n, ) + dr(yn,y) < €,
sin > N. Per tant, {z,} — 2.

<

Definicié 1.12 (Successié de Cauchy) La successié {z,} és una successié de
Cauchy si Ve > 0, AN € N tal que d(zp, zmm) < € sin,m > N.

Teorema 1.4 Sigui z, = x, + iy, el terme general d’una successié {z,} de
nombres complexos. Aleshores

{z,} és de Cauchy

{z.} és de Cauchy <
{yn} és de Cauchy.
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DEMOSTRACIO: Es idéntica a la del teorema 1.3.

o

Es demostra molt facilment que tota successié convergent és de Cauchy, pero
la condicié de ser de Cauchy no assegura, en general, la convergencia. Recordem
que en el cos dels nombres racionals Q hi ha successions de Cauchy que no tenen
limit, i aquesta deficiencia és la rad principal per a la construccié del cos dels
nombres reals R en que tota successio de Cauchy és convergent. Aleshores diem
que R és un cos complet.

Definicié 1.13 (Cos complet) Un cos on hi ha definida una distancia és complet
si tota successié de Cauchy és convergent.

Teorema 1.5 El cos C dels nombres complexos és complet.

DEMOSTRACIO: Si {z,} és de Cauchy, també ho sén les successions
{zn}, {yn} de R (teorema 1.4). En ser R complet, {z,} i {y,}
sén convergents, amb la qual cosa {z,} és també convergent (teo-
rema 1.3).

o

La resta de conceptes topologics de C es defineixen de manera analoga al
cas de R. A les definicions seglients anomenem punts (del pla complex) els
elements de C.

Definicié 1.14 (Punts interior, exterior i frontera) Si D C C, diem que:
El punt zy és un punt interior a D si existeix algun entorn E.(z9) C D.

El punt zy és un punt exterior a D si és interior al seu complementari
D=EC-D

El punt 2z és un punt frontera de D si no és ni interior ni exterior a D
(aixo vol dir que tots els seus entorns contenen punts de D i de D).

Definicié 1.15 (Punt d’acumulacié) EI punt zy és un punt d’acumulacié de D
si tots els entorns perforats £*(zy) contenen punts de D (o, també, si zy és el
Iimit d’una successié convergent de punts de D diferents de z).

Definici6é 1.16 (Conjunts obert i tancat) Si D C C,
D és un conjunt obert si tots els seus punts son interiors.

D és un conjunt tancat si conté tots els seus punts d’acumulacié (o, també,
si conté els limits de totes les seves successions convergents).
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Teorema 1.6 Si D C C i D és el seu complementari, aleshores

D és tancat < D és obert.

DEMOSTRACIO:

(=) Si D és tancat, D ha de ser obert perque si no ho fos, hi hauria
algun element de D no interior (a D). Aixo vol dir que tots els
entorns d’aquest punt contindrien punts de D. Seria, per tant,
punt d’acumulacié de D i hauria de pertanyer a D (tancat).

(<) Si D és obert, D ha de ser tancat perque si no ho fos, hi hauria
algun punt d’acumulacié de D no contingut a D i, per tant,
seria punt de D i hauria de ser interior a D (obert). Llavors,
algun entorn d’aquest punt no contindria cap punt de D i no
podria ser punt d’acumulacié d’aquest conjunt.

<

Aixi doncs, una definici6é alternativa de conjunt tancat és aquesta:

Definicié 1.17 (Conjunt tancat) D és un conjunt tancat si i només si és el
complementari d’un conjunt obert.

Cal notar que un conjunt pot no ser ni obert ni tancat. D’altra banda, el
conjunt C i el conjunt buit () sén els tinics alhora oberts i tancats.

Definicié 1.18 (Conjunt fitat) D és un conjunt fitat si el conjunt dels moduls
dels seus elements és fitat superiorment (o, també, si esta contingut en algun
entorn de 0).

Definicié 1.19 (Conjunt compacte) D és un conjunt compacte si totes les suc-
cessions d’elements de D contenen alguna successié parcial convergent.

Teorema 1.7 Si D C C,
D és compacte < D és tancat i fitat.

La demostracié és similar al cas de R i és general a les topologies que deriven
del concepte de distancia.

Definicié 1.20 (Conjunt connex) D és un conjunt connex si no és la unié de
conjunts disjunts, no buits, cap dels quals conté punts de les fronteres dels altres.
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Exemple 1.4 Considerem, dins del pla complex, el conjunt A format pels punts
de l'interval [0, 1] de l'eix real, excloent-ne el punt z = 1/2. El conjunt A no
és connex perque el podem expressar com A = A; U Ay, on A; = [0,1/2) Cc C
i Ay = (1/2,1] C C s6n disjunts. A més, la frontera de A; és I'interval tancat
[0,1/2], que no comparteix cap punt amb As, i analogament la frontera de As
és [1/2,0], que no comparteix cap punt amb A;.

Exemple 1.5 L’interval [0,1] de l'eix real de C és connex. Per demostra-ho
suposarem que no ho és per arribar a una contradiccié.
Si [0, 1] no és connex, existeixen By, By C C que compleixen les condicions:

i. s6n no buits i disjunts
ii. cap d’ells no conté punts de la frontera de 'altre

De fet, By, B, C By U By = [0,1] C R (condici6 iii) i, per tant, existeixen dos
nombres reals z1 i x5 tals que x; € By i 22 € By (condicié l) Podem suposar
que satisfan 0 < x; < 25 < 1 (amb l'ordenacié de R) sense perdua de generalitat
(si &g < &y intercanviem els subindexs 11 2). Sigui

z = sup{By N [x1, 2]},

és a dir, x és el suprem del conjunt de punts de B; que estan a [z, z5]. Clara-
ment, x € [z, x2] C [0,1], perd x & By, ja que per la seva definicié x pertany a
la frontera de B; i se satisfa la condici6 ii. Aleshores z € By, ja que tot element
de [0,1] ha de ser de B; o de B, (condicié iii). Com a conseqiiencia, x no pot
pertanyer a la frontera de B, (condicié ii) i ha de ser un punt exterior a aquest
conjunt. Per tant, existeix algun entorn Es(x) que no conté cap element de By
(definicié 1.14). En particular, existeix y € &s(x), que satisfa v < y, amb la
qual cosa y & B; (per la seva definicié x és fita superior de By). Com que y
tampoc pertany a By, tenim y & [0, 1], pero 0 < x; < y < x5 < 1, que és una
contradiccio.

Raonant de forma similar és possible demostrar que qualsevol corba conti-
nua’ de C és un conjunt connex.

2Una corba continua de C és un conjunt de punts z(¢) descrits en forma paramétrica per
z(t) = x(t) + iy(t), on z(t) 1 y(¢) sén funcions reals continues de la variable ¢ € [a, b].
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Es habitual anomenar domini un conjunt obert i connex.

Teorema 1.8 Si D és un domini (obert i connex), dos punts de D sempre es
poden connectar entre ells amb una poligonal de longitud finita, continguda a D.

DEMOSTRACIO: Sigui zg € D i siguin D; i D, els conjunts segiients:

Dy = {z€ D, connectables a z; amb una poligonal finita (de D)},

Dy = {z€ D, no connectables a z, amb una poligonal finita}.

Obviament es compleix que D; U Dy = D i que D; N Dy = (). De-
mostrarem ara que D i Dy sén oberts.

En efecte, si 24 € Dy, com que D és obert, hi ha algun entorn
Er(z1) C D. Tots els punts d’aquest entorn es poden connectar a z
amb una poligonal finita, ja que es poden connectar a z; amb un
segment finit i z; és connectable a zy per hipotesi. Aixo vol dir que
& (z1) C Dy, és a dir, z; és interior a D;. Per tant, D; és obert.
Similarment, si zo € D, existeix algun &,,(z2) C D (obert). Cap dels
punts d’aquest entorn és connectable a z; amb una poligonal finita,
ja que si algun ho fos, a través d’ell també ho seria z,. Aixi doncs,
Ery(22) C Do, és a dir, z9 és interior a D, i, per tant, Dy també és
obert.

Aixi doncs, Dy i Dy s6n oberts i, per tant, cap d’ells no pot contenir
punts frontera de 'altre. Llavors, d’acord amb la definicié 1.20, D,

ha de ser buit i D = D;.
o

Definicié 1.21 (Conjunt simplement connex) Un conjunt connex D és sim-
plement connex si I'interior de qualsevol corba tancada continua de D pertany
també a D (és a dir, si D no té “forats”).

Per tal que I'interior de les corbes tancades estigui ben definit cal que aquestes
siguin simples, és a dir, que no es tallin a elles mateixes.

1.4 Problemes

P1.1 Feu les operacions segiients:

(a) (—1-+20)[(7—56)+(—3+444)] (c) (1—4)*

3—2 3139 — 19
, (d) ———
144 21 —1

(b)
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5
(1—14)(2—14)(3—1)

P1.2 Trobeu x, y reals tals que 3z + 2ty — ix + 5y = 7 + 5i.

(e)

P1.3 Expresseu en forma polar:

(a) 2+ 2V/3i (c) —V6—V2i
(b) =5+ 5i (d) —3i

P1.4 Trobeu i localitzeu graficament les arrels segiients:

(a) (2v/3 — 2i)/? (c) (—164)/*
(b) (—4 4+ 44)Y/° (d) V5 —12i
P1.5 Resoleu les equacions:
a) 224+ (20 —3)z+(5—1) =0 () 22+ (1 —2)2+3—i=0
b) 2%(1 —2%) =16

(
(
(¢) 22=3246+2i=0
(d) 522 +22+10=0 (g) 2°+1=+/3i

(f) 22 +224+1=0

P1.6 Siz =2+i, 20=3—2ii2=—1/2+1iV3/2, calculeu:

222 + 21— 5—1 2
321 — 4 d
(a) 1321 — 42| (d) 221 — 20 +3—1
(b) 23 — 327 + 42, — 8 (e) Expresseu 223 en forma polar
(c) (25)4 (f) Expresseu z; en forma polar

P1.7 Determineu les regions del pla complex segiients:

z—3
z+3

(a) Im(z) > 2 (b) Re(z) <0 (c)

<2
(d) |z—1| <|z+1] (mostreu que és equivalent a Re(z) > 0)

P1.8 Representeu graficament el conjunt de valors z que compleixen

(a) |z| > |z — 1| (b) |[z4+2] > 1+ 1|z —2]
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P1.9 Trobeu les expressions que determinen, en el pla complex:

(a) un cercle de radi 1 centrat a zy = 1,
(b) una ellipsi amb focus £2i i eix major igual a 10,

(c) una circumferéncia que passa per z; =1 — 1, 20 = 2i,1 z3 =1 +1.

P1.10 Si z és un nombre complex qualsevol, doneu una interpretacié geometrica
del nombre ze', on ¢ és un nombre real.

P1.11 Demostreu que si 21,29 # 01 |21 + 22| = |21 — 29}, llavors,

(a) z1/29 és imaginari,

(b) T'angle que formen z; i z; amb l'origen és de 7/2.

P1.12 Demostreu que |z| + |y| < 2|z + iy|. Feu-ho també en coordenades
polars.

P1.13 Demostreu que si z és un punt d’una circumfererencia de radi 1 centrada
a zg = 1, llavors

2
2 Arg(z) = Arg(z — 1) = 3 Arg(2* — 2).
Doneu-ne una interpretacié geometrica.

P1.14 Demostreu que r1e + rye’® = rei? on

- 0
7“:\/7“%“‘7“%‘1'27’17“2(308(91—92)’ ezarctan(rlsm 1 + 7o 8in 2)‘

r1€0S 61 + 1ro cos by
P1.15 Demostreu que I'equacié de la circumferencia que passa pels tres punts 21,

B ) ) {(z—zl)(zg—@)]*

(2 — 22) (23 — 21) (z — 22)(23 — 21)

P1.16 Demostreu que si w és qualsevol arrel n-esima de la unitat diferent d’1,
llavors
l+w+w 4+ +w" ! =0.

Suggeriment: considereu la suma d’una serie geometrica.

P1.17 Demostreu les igualtats

_ sin[(*5) 0]
1+ cosf+cos26 +--- 4 cosnf = Wcos(n&ﬂ),

i ntl
sinf +sin 20 + - - - +sinnf = %sin(nw@.
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SOLUCIONS

S1.1 (a) —2+9i
) -3 b
—4

()
S1.2 z=—-1,y=2

S1.3 (a) 4¢'5
(b) 5v/2e'F

S 117 -

S1.4 (a) 2e 12", 2e 12"
(b) v2el@t3h)im k= 0,1,2,3,4

[eo
a @

+

(=}

(d) 1+

(c) 2v/2¢'s
(d) 3eis

(c) 2e(~8+2k)™ £ —0.1,2,3
(d) 3—2i, —3+2i

S1.5 (a) z = (1 — 4i) (d) (=1£74)/5
(b) z:i(%+4i)obé () 1—2iobé1+1
s=+(3 -4y (B) 3(1£V30) obé 5 (-1£V3i)
(c) 2—2i0obé1+2i (g) V2ebra)E amb k=0,1,...,5
S1.6 (a) V157 (d) 1
(b) =7+ 3i (e) 2e57
(C) —% — \/732 (f) \/gearctan(l/Z)i
S1.7 Vegeu la figura 1.11.
Y Y Y Y
Z’ e
x x —5 x @
(a) (b) (c) (d)

Figura 1.11: Regions corresponents al problema P1.7.

S1.8 Vegeu la figura 1.12. Es ttil recordar que |z — z

'| és la distancia d(z, 2’).

A Tapartat (b) obtenim la regi6 definida pels punts que estan a la dreta
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de la corba definida per

.TZ 2

vy
(1/2)>  (V15/2)2

que correspon a una hipérbola de semieix menor 1/2, semieix major
V15/2 i centrada a l'origen, tal com indica la figura 1.12.

y | y
y=15/2—
T x
x=1/2 / r=1/2

(a) (b)

Figura 1.12: Regions corresponents al problema P1.8.

S1.9 (a) [z —i| <1 (¢) =+ 12=5
(b) |z 4 2i| + |z — 2i| = 10

S1.10 Si z = re?, el nombre €%z = re'(?*% és el nombre z girat un angle ¢ al
voltant de I'origen.

S1.11 (a) Traiem factor comi la z; dins dels moduls a banda i banda i obtenim
|21(1 + 2)| = |2z1(1 — 2)], on definim z = 25/z;. Com que el modul del
producte de nombres complexos és el producte de moduls, |2]|1 + z| =
|21]|1 — 2|, és a dir, |1+ 2| = |1 — 2|, ja que 2z; # 0. Elevant al quadrat la
banda esquerra obtenim |1+ 2|? = (1 4+ 2*)(1 4+ 2) =1+ |z]* + 2 + 2%, i
fent el mateix amb la dreta, |1 — 2|2 = (1—2*)(1—2) = 1+ |2 — 2 — 2*.
Igualant, concloem que Rez = 0, és a dir, z = z1/z5 és imaginari.

(b) Si z és imaginari, aleshores en forma polar z = r e*/2 per a algun r
i per tant, zy = 7 e*/22,. Es a dir, l'argument de z, difereix £7/2 del

de z;.

S1.12 Notem que si a i b sén dos nombres reals positius, a < b < a® < b%. Per
tant,

2|+ Jy| < V2)z +iy| & 2+ + 20z |y| < 202 + 247
& 0<a® +y* = 20lyl = (=] - [y])*,
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que és clarament cert.

En coordenades polars:

Ircosf| + [rsinf] <V2r < 2+ 2r%| cosfsinf| < 2r?
& 0<7r*(1—|sin(20)]),

que també és clarament cert.

S$1.13 Recordem, equacié (1.8), que I'argument principal d'un nombre com-
plex w és Arg(w) = arctan(Imw/ Rew) + km on k = 0, £1, depenent del
quadrant on sigui w. Com que z pertany a la circumferencia de radi 1
centrada a zp = 1, tenim que [z — 1] =1 = 2z-1 =€’ Aixi
doncs, arg(z — 1) = 6, que és a U'interval —m < § < 7. D’altra banda, si
z = re tenim arg(z) = ¢ amb —7/2 < ¢ < 7/2 (vegeu la figura 1.13).
La relacié entre 6 i ¢ (arguments de z — 1 i z, respectivament) es pot
trobar facilment, ja que re’® = z = 1+ cosf +isiné, i per tant,

~Imz  sinf  2sin(6/2)cos(0/2)
~ Rez  1l+4cosf 2 cos?(0/2)

tan ¢ = tan[arg(z)] = tan(6/2),
és a dir, ¢ = 0/2 + kn, amb k = 0, £1 (ambigiiitat de la tangent), perd
de la figura es dedueix que £ = 0, ja que quan 6 es mou a l'interval
(—m, 7], ¢ ho fa a linterval (—m/2,7/2]. Per tant, ¢ = 6/2, és a dir,
2 Arg(z) = Arg(z — 1). Notem que la igualtat ¢ = 6/2 també es pot
obtenir a partir de consideracions geometriques, ja que el paral-lelogram
de vertexs 0,1, z, 2 — 1 és un rombe amb els quatre costats iguals a 1. La
segona igualtat s’obté observant que

arg(z? — z) = arg z(z — 1) = arg(z) +arg(z — 1)

:¢+0:%9:%arg(z—l).

=
.

Figura 1.13: Relaci6 entre els arguments de z i z — 1 del problema P1.13.
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S1.14 En forma binomial,
(r1cosf; + 19 cosbs) + i(ry sinfy + rosinfy) = rcos + irsinf.
Si igualem els moduls al quadrat obtenim
7% = (11 cosO) + rycos by)? + (r sinf; + rosin 6y)?
=77 475+ 2rry cos(0) — 6y),
on hem utilitzat la identitat cos(a + b) = cosacosb — sinasin b.

L’expressié per a # s’obté trivialment, a partir de

Imm%}

0 = arctan [W

S1.15 Si 2y, 29, 1 23 pertanyen a una circumferencia amb un cert radi r i centrada
en un cert zg, és a dir, definida per

|z — 20® = (2* — 25)(2 — 20) = 17, (1.16)

aleshores necessariament es compleix

|21 — z0|” = 12, (1.17)
|29 — 20]* = 17, (1.18)
|25 — 2|* = 2. (1.19)

Per trobar una equacié de la circumferencia on només intervinguin 2y, 2 i
23, hem d’escriure les igualtats anteriors en la forma z —zg = 72 /(2* — 23))
i restar (1.17) de (1.16). D’aquesta manera obtenim
9 2] —2* o ZTA —r?
z—z1 =7 = :
(z* = 25)(21 — 20) =2 (2= z)(m — )

Similarment, si restem (1.18) de (1.16) obtenim

Z — 29 —r?

=z (2= %) (22— 20)
i si dividim les dues darreres equacions, arribem a

z—2 (2—2m)" 22— 2

(z—21)* 2—20  21—2
Observem que la banda dreta d’aquesta equacié no depen de z. Aixo vol
dir que hauriem obtingut el mateix resultat usant z3 en lloc de z, és a
dir, (1.19) en lloc de (1.16). Aixi, arribem a I’equacié segiient, equivalent
a la de I'enunciat:

z—2 (z—2)" m—2z (—2)

(z—21)* z— 2z (23 — 21)* 23— 22
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S1.16 Si S, = Zz;éw’“ =14+w+w+- - +w" !, tenim wS, — S, = w" — 1.
Aillant S,, obtenim S,, = (w™ — 1)/(w —1). Com que w" = 11w # 1,
arribem a S, = 0. La figura 1.14 mostra el cas n = 6.

Figura 1.14: Les arrels sisenes de la unitat i la seva suma.

S1.17 Les igualtats corresponen a les parts real i imaginaria de
n
def k 2
Spt1(w) = E w'=1+w+w +---+w"
k=0
on w = €. Procedint com en el problema anterior arribem a

wtl =1 ei(n—l—l)@ -1

St (w) = w—1  ef—1

Aixi, doncs, només cal demostrar

L ) sin[(52) ]
Re [ o0 1 = an(0/2) cos(nf/2),
1— ™o sin (%) 6] .
Im [ o0 1 = en(02) sin(nd/2).

Notem que

1_ei(n+1)9 1— 6i(n—‘,—l)G 1+ e~ 14+ e _ ei(n+1)0 _ ¢inb

1—e®  1—¢f  ]4ei0 —2isind

_ 1+cos§—cos|(n+1)0] —cos nf —i{sin 6 +sin[(n-+1)0] +sinnb}
B —2isin 6 '
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Igualant les parts reals tenim

1 — ™ sin6 + sin[(n + 1)6] + sin nd
Re{ 1—et } B 2sind
_ 2sin(6/2) cos(0/2) + 2sin[(2n 4 1)6/2] cos(0/2)
B 2 x 2sin(0/2) cos(0/2)
_ sin(0/2) + sin[(2n + 1) 6/2] _ sin[(n 4+ 1) 0/2] cos(nb/2)
2sin(0/2) sin(6/2) ’

on hem usat les identitats trigonometriques

. . (a a : . . (a+Db a—>b
sina = 2 sin (—) cos (—) , sina+sinb =2 sin [ —— | cos .
2 2 2 2

Similarment, igualant les parts imaginaries obtenim la segona igualtat.







Calcul en variable complexa Materials 27

2 Funcions

2.1 Funcions de variable complexa

Definicié 2.1 (Funci6 univaluada) Una funcié f univaluada d’una variable com-
plexa és una aplicacié d’un conjunt D (C C) a C,

co-D L5 c

z — w= f(2).

Habitualment, la variable es designa per z = x + 2y, i la imatge per w =
f(z) = u(z,y) + w(z,y) o, simplement, w = u + . Les funcions u i v sén
funcions reals de les dues variables reals x i y, és a dir,

u: R2 — R v: R — R
(x,y) — UZU(ZE,y) ([L’,y) — U:U(‘Tay)'

® @

)
SE--

Figura 2.1: La funcié f transforma el punt indicat del pla z en el corresponent w = f(z) del
pla w. La correspondencia s’indica amb una fletxa.

El subconjunt D (C C) s’anomena domini de definicié® de f. Veiem, doncs,
que una funciéz f associa a punts del pla C original (és costum referir-s’hi
com el “pla 2z”) punts del pla C (habitualment anomenat “pla w”). Podem
visualitzar f com una aplicacié del pla z al pla w assenyalant amb una fletxa la
correspondencia entre els diversos punts, tal com s’il-lustra a la figura 2.1.

LCal no confondre domini (conjunt obert i connex) amb domini de definicié d’una funcié.

2Per definicié, una funcié és univaluada perque és una aplicacié. Per aquest motiu, nor-
malment ometrem el qualificatiu univaluada, llevat que pugui haver-hi confusio, ja que a la
secci6 2.3 definirem funcid multivaluada.
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Figura 2.2: La funcié f(z) = 22 transforma les dues branques de la hipérbola 22 — y? = const.
en la recta v = const.

No és possible una representacio grafica d’aquesta associacié que sigui una
generalitzacio del concepte de grafica d’una funcié real d’una variable real, ja
que ens caldria un espai de dimensié quatre. Una possibilitat seria representar
graficament les funcions u(z, y) i v(x,y), pero és molt més il-lustratiu representar
linies en el pla z i les seves transformades per f en el pla w, com es mostra en
I’exemple segiient.

Exemple 2.1 Considerem la funcié f(z) = 2% Per a aquesta funcié tenim

u=a>—1y%iv=2xy, jaque

f(2) = (z +iy)* = 2*> — y* + i 2zy.

Les linies v = const. en el pla w (vegeu-ne un exemple a la figura 2.2) corresponen
a les hiperboles 22 — y? = const. del pla z.

Una altra forma de visualitzar la funcié és observar com f transforma regions
(bidimensionals) del pla z en regions del pla w. Aixo s’il-lustra en I'exemple
seglient, que és una continuacié de I'exemple 2.1.

Exemple 2.2 Per a la funcié f(z) = 2% veiem que les linies v = const. sén les
hipérboles 22y = const., assenyalades amb tra¢ puntejat (- - - - - ) ala figura 2.3.
Aixi doncs, les regions ombrejades del pla z de la mateixa figura, els punts de les
quals es caracteritzen per estar compresos entre dues linies del tipus u = const.
i dues del tipus v = const., tenen per imatge la regié rectangular del pla w que
s’indica.
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........ \ Py i U

//( ' :\ \\\ \\\ : :
Figura 2.3: Les linies discontinues (— — —) sén les hiperboles 22 — 2 = const. > 0 i les linies
de punts (------ ), les hipérboles xy = const. > 0. La funcié f(z) = 2% transforma aquestes

linies del pla z en les rectes del pla w que s’indiquen amb el mateix tipus de trac. Les dues
regions ombrejades del pla z es converteixen en 1'inic rectangle ombrejat del pla w.

v @ v @

X A,
\ N

Figura 2.4: La funcié f(z) = 1/z transforma l'exterior de la circumferéncia |z| = 1 (regi6
ombrejada del pla z) en linterior de la circumferéncia |w| = 1 (regié ombrejada del pla w).
La figura també mostra un punt del pla z, de coordenades 7 i 8, i la seva imatge per f.

2.2 Punt de ’infinit

Considerem la funcid

1 1 ,
flz) === =", on z = re?.
z
Veiem que f transforma la circumferéncia unitat |z] = 1 del pla z en ella

mateixa |w| = 1. Els punts exteriors al cercle unitat (|z| > 1) es transformen
per l'acci6 de f en punts del pla w interiors (Jw| < 1) i a 'inrevés, punts interiors
en exteriors (vegeu la figura 2.4). En particular, com més distant de z = 0 és
un punt del pla z, més a prop de w = 0 és la seva imatge independentment de
la direccio en qué ens allunyem de z = 0. L’antiimatge de w = 0 és el punt de
l’infinit co. Notem, doncs, que hi ha un tnic infinit al pla complex que podem
descriure intuitivament com I’horitzé “infinitament allunyat” del pla z. Aquest
unic punt de I'infinit compactifica el pla complex i li dona I’estructura topologica
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»* pla complex

Figura 2.5: Els punts del pla complex es corresponen biunivocament amb els d’una esfera.
El punt de infinit (és molt important observar que es tracta d’un tnic punt) és el que es
correspon amb el “pol nord”.

de T'esfera S?. Una forma de visualitzar-ho és a través de 'esfera de Riemann
tal com es mostra a la figura 2.5. La linia recta que uneix el “pol nord” amb un
punt del pla complex determina un tnic punt de la superficie esferica i estableix
una correspondencia biunivoca entre els punts de la superficie esferica i els del
pla, llevat del mateix “pol nord” que no té corresponent en el pla. De fet, el
seu corresponent al pla és 'infinit co. Notem que un “paral-lel” de 'esfera es
correspon amb un cercle (centrat a l’origen) del pla. Els punts que estan al costat
“sud” del “paral-lel” es corresponen amb els punts del pla interiors al cercle,
mentre que els que estan al “nord” del “paral-lel” es corresponen amb els punts
exteriors al cercle. D’altra banda, com més al “nord” se situa el “paral-lel” més
gran és el radi del cercle associat del pla. Aixi, al “casquet polar” infinitament
petit centrat al “pol nord” li correspon 'exterior d’un cercle infinitament gran
del pla, és a dir, I'infinit oo del pla complex.

Podem preguntar-nos per qué a R parlem de dos infinits (—oo i +00) en
comptes d'un tnic co com en el pla complex. El motiu és que R és un cos
ordenat i fusionar els dos infinits trencaria aquesta propietat (d’'una manera
intuitiva, un unic infinit seria més gran i alhora més petit que tots els nombres
reals). Com que C no és un cos ordenat només parlem d’un tnic occ.

Aixi doncs, a C, “tendir a 00” vol dir “fer el modul més i més gran”. Una
forma equivalent d’expressar-ho és que z — oo quan 1/z — 0. Aixo0 ens porta a
la definicié segiient.

Definicié 2.2 Diem que

1
lim{z,} =oc0 si lim {—} = 0.

“n
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2.3 Funcions multivaluades i superficies de Riemann

La multiplicitat d’arguments d’un nombre complex (diferint entre ells en multi-
ples enters de 27) fa que algunes funcions prenguin més d’un valor en un mateix
punt. Les anomenem funcions multivaluades. Pero, per definicid, una funcid
ha de ser univaluada (les funcions sén aplicacions) i cal, per tant, convertir les
funcions multivaluades en univaluades. Una manera de fer-ho és estendre el seu
domini de definicié combinant diverses copies de C, la qual cosa ens portara al
concepte de superficie de Riemann. L’altra manera de fer-ho és seleccionar un
dels valors que pren la funcié, pero aixo ens obligara a introduir un tall de branca.
Normalment adoptarem aquest segon enfocament, pero dedicarem aquesta seccid
a descriure de forma intuitiva les superficies de Riemann.

Un exemple senzill de funcié multivaluada és la funcié w = /2, que pren dos
valors en cada punt (diem, en aquest cas, que la funcié és bivaluada). En efecte,
si z = re? tenim

w=+z= \/Fei<g+k”) (amb k£ =0,1)
= :I:\/?ew/Q.

Podriem pensar que una manera d’obtenir una funcié arrel quadrada univa-
luada és escollir un dels dos valors de k, per exemple k = 0 (en aquest cas, la
imatge de z seria w = /7 €%/2), perd no és tan senzill. Si partim de z i recorrem
una corba continua tancada que torni a z, és clar intuitivament que poden passar
les dues coses esquematitzades a la figura 2.6:

I. Si la corba no envolta 'origen, al final del recorregut I’argument de z ha
tornat al seu valor inicial §. Per tant, el valor de /2 no ha canviat. Segueix
sent w = /7 €%/2, consistentment amb ’eleccié k = 0 que hem fet (corbes I
sobre els plans z i w de la figura 2.6).

IT. Si la corba envolta l'origen, al final del recorregut I'argument de z s’ha
incrementat en 27 i y/z ha passat a ser w' = /r!0+?m/2 = _ /r /2
(corbes II sobre els plans z i w de la figura 2.6), és a dir, hem passat de
forma continua de I’arrel quadrada corresponent a k = 0 a la corresponent
a k = 1. Hem acabat amb dos valors diferents de 4/z.

Per tant, Paparicié del segon valor de /2 es produeix quan el cami envolta
una vegada (o un nombre senar de vegades) l'origen i no es produeix quan no
I'envolta (o ho fa un nombre parell de vegades). L’origen, z = 0, s’anomena el
punt d’embrancament de la funcié /z.

Si volem considerar només un dels valors mantenint la continuitat al llarg
del recorregut hem d’impedir que les corbes tancades puguin envoltar el punt
d’embrancament. Aixo s’aconsegueix introduint un tall al llarg del semieix real
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Figura 2.6: Seguint el cami I sobre el pla complex z el valor final de ’arrel quadrada, sobre
el pla complex w, és igual a 'inicial ('imatge del cami tancat I és també un cami tancat),
mentre que seguint el cami II, trobem un segon valor (la imatge de II és un cami obert). La
diferéncia rau en el fet que el cami I no envolta el punt d’embrancament z = 0, mentre que
el IT si que ho fa.

positiu, que anomenem tall de branca (de fet, el tall es pot fer des de z = 0
en qualsevol direccig). La funcié es torna univaluada si considerem que el seu
domini de definicié sén dos plans complexos que etiquetem amb els diferents
valors de k. Cadascun d’aquests plans té el mateix tall de branca (que hem
escollit al llarg del semieix real positiu). Ens podem moure sobre els plans sense
que aparegui un segon valor per a /2 perque el tall de branca impedeix envoltar
I'origen (vegeu la figura 2.7).

Y

k=0 k=1
©

Figura 2.7: La funcié /z és univaluada sobre el domini de definicié format pels dos plans
complexos. Els talls de branca impedeixen envoltar el punt z = 0 i que 4/z prengui dos valors
sobre un mateix pla. Si enganxem els costats dels talls dels dos plans com indiquen les fletxes
obtenim la superficie de Riemann de la figura 2.8, sobre la qual 1/z segueix sent univaluada.

Evidentment, aquesta funcié univaluada és discontinua als talls de branca de
cada pla; no obstant aixo, podem evitar la discontinuitat si permetem travessar
els talls pero canviant de pla i passant del costat inferior del tall del pla & = 0 al
costat superior del corresponent tall del pla k = 1 (fletxes negres de la figura 2.7)
i del costat inferior del tall del pla k = 1 al superior del tall del k£ = 0 (fletxes
blanques de la figura 2.7).
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Amb els dos plans podem construir un tnic domini de definicié on la funcié
w = /2 és univaluada, tot i que pren tots els seus possibles valors. Per fer-ho,
superposem els dos plans complexos i enganxem els costats dels talls de branca
com s’indica al paragraf anterior: el costat inferior del pla k = 0 amb el superior
del pla £ = 1 i l'inferior del pla £ = 1 amb el superior del pla k = 0, tal com es
mostra a la figura 2.8. Anomenem superficie de Riemann la superficie resultant
i fulls de Riemann cadascun dels plans que la componen. Sobre la superficie
de Riemann, la funcié w = y/z no té discontinuitats i és univaluada perque els
dos valors que prenia al punt z els pren en els punts z dels diferents fulls de
Riemann.

fulls de 7 ................... 0 v

by 2
Riemann Q i
2
1 1
0 0
Figura 2.8: Superficie de Riemann de la funcié Figura 2.9: Superficie de Riemann de la
w=+/z. El punt z de C ara correspon a dos funcié w = /z. Cada punt z € C, llevat de
punts de la superficie de Riemann. Un en el Porigen (z = 0), esdevé tres punts diferents
full 0 i Paltre en el full 1. L’origen (z = 0) és de la superficie de Riemann.

comu als dos fulls.

Totes aquestes consideracions es poden fer en altres funcions multivaluades.
Per exemple, la funcié w = {/z és n-valuada, el punt d’embrancament és també
z = 0 1 la superficie de Riemann té n fulls amb els costats dels talls de branca
enganxats com es mostra, per al cas n = 3, a la figura 2.9. La funcié w = {/z — ¢
té una superficie de Riemann semblant, pero amb el punt d’embrancament des-
placat a z = . Hi ha també funcions oo-valuades com logz que veurem a la
seccio segiient.

Normalment, l'eleccié k& = 0 va lligada a l’eleccié de 1’argument principal
com a argument de z i la funcié univaluada que en resulta se sol anomenar
branca principal de la funcié. Altres eleccions de I'argument principal donen
lloc a altres branques. Deixem, pero, la definicié precisa de branca d’una funcié
multivaluada per a la seccié 2.7, un cop definides la continuitat i la derivabilitat.

Com ja s’ha esmentat, no treballarem amb superficies de Riemann (o, dit
d’una altra manera, ens mourem en un unic full de Riemann). Aix0 ens obli-
gara a excloure del domini de definicié de les branques els seus talls i punts
d’embrancament (on no sén continues) i quedar-nos amb els dominis oberts cor-
responents.
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2.4 Funcions elementals

Hem vist que la “recepta” del final de la secci6 1.1 sempre funciona, podem
manipular els nombres complexos amb les mateixes regles que els nombres reals
substituint a tot arreu i per —1. De fet, el criteri per definir e ha estat
justament mantenir la validesa d’aquesta “recepta”’. Utilitzarem ara aquest
mateix criteri per definir les altres funcions elementals.

Funcié exponencial

“recepta’ tenim

Siz =z 4y i utilitzem la
eF = "t = % = ¢"(cosy +isiny).

Aixi doncs, definim

e* = e®(cosy + isiny)

Tenim, per tant (figura 2.10),

le*] = e* = eRC(Z), arg(e®) =y = Im(2).

Figura 2.10: Funci6 e*.

Funcioé logaritmica
Si ara fem z = re? i utilitzem la “recepta” tenim
log z = log (rew) = logr + 6.

Aixi doncs, definim

log z = log |z| + i arg 2
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Figura 2.11: Valors de log z.

i tenim, per tant,
Re (logz) =log|z|, Im (logz) = argz.

En les expressions anteriors, logr = log |z| és el logaritme habitual d’un nombre
real positiu. Notem que la indeterminacié de I'argument de z en multiples de
27 addicionals fa que la part imaginaria de log z tingui una infinitat de valors
possibles que difereixen entre ells en miltiples de 27 (figura 2.11). La funcié
logaritmica és, doncs, multivaluada (de fet, és oo-valuada). Tal com hem fet
amb l'argument, podem parlar de la branca (o determinacid) principal de log 2
restringint arg z a 'argument principal, Arg z.
Es facil comprovar que log z és la funcid inversa de e*:

%87 = » i, també, log (¢*) =z (+2mik).
També es pot definir el logaritme de base complexa. Si a € C definim
aef lO0g 2
log, z =
log a

que, obviament, es compleix quan a i z sén reals. Cal, pero, fixar previament la
determinaci6 de loga (o, equivalentment, 'argument de a). La funcié log, z és
oo-valuada.

Potencia d’exponent complex i exponencial de base complexa

Si a i b sén nombres reals (a > 0) tenim a® = €8¢, Si mantenim aquesta
expressié quan a i b son complexos tindrem

def def
Zb det eblogz7 z def 6zlog;a

a
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La primera funcié (poténcia d’exponent complex) és, en general, multivaluadai ,
mentre que la segona (exponencial de base complexa) és univaluada un cop
fixada la determinacié de 'argument de a (i, per tant, del seu logaritme).

Funcions trigonometriques

A les férmules d’Euler (1.13)

‘ ol _ =it e 1 =it
sin = ——, cos) = ——,
21 2

substituim el nombre real 6 pel complex z i definim

. get €7 — e det €° €77
siny = ————, cosz= ——-—
21 2

Definim també

def SIN Z e —e ¥
tan z = =

cosz  ile* + e ¥

i, similarment, cot z, sec z i csc z

def 1 def 1 def 1
cot z = , secz = , C€SCz = —
tan z CcOoS 2 sin z

Totes les funcions trigonometriques sén univaluades, ja que la funcié exponencial
també ho és. Totes tenen periodicitat 27 en la direccié paral-lela a 1’eix real, és
a dir,

sinz =sin(z+27), cosz =cos(z+ 2m), etc.

Compleixen les mateixes relacions que les corresponents funcions de variable real
(cosz)® + (sinz)* =1, cos(—z)=cosz, sin(—z)=—sinz,

sin(z + 2') = sin zcos 2/ + cos zsin 2/, cos(z + 2') = cos zcos 2/ — sin zsin 2/, etc.
) )

Les funcions sin z i cos z Unicament s’anul-len, respectivament, als punts nm i
(n+ 1/2)7 de 'eix real (n € Z).

3Perd si b € Z, 2 és univaluada i 2!/? és b-valuada.
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Funcions hiperboliques

Novament, substituim x per z a les funcions hiperboliques reals

. et —e "t et +e "
sinhr = ———, coshz = —— etc.
2 ’ 2 ’
i definim
. aef € — €77 qof €+ €77
sinhz = —, coshr = ——
2 2
1 també

aef SInhz e —e™*

tanh z = = , etc.
coshz e*+e*

Les funcions hiperboliques sén també univaluades. Totes tenen periodicitat 27
en la direccio paral-lela a 1’eix imaginari, és a dir,

sinh z = sinh(z 4+ 2mi), cosh z = cosh(z + 27i), etc.
Compleixen les mateixes relacions que les corresponents funcions de variable real

(cosh z)? — (sinh2)®> =1, cosh(—z) = coshz, sinh(—z) = —sinh z,

sinh(z 4 2) = sinh z cosh 2’ + cosh z sinh 2/,

cosh(z + 2') = cosh z cosh 2’ + sinh zsinh 2/, etc.

Les funcions sinh z i cosh z iinicament s’anul-len, respectivament, als punts nm:
i (n+ 1/2)mi de l'eix imaginari (n € Z).

Les funcions trigonometriques i les hiperboliques estan relacionades, com
facilment s’infereix de les seves definicions. Aixi, tenim

cosh z = cos(iz), cos z = cosh(iz),

isinh z = sin(iz), isin z = sinh(iz).

Funcions trigonometriques inverses

Aquestes funcions les podem expressar en termes del logaritme. Veiem-ho amb
detall per al cas de la funcié arcsinz. Si w = arcsin 2z, tenim que sinw = z, és
a dir,

eiw _ efiw ) )
5 =2z, otambé e —2iz—e " =0,
7

i si multipliquem per €™ tenim

(e)? = 2iz (¢™) =1 =0.
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D’aqui podem aillar ™ (és una equacié de segon grau)
eV =iz + V1 — 22,

d’on podem facilment obtenir w. Tenim, doncs,

arcsin z = —1i log <zz +v1-— z2>

Aquesta funcié és multivaluada a causa del logaritme (multivaluat) i de I'arrel
(bivaluada). Un calcul similar ens porta a

11—z

arccos z = —1 log (z + V22— 1), arctan z = %log (Z + Z)

Funcions hiperboliques inverses

Procedint com en el cas anterior tenim

arcsinh z = log (z V2 + 1) , arccosh z = log <z + V22— 1),

1 1
arctanh z = — log e .
2 1—=z

2.5 Limit d’una funcio

Definicié 2.3 Diem que el limit de f(z) quan z tendeix a zg és wy, I ho ex-
pressem

lim f(z) = wo,
Z—20

siVe >0, 36 > 0 tal que d(f(z),wo) < € sempre que 0 < d(z,zp) < 9.
Una definicié equivalent és aquesta:

Definicié 2.4 lim, .., f(z) = wy si per a tota successio {z,} tal que {z,} — 2o
es compleix que {f(z,)} — wo.

Si el limit existeix és tnic. Intuitivament aixo és evident, ja que cap successio
(i, en particular, tampoc la sucessié { f(z,)}) pot acostar-se arbitrariament a dos
punts wy i wy, diferents, separats per una distancia estrictament més gran que
zZero.

Les regles del calcul de limits sén les que coneixem del calcul en variable
real, ja que la definicié de limit és formalment identica al cas real, com ja s’ha
esmentat al capitol 1 en referencia als limits de successions.

La definicié 2.4 i el teorema 1.3 ens porten al resultat segiient:
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Teorema 2.1 Sigui z = x+1y, f = u+1iv, zg = xo+1iyo 1 wg = a+1ib. Aleshores

lim u(z,y) = a,

Tr— 0
Yy—Yo
lim f(2) =wy &
Se lim v(z,y) =b.
T— 0
Yy—Yo

D’acord amb la definicié 2.2, el significat de “tendir a infinit” i de “limit
quan z tendeix a infinit” és:

Definicié 2.5 (Limit oo i limit quan z — o0)

1

Jm f(z) =00 si lim =75 =0,

. .. 1

lim f(z) =w si hmf(—> =w.
2—00 z—0 z

2.6 Continuitat

Definicié 2.6 (Continuitat) La funcié f(z) és continua a zq si es compleix

lim f(z) = f(z0).
Z—20
Aquesta definicié pressuposa que tant lim,_,,, f(2) com f(zg) existeixen (és a
dir, 2o pertany al domini de definicié de f). El teorema 2.1 ens porta al resultat
segiient:

Teorema 2.2 Amb la notacié del teorema 2.1, la funcié f(z) és continua a 2
si i només si les funcions u(x,y) i v(x,y) sén continues a (o, Yo)-

Diem que f(z) és continua en un subconjunt obert D de C si ho és en tots
els punts de D.

Definicié 2.7 (Continuitat uniforme) La funcié f(z) és uniformement continua
aD (D cCC)siVe> 0,36 >0 depenent només de ¢, tal que d[f(z), f(2')] < €
sempre que d(z,2') < J, on z i 2’ sén punts qualssevol de D.

Teorema 2.3 Si D és compacte i f(z) és continua a D, aleshores f(z) és uni-
formement continua a D.

La demostracio és identica al cas de les funcions de variable real.
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2.7 Derivacio i analiticitat

Definicié 2.8 (Derivada) La funcié f(z) és derivable a zj si existeix el limit

lim L) = S(0) a f(20). (2.1)

Z—20 Z — ZO
Si f'(20) existeix, s’anomena la derivada de f a 2.
L’expressié anterior també es pot escriure

/ o ot Az) = fl20) . Af
f'(z0) = Jlim A- = Jim

on Az =z — 20 i Af = f(2) — f(20) = f(z0 + Az) — f(20).

Teorema 2.4 Si f(z) és derivable a zy, aleshores és continua a z.
DEMOSTRACIO: Si f'(z) existeix, el numerador de (2.1) ha de tendir
a 0 quan z — 2o, és a dir, lim,_,,, f(2) = f(20).

o

Les regles de derivacié que coneixem del calcul en una variable real sén
també valides en una variable complexa, ja que, com passa amb els limits de
successions i funcions, les definicions que hem donat sén formalment identiques
a les corresponents al cas real. Aixo inclou la derivada de la suma, del producte,
etc., 1 les regles de la cadena i de L’Hopital (per resoldre limits indeterminats).

Exemple 2.3 Calculem el limit
inh(2
lim 2on22) (22) .
z—im  e? + 1
Observem primer que el limit és una indeterminacié6 del tipus 0/0

I sinh(2z)  sinh(27i) disin(27) 0
im = — —
z—ir e + 1 e +1 —14+1 0

Usem la regla de L’Hopital

lim

z—ir e + 1 o Z—im (ez -+ ]_) 20T e?

sinh(2z) " [sinh(22)]’ " 2 cosh(22)

_ 2cosh(27i)  2cos(2m) 5
- i - 4

Y

on hem suposat sense demostrar-ho que (e*)’ = e i (sinh z)’ = cosh z, com passa
en el cas real. La demostracio és a I'exemple 2.4.
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Teorema 2.5 (Condicions de Cauchy-Riemann) Si la funcié f(z) és derivable
a zg = To + iyo, aleshores les funcions u(x,y) i v(x,y) satisfan les condicions
segiients:

0 0
—u(z,y) = ~-v(z,y) ,
Oz (womo) Y (z00)
0 0

- _U(J:a y) = —U,([L', y)
Oz (z0,y0) Ay (z0,y0)

Aquestes condicions s’anomenen condicions de Cauchy-Riemann.

DEMOSTRACIO: En ser f(z) derivable a zy tenim
Au + 1 Av
"(20) = lim ————.
f'z0) Az—0 Az + 1 Ay
Ay—0

El limit és independent del cami escollit per acostar (Ax, Ay) a (0, 0).
Fem-ho de dues maneres:

1) Mantenint Az = 0, aleshores

Flz) = 1 AU—i-iAv_l. &_.1. Au
TS0 iAy a0 Ay  ayso Ay
ov  Ou
= — — 7 — s
91, |,

on el subindex 0 indica que les derivades parcials s’han d’avaluar
en el punt (zg, yo).

2) Mantenint Ay = 0, aleshores

Flz0) = Au—i—iAv_l, Au+,1, v
0T ST A T arb0 Az | Ao Az
ou . Ov
= — i .
x|, x|,

Si igualem les dues expressions de f’(zp) obtenim les condicions de

Cauchy-Riemann.
o

Quan no hi hagi confusié escriurem

def au def 8“’ def av def av

Uy = 75 Uy =75 Uz =7, Vy = 7=
ox Y oy ox Y oy
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Les condicions de Cauchy-Riemann en el punt zg sén, per tant, necessaries per
tal que f sigui derivable a z5. No son, pero, suficients, llevat que exigim també la
continuitat de les derivades parcials de primer ordre de u i v en el punt (xg, yo).

Teorema 2.6 Siu(x,y) i v(z,y) tenen derivades parcials de primer ordre con-
tinues a (zg,yo) I satisfan les condicions de Cauchy-Riemann en aquest punt,

aleshores f(z) = u(z,y) + iv(x,y) és derivable a zy = xo + i yo.

DEMOSTRACIO: Hem de demostrar 'existencia del 1imit

. | Au+1iAv

im — = lim ———.

Az=0 Az Az—m0 Az + 1Ay
Ay—0

Per fer-ho, observem que

Au = u(z,y)—u(ro, yo) = [u(z,y) — u(xo, y)|+[u(wo,y) — u(zo, y0)] -

Aplicant el teorema del valor mitja als dos darrers termes d’aquesta
expressio tenim

Au = (x — xo) us(§,9) + (¥ — o) uy(z0,m),

on ¢ és un nombre real compres entre xg i x, i 7 és un nombre real
compres entre yo i y. Obviament, quan (x,y) — (zo,y0) (és a dir,
Az, Ay — 0) també (£,n) — (20, ¥o). La continuitat de u, i u, en el
punt (zg,yo) ens assegura que

us (& y) = ua(@o,y0) + €, uy(wo, n) = uy(wo, y0) + €y,
on €y, ¢, — 0 quan Az, Ay — 0. Tenim, doncs,
Au = Az [ug (0, y0) + €4] + Ay [uy (0, yo) + €] -
De manera analoga arribem a
Av = A [ (w0, 9o) + €] + Ay [, (z0,30) + 1]

on també €

x?

¢, — 0 quan Az, Ay — 0. Tenim doncs,

Af (ux—i-eg)Ax—i—(uy—i—eZ)Ay—i—i [(vx+6;)Ax+(vy+eg)Ay}
Az Az+i Ay ’

on hem suprimit (g, yo) en totes les derivades parcials per alleugerir
la notacié. Usant les condicions de Cauchy-Riemann tenim

Af  (Az+iAy)(uy +iv,)  Ax(ey +iey) + Ay(ey +ie)

Az Ax +1iAy Ax +1iAy ’
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d’on es dedueix que
Af ‘Ax(e;ﬁ +1i€’)

Az (1t + v Ax +1iAy

Com que |Az| < |Az +iAy| i |Ay| < |Az + i Ay, tenim finalment
que per a qualsevol € > 0, si escollim Az i Ay prou petits, podem
aconseguir que

Ay(e, +iey)
Az +1iAy |’

A :
AL (et )| < Jet] + ledl + leg] +legl < e
és a dir,
. Af : : : ,
AILIEOA_,Z:UI_‘_ZUI (= up —iuy = vy + v, = vy —iuy).

L’existencia de f’(zp) queda, per tant, demostrada.

O

Exemple 2.4 Comprovem que la funcié6 f(z) = e* és derivable a tot el pla
complex i que f'(z) = €.

De la definicié de e* tenim
u=e"cosy, v=-e’siny,
i, per tant,
uy =e"cosy, u,=—e’siny, v, =e"siny, v, =e"cosy.

Totes aquestes derivades sén continues a qualsevol z € C i observem que u, = vy,
—U; = Uy, és a dir, se satisfan les condicions de Cauchy-Riemann. Aixi doncs,
el teorema 2.6 ens garanteix que f(z) = e* és derivable a tot C. A més,

f'(2) = ugp +iv, = €* cosy + ie” siny = €°.

A partir d’aquest resultat també podem demostrar que f(z) = sinhz és
derivable i que f’(z) = coshz a tot el pla complex. Si partim de la definici6
sinhz = (e — e %)/2 i usem les regles elementals de derivaci6, que, com s’ha
esmentat, son aplicables a funcions d’una variable complexa, trobem

fi(z) = (_—) == _2<6_Z)/ =T — o
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Teorema 2.7 Una funcié f(z) = u(x,y) +iv(z,y) és constant en un domini D
(obert i connex) si i només si f'(z) =0, Vz € D.

DEMOSTRACIO: A partir de (2.1) és evident que, si f(z) és constant
a D, la seva derivada és zero en tots els punts de D. Per demostrar
el reciproc notem que si f/'(z) = 0 tenim w, + iv, = v, —iu, =0, és
a dir, u, = u, = v, = v, = 0 a tot D. Aquestes derivades parcials
son continues a D, ja que sén nul-les a tot arreu. Aixo implica
que les funcions u(x,y) i v(z,y) son diferenciables a tot D i que els
seus gradients son Vu = Vv = (0,0). Per tant, totes les derivades
direccionals de u i de v s6n 0 (recordem que la derivada direccional
de u en la direccié m és n- Vu). Aixo fa que les funcions u i v siguin
constants al llarg de qualsevol segment rectilini de D. El teorema 1.8
ens garanteix que dos punts qualssevol del conjunt obert i connex D
es poden connectar amb un nombre finit d’aquests segments i, per
tant, f = u + iv és constant a tot D.

O

Definicié 2.9 (Analiticitat) Diem que la funcié f(z) és analitica (o holomorfa®)
a zo si és derivable a zy 1 en algun entorn E.(zg) de 2.

Exemple 2.5 Considerem la funcié f(z) = |z|?. Volem veure que f'(z) només
existeix per a z = 0. Comencem observant que:

Af  (2+Az2)(z" +Az") —22¢ . Az

Considerem separadament els casos z =01 z # 0.

A
Si z =0 tenim f'(0) = lim af _ 0, ja que |Az*/Az| = 1.

Az—0 Az
Si z # 0, el limit lima,—,0(Az*/Az) no existeix perque si Ay = 0 tenim
Az A
lim =2 = lim — =1,

Az—0 Az Az—0 Az N

mentre que si Az = 0, tenim

. Az . —iAy
lim = lim —

—1.
Az—0 Az iAy—0 Ay

4Estrictament, aquesta és la definicié de funcié holomorfa a zy. La definicié de funcié
analitica (també valida per a funcions de variable real) és que sigui la suma d’una série de
potencies de z — zp. Tanmateix, al capitol 4 veurem que f(z) és holomorfa a z si i només si
és analitica en aquest punt. En altres paraules, per a les funcions de variable complexa els
termes holomorfa i analitica sén sinonims. En endavant, usarem tnicament el terme analitica.
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Aixi doncs, el limit

im &F = 42 (im 27

Ao Az - T\ a5 Az
no existeix i, per tant, tot i que f(z) = |2|? és derivable a z = 0, no és analitica
en aquest punt.

Definicié 2.10 La funcié f(z) és analitica a D (C C) si ho és en tots els punts
de D. Direm que f(z) és entera si és analitica a tot el pla complex.

Notem que si D és un conjunt obert, f(z) és analitica a D si i només si
és derivable a D, és a dir, en un conjunt obert analiticitat i derivabilitat sén
conceptes equivalents. Si el conjunt D no és obert, llavors f(z) és analitica a D
si i només si és derivable en algun conjunt obert que contingui D.

Ara estem en condicions de donar una definicié precisa de branca d’una
funcié multivaluada.

Definici6é 2.11 (Branca d’una funcié multivaluada) Una branca d’una funcié
multivaluada f(z) és qualsevol funcié univaluada F'(z) analitica en algun domini
(obert) D en cada punt del qual F(z) pren algun dels valors possibles de f(z).

Sovint s’utilitza “branca” de manera més informal, incloent el tall de branca
en el domini de definicid, amb la qual cosa la “branca” és discontinua. Per
exemple, una branca del logaritme és log z = logr + i amb 6 € (0,27), pero
també parlem de la “branca” amb 60 € [0, 27), que és discontinua sobre 'eix real
positiu.

Exemple 2.6 Sigui z = re'?,

1) La funcié F(z) = \/re/? és univaluada i analitica en el domini
D={zeC:r>0,—7m<0<m}

(D no conté ni el tall de branca, la semirecta (—oo, 0], ni el punt d’embran-
cament, z = 0). Es, per tant, una branca de la funcié multivaluada f (2) =
/2. Informalment, també parlem de “branca” quan —mw < 6 < 7, tot i
que aquesta és discontinua a l’eix real negatiu.

2) La funcié F(z) & log |z| +i Arg(z) és analitica en el mateix domini D. Es,

doncs, una branca (la branca principal) de log z.
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3)

En el capitol 4 estudiarem les series de potencies i veurem (problema P4.8)
que

’/L

és la serie de Taylor de f(z) = 1 / V1 —2z. També veurem que F(z) és
analitica a |z| < 1. Per tant, F'(z) és una branca de f(z) = 1/v/1—z en
aquesta regio.

La funcié
F(z) = Vre?? sireqQ
_\/FeiG/Q, sir ¢ Qa

tot 1 que pren un dels valors possibles de v/z a qualsevol punt de D, no és
cap branca de /z perque ni tan sols és continua (en cap domini).

Definicié 2.12 (Singularitat aillada) EI punt z, és una singularitat aillada de
la funcié f(z) si existeix € > 0 tal que f és analitica a £!(zy), pero f'(z0) no
existeix.

Teorema 2.8 Si f(z) = u(z,y) + iv(x,y) és analitica en un domini D (obert i
connex), aleshores f(z) és constant a D si, i només si, |f(z)| és constant a D.

DEMOSTRACIO: Es evident que si f(z) és constant, també ho és el
seu modul. Per demostrar el reciproc, observem que si f(z) i f*(2)
son ambdues analitiques a D, llavors han de ser constants. Aixo és
conseqiiencia de les condicions de Cauchy-Riemann aplicades a f i

a f*

f=u+iv analitica = u, = vy, uy = —v,

[*=wu—1v analitica = u, = —vy, uy = vy,

d’on deduim que u, = u, = v, = v, = 0 a tot D. Aixi doncs,
f'(2) =0 atot D i, d’acord amb el teorema 2.7, f(z) és constant.

Suposem ara que | f(z)| = K (constant) a D. Si K = 0, el teorema es
compleix trivialment, ja que també f(z) = 0. Si K # 0, les funcions
f(2) 1 f*(2) no s’anul-len enlloc i tenim

fRfR) _IfEP K

FEO="50"""70 i)
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Per tant, com que f(z) és analitica (i no s’anul-la) a D, f*(z) també
és analitica i, com acabem de veure, aix0 implica que f(z) és constant

aD.

2.8 Problemes

P2.1 Trobeu tots els valors de:
(a) (1 —1)° (g) tani (m) arccos 2
(b) (_1)1/ﬂ (h) ie? (n) arccosi
(c) 1 9 log< ) ! ’ (o) arccoshi
(d) arctan(21) (j) log(—3) s
(e) arctanh 0 (k) log(v/3 — 1) (p) (cosi)
(f) log(—e*i) (1) arcsin?2 (q) (sing)%/®

P2.2 Quin és el domini de definicié que se sobreentén en les funcions segiients?

(a) f(z) = 1/(+4)  (b) f(z)=2/(z+2") (c) f(z)=z/sinz

P2.3 Demostreu que z = 4 sén punts d’embrancament de (22 + 1)/,

P2.4 Estudicu els punts d’embrancament de f(2) = \/(4 — 2)(4 + 22) .

P2.5 Considereu la branca de la funcié f(z) = V1 — 22, en la qual f(0) = 1.
Calculeu el seu valor en el punt de la recta real z = p > 1 si ens movem
des de l'origen a aquest punt evitant el punt z = 1 per la part superior
del pla complex i preservant continuitat.

P2.6 Considereu una branca de w = log z. Demostreu que transforma
(a) cercles amb centre a 'origen del pla z en rectes paral-leles a 1'eix v

del pla w,

(b) rectes que passen per l'origen del pla z en rectes paral-leles a 'eix u
del pla w,

(c) tot el pla z en una franja d’amplada 27 del pla w.
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P2.7 Trobeu totes les solucions de:

(a) e = =2 (d) et =1 (g) sinz =iv2
(b) e** =i (e) sinhz =iv/2
(c) e =1++/3i (f) 2'=1+1

P2.8 Demostreu les igualtats:

a) e?le?? — ezlJrZQ’ e /622 — gf1 %2
| =€, |

c) sin®z +cos’z = 1

d) e =cosz +isinz

) sin(z; + 22) = sin 21 cos 25 + sin 23 cos 2

) sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cos z

sinh(—z) = —sinh z, cosh(—z) = cosh z

sinh(z; 4 z2) = sinh 2 cosh 25 + sinh 2 cosh z;

6z+2km —

i) cosh? z —sinh? z = 1

)
(k) sin(z +iy) = sinx coshy + i cosz sinhy
(1) (sinz)" =sinz", (cosz)" = cosz”

P2.9 (a) Trobeu tots els zeros de sin z i cos z i comproveu que sén reals.
(

b) Trobeu tots els zeros de sinh z i cosh z i comproveu que sén imagi-
naris.

P2.10 Demostreu, suposant algunes restriccions, que

1
log(z —1) = 5 log[(x — 1)* 4+ y?] + i arctan —

P2.11 Trobeu les parts real i imaginaria de z7.

P2.12 Demostreu que hH(l) z/z" no existeix.
Z—

P2.13 Trobeu els limits segiients:

. B+ (=) + (1= 2i)z —i
@ =
(b) lim 324 —2234+822—-22+45

1

z—1 Z—1
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P2.14 Si f(z2) =u+iviz =z +iy = re?, demostreu que les condicions de
Cauchy-Riemann també es poden expressar:

of ou 10v ov 10u
— b R p— - = - —
(2) 0z* 0 (b) or rod’ Or r 00
P2.15 Amb els resultats del problema anterior, discutiu l'analiticitat de les
funcions:
2 1

(a) z* (c) e®(cosy —isiny) (e) z(zZQ—j—l)
(b) (%) (d) =y +1y (f) r*

P2.16 Fent servir les regles de derivacié, trobeu les derivades de les funcions

segiients:
(a) zarctan(log z) (c) 1/arcth(iz + 2)
(b) (z — 3i)“#=*2 (d) cos®(2z + 3i)

P2.17 Demostreu que les funcions segiients sén harmoniques (és a dir, satis-
fan l'equacié de Laplace 0%*u/dz* + 0%u/dy* = 0) i trobeu les seves
harmoniques conjugades v (és a dir, tals que f(z) = u+iv sigui analitica)

(a) u=2z(1—1y) (b) u=e"*(xsiny — ycosy)

P2.18 Considereu la regié D; de la figura 2.12, definida per: 0 < Rez < 2;
0 <Imz < 1. Trobeu la imatge de D; per a les funcions segiients:

(a) f(z) =€ (b) f(z) =¢* (c) f(z) =€
i D,
D,
2 L

Figura 2.12: Regions dels problemes P2.18 i P2.19.
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P2.19 Considereu la regié D; de la figura 2.12, definida per: 1< |z| <2; Im 2> 0.
Trobeu la imatge de D, per a les funcions segiients (preneu la branca amb
el tall sobre l'eix real positiu, quan calgui):

(a) f(z) =22 (©) f(z) =2 (&) f(z)=1/z
(d) f(=) = log = (1) f() = 22

P2.20 Considereu les branques principals (definides per —7 < 6 < ) de les
funcions segiients i trobeu el valor de la discontinuitat en els punts del

tall:
(a) f(z) =22 (¢) f(z)=2"", neN
(b) f(z) =2"/? (d) f(z) =log=z
P2.21 Expresseu en termes de z i z* les funcions segiients i indiqueu si sén
analitiques:
(a) f(z) =|z] (b) f(z) = Argz

P2.22 Determineu on sén derivables i/o analitiques les branques —m < 6 < 7
de les funcions multivaluades segiients:

(a) f(z) =22 (¢) f(z) =log> (&) f(z) = 1/log>=
(b) f(2) = 22 (d) f(2) = 2log -

Quina és la resposta quan es consideren definides sobre les superficies de
Riemann corresponents?

P2.23 Considereu la funcié real u(z,y) = log(z? + y?), definida a tot el pla z-y
llevat del punt (0,0). Es harmonica (vegeu el problema P2.17)? On?
Trobeu la seva harmonica conjugada, v(z,y), i determineu el domini
d’analiticitat de la funcié complexa f(z) = u(x,y) + v(z,y).

SOLUCIONS

) kmi

) 2412k — (1/2)]n

g) i(e* —1)/(e* +1)
)

7(log v/3+klog 9)

a) [2k—(3/4)]m z(log?)/? e

C) 612\[ km

S2.1 ( (
(b) 6 (2k+1)1 (f
( (
( (

d) [k+ (1/2)]7 +i(log3)/2 h

6
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(i) 4k —1 (m) 2km —ilog(2 £+ V/3)

(j) log3+i(2k+ 1)m

(k) log2+i(11/6 + 2k)m

(1) [(1/2) 4 2k]m —ilog(2 £ v3)  (0) log(vV2+ 1) 4 i[2k = (1/2)]7

(n) [2k + (1/2)]7 —ilog(vV2 + 1)

(Fins aqui, k € Z)

(p) Vcosh 1 e?™/3 on k =0,1,2
(@) [(& = 1)/(2e)P D0 on | = 0,1, 4

S2.2 (a) C— {—2i,2i}
(b) C—{Rez = 0}. No es pot estendre el domini de definicié per incloure
el punt z = 0, ja que si escrivim z = ee® el limit

y ee'? 1
€ eet? + ce—i0 1+ e—2i0

depen de 6 i, per tant, lim, o 2/(z + 2*) no existeix.

(c) C— {2z = km, amb k € Z} (vegeu el problema P2.9). En aquest
cas, podem estendre el domini de definicié per incloure-hi z = 0, ja que
el limit

. . (L’Hoépital)

lim, .0 2z/sinz=0/0 = lim, ,o1/cosz=1
existeix. Aixo ens diu que la singularitat present a z = 0 és evitable i
que podem definir una altra funcié g(z) continua a z = 0, que coincideix
amb f(z) a la resta de punts,

z/sinz vper z# km, keZ,
9(2) = _
1 per z = 1.

S2.3 La funci6 (224 1)Y3 = [(z — i)(z +1)]"/® és trivaluada. Si, com es mostra
a la figura 2.13,

z—i=ry e z4i=r_e',

tenim A
w= f(z2) = ri/g pl/3 g0t 0-2mH/3 on = 0,1, 2,

Observem que si movem el punt z (en sentit antihorari) i tornem al
punt inicial, envoltant el punt z = 4, incrementem k£ en una unitat
(mod. 3), ja que llavors 6, — 6, + 27. El mateix passa si envoltem
el punt z = —i, ja que en aquest cas 6_ — 0_ + 2w. Aquests dos punts
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2

1

0
Figura 2.13: Talls de branca de la Figura 2.14: Superficie de Riemann per a la funcié
funcié (22 + 1)1/3. (22 + 1)V/3.

son, per tant, els punts d’embrancament de la funcié. Per tenir branques
de f, hem d’introduir els talls de branca, que s’originen sempre en els
punts d’embrancament. Una possibilitat és fer els talls al llarg de I'eix
imaginari, com es mostra a la figura 2.13. Aix0 equival a imposar les
restriccions segiients als arguments 6.:

3 m T 3

—— <. < — —— <0< —.
9 — 't Ty 2~ 2

Si ens restringim al full principal, & = 0, obtenim la branca

F(z) = r}r/B rl_/3 ei[9++9_]/3’

amb els arguments 61 restringits als intervals indicats. Aquesta branca
és discontinua als talls. Per mostra-ho, concentrem-nos, per exemple, en
el tall superior, 6, = 7/2. Observem que hi ha una discontinuitat, ja que
els limits laterals de F'(z) en els punts del tall sén diferents. El limit per
I'esquerra correspon a 6, — —37w/2 i 6_ — 7/2, mentre que el limit per
la dreta correspon a 6, — 7/216_ — w/2. Si avaluem aquests limits
veiem que la discountinuitat és

AF = lim F(z)— lim F(z) = (ryr )Y? (e_i’r/3 — em/3)
9+4)737T/2 94_4)71'/2
0_— 7/2 0_—m/2

= 2isin(—m/3)(ror_ )3 = —i/3(rr )3

De la mateixa manera trobariem que també hi ha una discontinuitat al
tall inferior.

Per completesa, representem la superficie de Riemann, on f(z) esdevé
univaluada, a la figura 2.14. Consta de tres fulls enganxats com s’indica.
Els punts d’embrancament, 7 i —i, sén comuns als tres fulls.
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S2.4 Si fem el mateix raonament que en el problema anterior, com que

VE=)E+2) = /- Dz —20)(z + %),
els punts d’embrancament séon z = 4, z = 2¢ 1 z = —2¢. Hi ha moltes

maneres de distribuir els talls de branca. Alguns exemples es mostren a
la figura 2.15.

21 2% 21 j

—24 -2 —24

Figura 2.15: Possibles talls de branca de la funcié /(4 — z)(4 + 22).

S2.5 Es clar que sobre la recta real la funcié w = f(z) = v/1 — 22 pren valors
reals en els punts de U'interval real [0, 1], mentre que pren valors imagi-
naris per a z real més gran que 1. En aquest problema veurem que el signe
de la part imaginaria depen de la branca escollida. Abans, pero, hem
d’especificar la posicié dels talls de branca, és a dir, I'interval de definicio
dels arguments 6. (vegeu la figura 2.16). També hem d’especificar quina
branca utilitzem, és a dir, quina de les dues arrels de (1 — z?) escollim.

z
z+1 z—1

g /\;QQJF_
110 1]

Figura 2.16: Arguments 6+ de z F 1. Eleccié dels talls de branca de la funcié v1 — 22,
corresponents a —7/2 < 61 < 3m/2. Recorregut de lorigen a z = p > 1 que evita la
singularitat z = 1.

Podem reescriure la funcié aixf:

V1i—22=/—(z—1)(z+1).
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Siz—1=r.eiz+1=r_e’, tenim
Fi(z) = (fryr_ @mtoto-t2mz () = 0, 1), (2.2)

amb —7/2 < 0y < 37/2.

La primera condicié de l'enunciat és que la branca escollida verifica
f(0) = 1. El punt z = 0 correspon a r+ = 1, 0 = 7w i6_ = 0.
Substituint a (2.2) veiem que hem d’escollir la branca Fj(z).

La segona condicié de I'enunciat (“si ens movem des de 'origen a aquest
punt evitant el punt z = 1 per la part superior del pla complex i preser-
vant continuitat”) ja s’ha tingut en compte amb l'eleccié de I'argument
de z—1 (—7/2 <0, < 371/2), és a dir, amb l'eleccié del tall que surt del
punt d’embrancament z = 1. La funcié Fj(z) no té cap discontinuitat
sobre el cami indicat que voreja z = 1 per sobre.

Un cop especificada la branca, només cal avaluar F} en els punts z = p > 1,
que corresponen ary =p—1,r_=p+1i6, =6_=0. Aixi,

Fi(p>1)=p-1)p+1)e¥? = —i\/p?—1.

Notem que si canviem qualsevol de les dues condicions de l’enunciat,
el signe del resultat canvia. Si escollissim que f(0) = —1, hauriem de
treballar amb Fy(z), que, obviament, difereix de F(z) en el signe global.
Si escollissim vorejar el punt z = 1 per la part inferior de manera que
la funcié fos continua, aleshores hauriem de posar el tall de branca al
semipla superior i imposar, per exemple, —37/2 < 6, < 7/2. Llavors,
2z = 0 correspondria a 6, = —m, hauriem d’escollir £ = 0 i, per tant, el
valor de la funcié seria +i4/p? — 1.

—7T0

Figura 2.17: Representacié de la transformacié del problema P2.6. La circumferéncia (de
radi 79 > 1) i la semirecta del pla z es transformen en les linies del pla w dibuixades amb el
mateix tipus de trag. L’interior (exterior) del cercle |z| = 1 es transforma amb la franja gris
fosc (clar) del pla w.
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S2.6 Comencem especificant la branca del logaritme que utilitzem. Si z = 7 e?

i prenem el full principal (k = 0) amb 0 < 6§ < 27, tenim w = log r + 6.

(a) Els punts d’una circumferéncia de radi ry centrada a l'origen es pa-
rametritzen per z = r9e’. La imatge d’aquests punts per la branca
escollida és el conjunt de punts w = logry + 6, que correspon a un
segment de llargada 27 paral-lel a I'eix imaginari i part real log ro (linies
de trac continu de la figura 2.17).

(b) Els punts d’una semirecta que passa per 'origen inclinada un angle 6,
respecte de I'horitzontal s’expressen z = 7€, on r va de 0 a co. La seva
imatge és la recta infinita paral-lela a ’eix real a una algada 6y (linies de
trac discontinu de la figura 2.17).

(c¢) Evident a partir dels resultats anteriors.

S2.7 (a) log2 + i(1 4 2k)w (e) +log(v2+1)

+i[(1/2) + 27
b) z = i[(1/4) + k]r/2 §) oyt
(g) [(1F1)/2+ 2k]x

(
(
(c) log 2 +1i[(1/3) + 2k]m
(d) (1/2) + ikm +ilog(V3 + V2),

onkeZ.

S2.8 (a) 1?2 — 1Tl T2+iys
= e" e (cosy; + isiny;)(cosys + isinys)

M1F2 [cos(yy + y2) +isin(yr + y2)]
T1+w2 Li(y1+y2) A1tz

=€
=€ €

et

e (cosyy + isiny)
e e®2(cosyy + isinys)
e (cosyy +isiny;) (cosys — isinys)

e*2 (cosye + isiny,) (cosys — isinys)
= e [cos(y1 — y2) +isin(yy —y2)] =€

z1—22

(b) [e*] = le*(cosy + isiny)| = e*(cos®y + sin y)1/2 = e,
(c) Utilitzant les definicions sinz = (e* — e™)/2i i cosz = (e” +

e%) /2, obtenim

o ) 621’2 + 6721‘2 -9 622’2 + 6721'2 + 2
sin“ z + cos“ z = — + = 1.

4 4
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(d) cosz+isinz = (1/2)[e”* + e +i(e" — e %) /i] = €.
(e) sin zy cos zy + sin 2 cos 2

eizl _ e—izl eizg + e—izz eizz _ e—izz eizl + e—izl

DT P Tt 2
ei(Z1+Z2) _ 677,'(214»,22) ( )
= - = sin Z1 t+ 22).
27
—iz __ iz iz iz
(£) sin(—2) = “——— = = ——"— = —sin=.
sinh(—z) = c e __¢7°¢ _ —sinh z.
& 2 2

(h) sinh z; cosh zo + sinh 25 cosh 2

el —e A 2 e e —e 2 el 4eA

T2 > T T 3
(z1+22) __ ,—(z1+22)
_ ¢ 26 = sinh(z + 22).
(i) Utilitzant les definicions sinh z=(e* —e™%)/2 i coshz=(e*+e%)/2,

obtenim

622 + 672,2 + 2 622 + 672z -9

=1
4 4

cosh? z — sinh? z =

(j) eF T2 = ¢ 2FT — ¢ [cos(2km) + isin(2km)] = €°.

(k) Utilitzant el resultat de l'apartat (e), sin(z + iy) = sinx cos(iy) +
icoszsin(iy). De la definici6 de sin z i cos z, trobem cos(iy) = (e ¥+
e¥)/2 = coshy i sin(iy) = (e7¥ — €¥)/(2i) = isinhy sin(z + iy) =
sinz coshy + ¢ cosx sinhy.

(1) (sin2)* = (e —e™#)*/(=2i) = (e7* —¢€*")/(—2i) = sin z*, on hem
utilitzat que (e*)* = e, ja que

[e®(cosy + isiny)]” = e"(cosy — isiny)

Ty e?

= e’ [cos(—y) +isin(—y)] =e
S2.9 (a) sinz=0 = e*=e¢"* = e VYe"=¢Ve " = y=—y, x=—x+27k.
Per tant,
y=0,r=7nk = z=mnk, onk € Z.

cosz=0 = e¥=—e"% = e Ve’ =—eVe ® = y = —y, r=—a+n+27k.

Per tant,

1 1
y:O,x:W(k+§) = zzﬁ(k+§),onk€Z.
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(b) Com que sinh z = —isin(iz), sinh z s’anul-la quan iz = 7k, és a dir,
quan z = imn (on n € 7Z). Similarment, com que coshz = cos(iz) la
funcié cosh z s’anul-la quan z = im(n 4+ 1/2), on n € Z.

S2.10 En general, tenim que log w = log |w|+i arctan(Im w/ Re w) +i2wk, amb
keZ. Siw=z—1=(x—1)+ iy tindrem

log(z — 1) = log ( (x —1)2+ y2> + i arctan <L1) + i27k.
T

L’arctan és ambigu a l'interval [0,27]. Considerant arctan« amb « €
[0, 7], I'enunciat és cert per a la branca principal (k = 0) del logaritme,
si z — 1 és al primer o segon quadrant del pla complex. Si és al tercer o

quart, cal sumar +im.
S2.11 Convé utilitzar tant 'expressié binomial z = x+iy com la polar z = re',

onr = (22 +y*)Y2, i 0 = arctan(y/z).

z zlog z

S —e z+iy)(log r+i(0+2km))

—_= e(
= erlogr—y(0+2km) g [y logr + (6 + Qkﬁ)]

+ 4 e@losT—y(042km) iy [y logr 4+ z(0 + 2/@%)}.

S$2.12 En forma polar, z = r € i 2* = r e7®. Per tant, z/2* = ¢*?. Veiem,
doncs, que el limit depen de 6, és a dir, de com z s’aproxima a 0. Per
tant, lim,_,o(z/2*) no existeix.

S2.13 (a) (2—14)/0=c0 (b) 4+ 4i (regla de L’Hopital).

S2.14 (a) Considerem la relacié entre {z, 2*} i {z, y} com un canvi de variables,

Z=x+1y r=(2+2")/2
2=z —1y y=(z—2")/2,

i expressem la derivada respecte de z* de f = u + iv mitjancant la regla
de la cadena (escrivim u, = du/0x, etc.),

of o

—(u +iv) Ou
dz*  Ox 0z*

0 .\ 0y I
+a—y(u+w)82* = (uz—vy)§+z(uy+vx)

DN | —

Aquesta expressio és nul-la si i només si es compleixen les condicions de
Cauchy-Riemann
Up = Vy, Uy = —Vy.
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(b) En coordenades polars
x=rcosf, y=rsind.

Si fem servir la regla de la cadena, trobem

ox dy

Uy = uxE + uyE = Uy cos 0 + u, sin b,
up = uz% + uy% = Uy - (—rsing) 4+ u, - (rcosb),

i també,
Uy = Uy cos 8 + v, sin 0,
Vg = —TUg sin 6 + rv, cos .
Les condicions de Cauchy-Riemann permeten expressar les derivades par-
cials de v en termes de les u,
Uy = vy cos 0 + v, sinf = —u, cos @ + uy sinf = —uy/r,

Vg = —1Ugsin @ + rv, cos 6 = ru, sin 6 + ru, cosd = ru,.

S2.15 (a) No derivable ni analitica enlloc.
b) Derivable a z = 0, no analitica enlloc.

¢) No derivable ni analitica enlloc.

e
f

(
(
(
(d) Derivable a z = i, no analitica enlloc.
(
(f) Derivable a z = 0, no analitica enlloc.

) Derivable i analitica a C — {0, +:}.
)

S2.16 tan(l + —
(a) arctan(log z) T log%2

4z + 2
z— 3

(b) (z —3i)***2 |4log(z — 3i) +

(c) —i/(1+ (2 —2i)?)
(d) —4sin(2z + 3i) cos(2z + 3i)

S2.17 Per alleugerir la notacié escrivim u, = du/0z, Uy, = 0*u/0z?, etc.
(a) Siu=2z(1—y) tenim

Uy =21 —y) = Uy =0;uy = -2 = uy, =0
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i, per tant, u,, + uy, = 0, és a dir, v és harmonica.
Utilitzant la primera condicié de Cauchy-Riemann tenim

vy =u,=2(1-y) = v:/dyQ(l—y):2y—y2+C(:c).
Determinem C'(x) amb la segona condicié de Cauchy-Riemann
v, = —u, = C'(z)=2rv = COr)=2>+K,

on K és una constant complexa arbitraria. Aixi doncs, v = 22 — y® +
2y + K, i la funcio

f(z) =2(1—y) +i(z” — y* + 2y) + const.
és analitica. Si expressem z,y en funcié de z, z* obtenim
f(z) =iz* + 2z + const.

que no depen de z*, d’acord amb problema P2.14.

(b) Si procedim com en el cas precedent arribem a
v=e *(xcosy+ysiny) + const.; f(z) =ize * + const.

S2.18 (a) Segment de la corona circular 1 < Jw| < e?, 0 <60 < 1.
(b) Segment de la corona circular 1 < |w| < e?, —1 <6 <0.
(c) Segment de la corona circular e™! < |w| <1, 0 <60 < 2.

1 (b) "ﬁ ()

1 e? e 11

Figura 2.18: Els segments de corona circular resultants d’aplicar (a) e*, (b) €% i (c) ' a la

regi6 Dy (figura 2.12) del problema P2.18.

Aquestes regions s’il-lustren a la figura 2.18.

S2.19 (a) Segment de la corona circular 1 < |w| < v/2, 0 < 6 < 7/2.
(b) Segment de la corona circular 1 < |w| < 2v/2, 0 < 6 < 371/2.
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|
(b)
__ . __i |
(a) (c)
1 1
(e) (f)

(d) : 1
1

Figura 2.19: Imatges de la regié Dy (figura 2.12) del problema P2.19.

(c) Segment de la corona circular 1 < |w| < /2, 0 < 6 < 7/3.

(d) Rectangle 0 < Rew <log2, 0 < Imw < .

(e) Segment de la corona circular 1/2 < |w| < 1, —7 < 8 < 0.

(f) Segment de la corona circular 1 < |w| <4, 0 < 6 < 2.

Aquestes regions es mostren a la figura 2.19 (totes sén a la mateixa

escala).

S2.20 Com que per a cada f definim la branca principal F amb —7 < 6 < 7,
el tall s’estén sobre 'eix real negatiu. Definim la discontinuitat com

AF(r) = ;1_1r>r71r F(re®?) — 011m F(re).

—Tr

~—

a) AF(r) = /re™? — \/re™™2 = 2i\/rsin (7 /2) = 2i\/T.
A

b) AF(r) = r/3eim/3 — pl3e=im/3 = 2iy /3 gin (n/3) = iv/3 /3.

~—

c) AF(r) = rt/nem/n — pl/ne=in/n — 24pl/msin (1 /n).
d) AF(r) = (logr+im) — (logr —im) = 2mi. En aquest cas, la discon-
inuitat no depen del modul de z.

&+ —~ ~ N
~—

S2.21 (a) f(z) =|z| = vz 2* depén explicitament de z* i, a més a més,

af 1 |z

= —/— #0.
oz* 2 z*7é
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No és, per tant, analitica enlloc (tot i que és derivable en el punt z = 0).

(b) El mateix es pot dir de la funcié

*

£(2) = Arg(2) = arctan [Z ©

m} i

amb k = 0, %1 depenent del quadrant de z (vegeu 'exemple 1.1), ja que
of i
Oz¢  2z*

£0.

Notem que cal comprovar si 0f/0z* és o no igual a 0. De vegades pot
haver-hi una dependencia de z* que és només aparent. Per exemple, la
funcio

1 _ *
f(z) =logz =log|z| +iArgz = 5 log(zz*) + i arctan {—Zé +ZZ*)}

depeén aparentment de z*, pero és facil comprovar que df/9z* = 0.

S2.22 (a) f(z) = z'/2 només depen explicitament de z. Com hem vist en el
problema P2.14, aixo vol dir que compleix les condicions de Cauchy-
Riemann a tot arreu. Pero es tracta d’una funcié multivaluada i cada
branca és discontinua (i, per tant, no derivable) sobre el tall de branca.
En el punt d’embrancament z = 0 (que és a extrem del tall) la funci6
és continua pero no derivable, ja que f/(z) = 1/(24/z). A la resta del pla
la funcié f(z) és derivable, ja que, si expressem f(z) = u(x,y) +iv(z,y),
les derivades parcials de primer ordre de u i de v sén continues (a part
de complir les condicions de Cauchy-Riemann). D’altra banda, com que
C — {el tall} és un conjunt obert, f(z) és també analitica.

(b) Es derivable a tot C, llevat dels punts sobre el tall de branca. En
aquest cas, és derivable al punt d’embrancament z = 0. Es analitica a
tot C, llevat dels punts del tall i el punt d’embrancament.

(c) Es derivable i analitica a tot C, llevat dels punts sobre el tall de
branca i el punt d’embrancament z = 0.

(d) Es derivable a tot C, llevat dels punts sobre el tall de branca. Es
derivable al punt d’embrancament z = 0. Es analitica a tot C, llevat dels
punts del tall de branca i el punt d’embrancament.

(e) Es derivable i analitica a tot C, llevat dels punts sobre el tall de
branca, el punt d’embrancament z =01 el punt z = 1.

Quan les funcions anteriors es consideren definides sobre les superficies de
Riemann corresponents, desapareixen els talls de branca i, per tant, son
analitiques a tot arreu, llevat dels punts d’embrancament (en el darrer
cas, tampoc és analitica al punt z = 1).
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S2.23 Comprovem que u(z,y) és harmonica.

2x 4? n 2
Uy = 55> Ugy = — )
x? + yQ <$2 + y2)2 .ZUQ + yQ
wy = 3 tyy = —— Y2
Y 72 + y2 ) vy (33'2 + y2)2 22 + y2 ’

= Ugg + Uyy = 0.

La funcié u(x,y) és, per tant, harmonica a tot C, llevat de z = 0.

Notem que u(z,y) = 2logl|z| i que f(z) = 2logz és I"inica funcié
analitica (en alguna regié) que té com a part real aquesta funcié. Per
tant, 'harmonica conjugada de u(z,y) ha de ser v(z,y) = 2arctan (y/x)
(llevat d'una constant additiva arbitraria).

Ho comprovem utilitzant les condicions de Cauchy-Riemann. D’una ban-

da, tenim
2z
Uy =0y = U= dy%Q—_i_y2 = 2arctan(y/z) + C(z)
i de I'altra,
—2 —2
Uy =~y = = ((z) = C(z) =0.

.7)2 + y2 ZEQ + y2
C(z) és, doncs, una constant (complexa) arbitraria. Tenim, per tant,
v(x,y) = 2arctan(y/x) + const.

De fet, la funcié arctan(y/x) només és continua al semipla Rez > 0 (1r i
4t quadrants). No obstant aixo, podem estendre v(x,y) amb continuitat
al 2n i 3r quadrants. Per fer-ho, notem que sobre el semieix imaginari
x =0,y > 0 la funci6 arctan(y/z) tendeix assimptoticament a 7/2, com
veiem a la figura 2.20.

Definim v(z,y) al segon quadrant (z < 0, y > 0) com 2 [arctan(y/z) + 7]
perque no hi hagi cap discontinuitat sobre el semieix imaginari positiu.
Similarment, al tercer quadrant (z, y < 0) podem fer el mateix definint
v(x,y) com 2 [arctan(y/x) — 7] i tampoc no hi haura cap discontinuitat
sobre el semieix imaginari negatiu.

Aixi, arribem a la funcié
2 arctan(y/x) per = >0 (1r i 4t quadrants)

v(xz,y) =< 2arctan(y/z) + 7] per x <0, y >0 (2n quadrant)
2 [arctan(y/z) — w] per z,y < 0 (3r quadrant)
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(S

INE

arctant
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| el

10 -5 0 5 10
Figura 2.20: Grafica de la funcié real arctant.

que és continua a tot el pla, llevat del semieix real negatiu, on hi té
una discontinuitat de 27. Es comprova facilment que, a part d’aquesta
discontinuitat, la funcié v(z,y) és harmonica a la resta de punts del pla
complex.

Evidentment, aquesta funcié és v(z,y) = 2 Arg z, on Arg z és 'argument
principal de z, definit a Uinterval [—m, ) i, per tant, u + iv és la branca
principal de la funcié multivaluada f(z) = 2logz (vegeu també els co-
mentaris al voltant de I’equacié (1.8) i 'exemple 1.1).
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3 Integracié

3.1 La integral al pla complex

La generalitzacié del concepte d’integral al pla complex necessariament ha d’in-
volucrar el concepte d’integral de cami o de contorn.

Definicié 3.1 (Contorn) Un contorn C' és una aplicacio

R D [a, b]
t

C
z(t) = x(t) +iy(t).

e

Suposarem que x'(t) 1 y'(t) existeixen, son continues i no s’anul-len simultania-
ment, llevat, potser, per a un nombre finit de valors de t, de tal forma que el
vector tangent (z'(t),y'(t)) esta ben definit a trossos. El punt inicial és z(a) = «
iel final z(b) = (3 (figura 3.1). Un contorn és tancat quan o = 3. Un contorn és
simple si no hi ha dos valors t, ity diferents per als quals z(t1) = z(t2) (llevat
dels extrems, si el contorn és tancat), és a dir, si el contorn no es talla ell mateix.

Figura 3.1: Contorn simple d’extrems a i S.

Definicié 3.2 (Integral de contorn) Si C' és el contorn z(t) = z(t) + iy(t),
d’extrem inicial o = z(a) i extrem final 8 = z(b), i f(z) és una funcié definida
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sobre els punts del contorn C', la integral de f sobre el contorn C' és

/C f(2)dz 2 / F [=(0)] d=(t) (3.1)

=/ {ulz(t),y()] +iv[z(t), y(O)]} {2'(t) +iy'(¢)} dt
_ / {ule(t), y(£)] 2/ () — vle(t), y(0)] ¥/ (1)} dt
T / {ulw(t), y () () + vle(t), y(O)] ' (£)} dt

:/C(udx—vdy)—i—i/(Udy"‘vdI)- (3.2)

C

L’existencia d’aquesta integral esta garantida si f és continua. Farem servir
el simbol 550 quan C' sigui un contorn tancat.
En general Si Ci1iCy s6n dos contorns diferents amb els mateixos extrems o

i3, tenim [ f o 2)dz # [ f C z) dz. Veurem a la secci6 3 3 en quines situacions
aixo no és aixi.

Les propietats segiients sén conseqiiencia de la definicié 3.2:

1) Linealitat: /

c

2) ReUf dz}—/Re[ [/f dz}—/lm[f(z)dz}.
/\dz\ /\/ ()2 dt = Le.
4) C*f(z)dz:—/cf(z)dz

En aquestes expressions C' és un contorn qualsevol, Lo la seva longitud i C* el
contorn C' recorregut en sentit contrari.

< / ()] ldz]

DEMOSTRACIO: Si fc 2)dz & Re' tenim, d’una banda,

Af(2)+pg(2)] dz:)\/c f(2) dz+,u/cg(z) dz, Y\, u € C.

Teorema 3.1
z)dz
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i de l'altra,

R:e_iefcf(z)dz:/Ce_’ef(z)dz

Com que R és un nombre real no negatiu, tenim

z)dz

— R—ReR— Re/ 0 F(2) dz

/Re{e ©f(z)dz} < /|e ©f(z)dz| = /|f )| |dz].

Exemple 3.1 Considerem la funcié f(z) = z* i calculem la seva integral del
punt o = 0 al punt 8 = 1 + ¢ seguint els tres contorns de la figura 3.2.

Cy: La parametritzacié del segment horitzontal és z(t) = t + 10, dz(t) = dt,
on t va de 0 a 1. En aquest tram l'integrand és z*(t) = ¢ i, per tant, la
contribucié d’aquest tram a la integral és foltdt = 1/2. Similarment, la
parametritzacié del segment vertical és z(t) = 1 + it, dz(t) = idt, on t
també va de 0 a 1. En aquest tram lintegrand és z*(t) = 1 — it i la seva
contribucié a la integral és fol(l —it)idt = i+ (1/2). Si sumem aquests

dos resultats obtenim
/ Z'dz=1+1.
C

Cs: En aquest cas el contorn és un arc de cercle de radi 1, centrat a ¢ que
es paramentritza z(t) = i + e, dz(t) = ie'dt, on t va de —7/2 a 0.
L’integrand és z*(t) = —i + e~ i, per tant, tenim

0

/ z*dzz/ (—i+e ™) iedt = {—,—i—it} :1+¢(——1>,
Cs /2 [/ 2

—m/2

Cs3: Bl contorn és un segment rectilini de llargada /2 inclinat un angle /4
respecte de I'eix real i el podem parametritzar z(t) = te'™* dz(t) = e™™/4dt,
on t va de 0 a v/2. L'integrand és 2*(t) = te="/* i tenim

/3

\/5 t2
/ e — / —z7r/4 z7r/4dt |: :| -1
Csy 0 2 0
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Aixi doncs, tot i tenir els mateixos extrems « i 3, les tres integrals son diferents,
és a dir, depenen del contorn utilitzat. No sempre és aixi. Si la funcié de
I'integrand fos f(z) = z i seguissim els passos anteriors arribariem a

/zdz:/ zdz:/ zdz = 1.
Ch Cs (©}

Veurem a la seccié 3.3 el motiu pel qual passa aixo.

il B=14+i
C
3 %)
Cs

o 1

Figura 3.2: Contorns de ’exemple 3.1.

3.2 Teorema de Cauchy-Goursat

El teorema de Cauchy-Goursat és el teorema central del calcul de variable com-
plexa. La versié original és de Cauchy i es basa en el teorema de Green de R2.
Edouard Goursat el va demostrar posteriorment amb hipotesis menys restric-
tives. Tot seguit veurem les dues versions del teorema, ja que cal utilitzar la
primera per demostrar la segona.

Teorema 3.2 (Cauchy) Si f(z) és analitica sobre i a I'interior d’un contorn
tancat simple C' i f'(z) és continua en aquesta mateixa regio, aleshores

j[c F(2)dz = 0.

DEMOSTRACIO: Recordem el teorema de Green (o teorema de Stokes
de R?), que afirma que si P(x,y) i Q(z,y) sén funcions reals amb
derivades parcials de primer ordre continues a la regi6 tancada S C R?
limitada pel contorn C' (recorregut en sentit antihorari, és a dir,
orientat de forma que S queda a la seva esquerra), es compleix la

igualtat
ji(de—FQdy) = //S (Qz — Py)dx dy,
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on hem usat la notacié simplificada Q, = 9Q/0x i P, = OP/dy.

Si f = u+iv, la continuitat de f’ garanteix la continuitat de u,, u,,
vy 1 vy. Llavors, si fem P =« i () = —v i usem la segona condicié de
Cauchy-Riemann (u, = —v,) tenim

j[(udx—vdy // ,) dady = 0.

De manera similar, si fem P = v i () = wu i utilitzem la primera
condicié de Cauchy-Riemann (u, = v,) tenim

]{(vdx—l—udy // y)dedy =0

i, per tant, d’acord amb (3.2) tenim

j[cf(z)dz:]{C(udx—vdy)ﬂ'fc(vdﬁudy):o.

O

Edouard Goursat va demostrar que la continuitat de f’(z) no és, de fet,
necessaria per demostrar el teorema anterior. L’element clau de la seva de-
mostracio és el lema segiient.

Lema 3.3 Si f(z) és analitica sobre i a I'interior d’un contorn tancat simple C,
per a cada € > 0 és possible dividir l'interior de C' en un nombre finit n de
quadrats o porcions de quadrat de contorns Cj, de tal manera que a sobre o a
I'interior de cada C} existeix z; per al qual

f(z) = (%)

Z—Zj

— fl(z)| <e, j=1,2,....n (3.3)

per a tot z que estigui sobre o a I'interior de C}.

DEMOSTRACIO: Comencem dividint C' en 1,4, 16,64 ...4% = n qua-
drats o porcions de quadrat, com s’indica a la figura 3.3. A cada pas
comprovem si es compleix la condicié (3.3). Quan aixo passi haurem
acabat. Si la condicié no es compleix en algun quadrat, refinem
la divisié subdividint-lo en quatre, com es mostra a la figura 3.4.
Es tracta de demostrar que després d’un nombre finit de passos, la
condicié (3.3) s’acaba complint.

Aix0 ho demostrarem per reduccié a 'absurd. Suposem, doncs, que
hi ha un quadrat (o porcié) Cj;, de costats £, on no es compleix (3.3),
i que, després de dividir-lo en quatre quadrats, encara trobem algun
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e

| Cn—ly

Figura 3.3: Divisié de la regié limitada per C' en n quadrats o porcions de quadrat. Les linies

internes es recorren amb ambdds sentits.

(T ot N

C
"y Ck

\

SRR

\

\

D

Figura 3.4: Refinat de la divisié en quadrats. En els quadrats grisos no se satisfa la

condici6 (3.3).

quadrat (o porcié) on tampoc no es compleix (3.3). Suposem que

aquesta situacié es repeteix en cada nova subdivisié. Obtenim,

aixi,

una successié de quadrats (o porcions) og(= Cj)) Doy D+ Do D=+
en els quals la condici6 (3.3) no es compleix. Observem que les seves
arees satisfan A(oy,) < £2/4% i, per tant, limy o, A(0y) = 0. Tenim,

doncs, una successié infinita d’“intervals encaixats” les arees

dels

quals tendeixen a zero. Sabem que hi ha un tnic punt zy interior a

tots ells

o0
20 = m Of-
k=0

El punt zy pertany a C' o al seu interior i, per tant, f(z) és analitica
en aquest punt. Aixo vol dir que f(z) existeix i que hi ha algun

entorn &(zp) en el qual

f(z) = (=)

Z— 20

— f’(zo)‘ <e€

si z € & (zp). Pero hi ha un quadrat (o porcid) o, a partir del
or C Es(20), per a k > r. En aquest quadrat o, es compleix

qual
, per

tant, la condici6 (3.3), la qual cosa contradiu la suposicié original.
La condicié (3.3) s’ha d’assolir, doncs, després d’un nombre finit de

subdivisions.
o
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Teorema 3.4 (Cauchy-Goursat) Si f(z) és analitica sobre i a I'interior d’un
contorn tancat simple C', aleshores

7{1 F(z)dz =0,

DEMOSTRACIO: L’objectiu és demostrar que per a cada ¢ > 0

7{Cf(z) dz

ja que aixo equival a dir que la integral és zero.

<€, (3.4)

Comencem dividint l'interior de C' amb quadrats i porcions de qua-
drat, de manera que es compleixi la condicié (3.3) del lema 3.3.

Aleshores
fcf(z) dz = ;%3] f(2)dz.

Aix0 és evident, ja que totes les linies interiors de la figura 3.3 es
recorren sempre dues vegades en sentits oposats cancel-lant-se les
seves contribucions. Definim ara les funcions 4;(z)

o 1(2) ~ £ ()

Z—Zj

9;(2) — f'(%)-

El lema 3.3 ens assegura que |0,(z)| < € si z és a I'interior o sobre Cj.

Si aillem f(z) tenim

f(2) = f(z5) = 2f'(25) + 2f'(2)) + (2 — 2)0;(2).

Per tant,

]{Cj f(z)dz = f(z) %cj dz — ij/(Zj)%Cj dz + f'(z) jij ~d»
+fc (2 — 2;)0,(2) dz.

J

Les integrals de la primera linia s’anul-len com a conseqiiencia del
teorema de Cauchy original (teorema 3.2), ja que els integrands sén
funcions analitiques amb derivada continua. Tenim, doncs,

$ 1@ < § = slIEIE < f 1=l
Cj Oj Cj
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Figura 3.5: Quadrat o porcié C;. Figura 3.6: Quadrat que conté a C.

Observem que, en el cas més desfavorable, en que z i z; estan en
vertexs oposats de C; (vegeu la figura 3.5), tenim |z — z;| < V25,
on S; és el costat del quadrat C;. Observem també que el perimetre
del quadrat (o porcié) C; satista ¢(C;) < 4S5; + L;j, on L; és la
longitud de la porcié del contorn C' continguda a Cj.

Amb tot aixd arribem a

]ij f(z)dz

on S és la longitud del costat d’'un quadrat que conté al contorn C'
sencer (vegeu la figura 3.6).

Per tant,
f f(2) dz
C

on L¢ és la longitud total de C. Llavors, prenent e =¢//[v/2S4S+ L))
arribem finalment a (3.4).

< V2S;(48; + L) e < V2 (452 + SL;) e,

sz‘fcjﬂz)dz

S\/§<4ZS§+SZLJ~)€

< V2S5 (45 + L) e,

<

El teorema de Cauchy-Goursat també és valid per als contorns del costat es-
querre de la figura 3.7, on suposem que la funcié f és analitica a les regions
ombrejades. La rad per la qual aixo és aixi s’indica esquematicament a la dreta
de la mateixa figura.

En el cas (a), el teorema de Cauchy-Goursat afirma que §.. ., ., f(2)dz =0,
ja que equival a aplicar el teorema a §C, f(2) dz, on les integrals sobre els talls es
cancel-len. Notem que C' es recorre en sentit antihorari, mentre que C i Cy es
recorren en sentit horari (la regla mnemotecnica és que quan ens movem sobre el
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P> OW®

Figura 3.7: Generalitzacions del teorema de Cauchy-Goursat. Els costats dels talls i els vertexs
de les figures de la dreta s’han d’imaginar coincidents.

contorn, la regié on f és analitica ha de quedar a lesquerra). En el cas (b), tot
i que el contorn C' no es simple, tenim fo z)dz = 0, ja que equival a aplicar
el teorema 3.4 a — fc, z)dz ia fC, z)dz separadament Aquest resultat es
generalitza Emedlatament en el cas en que C' es talla a si mateix en un nombre
finit de punts, sempre que C' estigui contingut en un domini simplement connex
on f és analitica.

Una conseqiiencia del teorema de Cauchy-Goursat és que la integral sobre
un contorn (tancat o obert) d’una funcié analitica no canvia si “deformem” el
contorn (mantenint fixos els extrems, si el contorn és obert) i la funcié és anah'tica
a la reglo “escombrada” en la deformacié. A la figura 3.8, tenim fC z)dz =

Jor f(2)dz, ja que [, o f(2)dz = 0.

C B
C
&P -
«@
Figura 3.8: fc z) dz no canvia si C' es deforma a C’ i f és analitica a la regié ombrejada.

3.3 Integrals independents del cami

Ara veurem en quines condicions és possible definir

z)d:f/z:f(z)dz
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independentment del contorn que connecta el punt fix zg amb el punt variable z.
El darrer paragraf de la seccié anterior ja ens suggereix la resposta.

Lema 3.5 Si f(z) és analitica en un domini D obert i simplement connex, i
zo € D, aleshores per a tot z € D existeix la integral

/z:f(z)dz

i és independent del contorn que connecta zy amb z.

z
Ch
Cy
20 D
Figura 3.9: Si f és analitica a D, la inte- Figura 3.10: Contorn C' i altres elements
gral fzzo f(2)dz no depen del contorn uti- emprats a la demostracié del teorema 3.6.

litzat.

DEMOSTRACIO: En ser f(z) analitica, és també continua i, per tant,
integrable sobre qualsevol contorn contingut a D. Siguin C i C5 dos
contorns que van del punt fix zy al punt variable z i C' el contorn
constituit per C; seguit de C5 (vegeu la figura 3.9). Com que D és
simplement connex, f(z) és analitica sobre i a U'interior de C' i el
teorema de Cauchy-Goursat ens garanteix que fc f(z)dz =0, és a
dir,

0= [ flz)dz+ | f(z)dz= | f(2)dz— | f(2)dz
C1 C3 C1 &

i, per tant,
f()dz= [ f(z)d=.
Cl CQ
o

En aquesta situacié té sentit, doncs, definir la funcié F(z) = f; f(z)dz.
Vegem, tot seguit, algunes propietats d’aquesta funcio.



Calcul en variable complexa Materials 79

Teorema 3.6 Si f(z) és analitica en un domini D obert i simplement connex,
iz9 € D, aleshores la funcié

Flz) = / £()de
és analitica a D 1 F'(z) = f(2).

DEMOSTRACIO: Siguin z i z+Az dos punts de D (vegeu figura 3.10).
Comencem amb la demostracié de la igualtat

1 z4+Az

1= —
Az J,

dz'. (3.5)

Com que la funcié constant f(z') = 1 és analitica, el lema 3.5 ens per-
met utilitzar qualsevol contorn per calcular la integral (3.5). Escollim

el contorn C, definit per 2/(t) = z+tAz, t € [0,1], d2’ = Azdt, que
és la linia recta que va de z a z + Az. Aixi doncs,

1 1
/dz’:/ Azdt:Az/ dt = Az,
c 0 0

que podem escriure en la forma (3.5). Si multipliquem els dos costats
d’aquesta igualtat per f(z) obtenim

Py z+Az 1 z+Az
=22 = [ e e

ja que f(z) no depen de la variable d’integracié 2’

D’altra banda, usant novament el lema 3.5 tenim

z+Az z z4+Az
F(szAz)—F(z):/Jr f(z')dz’—/ f(z')dz':/+ f(2)d7.

Per tant,

Flz4+Az) = F(z) 1 z+Az N
2 _E/z £ . (3.7)

Si restem (3.7) de (3.6) obtenim

F(z+ Az) — F(2)

1
O

<mg)  VEO-relL 6
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En ser f(z) continua (ja que, per hipotesi, és analitica), per a cada
€ >0, hi haun 6 > 0 tal que |f(2') — f(2)] < esi |2/ — 2| <. Com
que |2/ — z| < |Az|, si prenem |Az| < § tenim

F(z+ Az) — F(2)

€ z+Az
_ ds'| =
) 6| <mg ) =
i, per tant,
F(z+ Az) - F(z)
A

és a dir, F'(z) és derivable a tot D (i analitica, ja que D és obert)

i F'(2) = f(2).

O

Aquest resultat ens diu que en un domini obert simplement connex les fun-
cions analitiques sempre tenen primitiva, la qual també és analitica. En altres
paraules, en aquests dominis una funcié analitica és la derivada d’una altra
funcié analitica.

La situaci6 és similar a la de les funcions d’una variable real i permet consi-
derar la integracié com l'operacio inversa a la derivacié. Per calcular la integral
d’una funcié analitica en un domini obert simplement connexr només cal trobar
una funcié primitiva G(z) de l'integrand. En efecte, si G(z) és una primitiva de
f(z), com que F(z) també ho és, tindrem G(z) — F(z) = K (constant) i com
que, per definicié, F'(z9) = 0, tenim K = G(zy). Per tant, F(z) = G(2) — G(2),
és a dir,

/Z f(Z)dz' = G(z) — G(z), st G'(2) = f(2). (3.9)

Es pot considerar aquest resultat com el “teorema fonamental del calcul”
per a funcions de variable complexa analitiqgues en un domini obert simplement
connex.

L’existencia de primitiva d’una funcié analitica f no esta limitada (encara que
si garantida) al fet que el domini d’analiticitat sigui obert i simplement connex.
Per exemple, f(z) = 1/2% és analitica a C* = C — {0} (que no és simplement
connex) i G(z) = —1/z és una primitiva de f en el mateix domini C*. En aquest
cas, 'equaci6 (3.9) també es compleix independentment del contorn que connecti
2o amb z, tal com afirma el teorema segiient.

Teorema 3.7 Si f(z) és analitica en un domini D (obert i connex) i existeix
una primitiva G(z) en el mateix domini D, aleshores si o, 3 € D es compleix
que

B
/ f(2)dz = G(8) — G(a),

independentment del contorn utilitzat.
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DEMOSTRACIO: Considerem un contorn C' contingut a D, definit
per z(t) = x(t) +iy(t), a < t < b, amb z(a) = a i z(b) = .
Suposem que G(z) = U(z,y) + iV (x,y) sigui una primitiva de f(2)
en el mateix domini i considerem la funcié h : [a, ] — C definida per
h(t) = G[2(t)]. Observem que

dh
E(t) = U’ — V' +iVpa' + iUy

= U’ + Uy — iUya’ + iUy
= (Uz —iU,) (2" + i) = G'[2(1)] 2'(2) = [ [=(8)] 2'(%),

on hem suprimit els arguments de les funcions en els passos inter-
medis per simplificar les expressions i hem usat la regla de la cadena
i les condicions de Cauchy-Riemann. Per tant, tenim

[ 1= [ s 0a

b dh
:/a St =h(v) = hla) = G(8) — G(a).

Aixi doncs, la igualtat (3.9) també es compleix encara que el domini d’anali-
ticitat de f no sigui simplement connex, si existeix una primitiva analitica en el
mateix domini. Com a conseqiieéncia, en aquesta situacio les integrals de f sobre
camints tancats sén nul-les encara que envoltin “forats” on f no sigui analitica.

Exemple 3.2 Considerem la funcié 1/z?, que és analitica en el domini obert,
pero no simplement connex, C* = C — {0}. Considerem també el contorn C' de
la figura 3.11, definit per z(t) = cos (37t) + isin (57t/2), que esta contingut a
C* i que no és un contorn simple, ja que es talla a ell mateix. El punt inicial de
Cés z=1,ielfinal, z = —1+i. Volem calcular [,(1/2?)dz.

Malgrat la seva aparent complexitat, el calcul és senzill perque G(z) = —1/z
és una primitiva de f(z) = 1/2? al mateix domini C*. Tot i que aquest domini
no és simplement connex, tenim que

/dz_ 1T 3+
c?2 | z|,., = 2

Notem que si C' fos qualsevol contorn tancat de C*, la integral seria 0.
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tall de branca

SR e
A

Figura 3.11: Contorn de I’exemple 3.2. En Figura 3.12: Domini simplement connex
gris es mostra el domini obert C* = C — consistent en tot C menys el tall de branca
{0}, on la funcié 1/2% té primitiva. z(t) =t+isint, 0 < t.

Exemple 3.3 La funcié f(z) = 1/z és analitica a C* = C — {0} i té com a
primitiva qualsevol branca de G(z) = log z, el domini d’analiticitat de la qual
és C=C — {tall de branca}. El tall es pot fer en qualsevol direccié. Com que
Cc C*, el teorema 3.7 és aplicable a C i només podem garantir que les integrals
de f(z) siguin independents del cami (i que les integrals sobre contorns tancats
siguin 0) en aquesta regié, que és el domini comi d’analiticitat de f i de G.
Perd no podem garantir que les integrals de f(z) sobre contorns tancats que
envoltin 'origen (punt d’embrancament de () s’anul-lin, ja que el teorema 3.7
no és aplicable en aquest cas perque el contorn necessariament travessaria el
tall de branca on f és analitica pero G no ho és. En efecte, si considerem, per
exemple, el contorn tancat circular C' descrit per 2(t) = e, 0 < t < 27, tenim

d 2w - gt 27
% & :/ = dt= z/ dt = 27 # 0. (3.10)
c % o € 0

Aix0 ens suggereix la pregunta segiient: seria possible una definicié alter-
nativa de log z que fos analitica a tot C*? Aquest exemple demostra que no
és possible. Si anomenem G(z) aquest nou “logaritme”, per definicié hauria
de satisfer z = e“*) per a tot z € C* (el logaritme és la funcié inversa de
I'exponencial). Si derivem aquesta expressié obtenim

@G'(2) = 2G'(2).

Per tant, G'(z) = 1/z, és a dir, G(z) seria una primitiva de 1/z a C* i, d’acord
amb el teorema 3.7, tindriem 550 (1/2)dz = 0 per a qualsevol contorn tancat.
Com que (3.10) ho contradiu, la suposicié que G(z) existeix a C* és falsa.
D’altra banda, el teorema 3.6 garanteix que en qualsevol domini del tipus
—{tall de branca}, que és simplement connex, existira una branca de log z. Ni
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tan sols cal que el tall de branca sigui una semirecta. Podria ser, per exemple,
la corba definida per z(t) =t +isint, 0 < ¢ de la figura 3.12.

En general, podem afirmar que si fC f(2)dz # 0 per a algun contorn tancat
del domini d’analiticitat de f, la primitiva de f no existeix en la totalitat d’aquest
domini.

Teorema 3.8 Si f(z) és continua en un domini D i per a qualsevol contorn
tancat C' de D es compleix que fo f(2)dz = 0, aleshores per a qualsevol zy € D,
la funcié

P = [ f)a
és analitica a D 1 F'(z) = f(2).

DEMOSTRACIO: Només cal notar que en la demostracié del teo-
rema 3.6 (on suposavem 'analiticitat de f en un domini simplement
connex), unicament hem utilitzat que les integrals entre dos punts
sén independents del contorn que els uneix (aqui, aixo ho garanteix
la hipotesi que ¢ f(z)dz = 0 per a qualsevol contorn tancat) i la
continuitat de f (just després de la desigualtat (3.8)).

O

Es important observar que aquest teorema no requereix que el domini D (obert
i connex) sigui simplement connex.

3.4 Foérmules integrals de Cauchy

Ara veurem, en forma de teoremes, diversos resultats que sén conseqiiencia del
teorema de Cauchy-Goursat.

Teorema 3.9 (Primera férmula integral de Cauchy) Si f(z) és una funcié anali-
tica sobre i a 'interior d’un contorn tancat simple C' i zy és un punt de l'interior
de C', aleshores

f(z0) = 1 Mdz.

2mi Jo 2 — 2

DEMOSTRACIO: Considerem una circumferéncia Co={z:|z—29|=0}
interior al contorn C', és a dir, amb el radi 6 més petit que la distancia
minima d de 2y al contorn C' (vegeu la figura 3.13). Com que la funcié
f(2)/(2—20) és analitica a la regié compresa entre els contorns C'i Cy,
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ja hem vist que el teorema de Cauchy-Goursat ens permet substituir
un contorn per 'altre, és a dir,

f(2) f(2)

———dz = ——dz.
Cc <%0 Co # — <0

Figura 3.13: Contorns considerats a la demostracié de la primera férmula integral de Cauchy.

Si al numerador de I'integrand de la integral de la dreta li sumem i
li restem la constant f(zp) tenim

() . _ 1 f(z) = f(20)
CZ——ZOdZ—f(Z()) %CO 7 — 20 dZ+ Coz_—zodz. (311)

Per calcular la primera d’aquestes integrals parametritzarem el con-
torn Cy amb z(t) = 29 + de* | t € [0,27], dz = de'idt

1 27 1 ) 27
f dz = —fée”i dt = / 1 dt = 27,
Oy 2 — 20 0 o€ 0

que no depen del valor de 6. Si ho substituim a (3.11) i ho passem
al costat esquerre trobem que

1)

CZ %0

z —2mi f(20)

|z — zo|

S]i 1@ = Fzl

En ser f(z) continua, per a cada ¢ > 0, hi ha un 6 > 0 tal que si
|z — 20| <0, Navors |f(z) — f(z0)| < €. Si fem servir aquest 6 com a
radi de Cy tenim

€

ﬁdz —2mi f(20)] < 5 7{)0 |dz| = %(2#5) = 27e.

Cc?T 2

El terme de 'esquerra d’aquesta desigualtat és el modul d’un nombre
complex i és, per tant, un nombre real no negatiu. D’altra banda,
la desigualtat ens diu que aquest nombre és menor que qualsevol
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nombre real positiu 27e i, per tant, ha de ser zero. Deduim, doncs,
que
z
S dz = 2mi f(z).
cZ 20
o

Exemple 3.4 Calculem la integral

sin 2
d
}{Cz2+4 =

on C és la circumferencia de radi 2 i centre a zy = —i recorreguda en sentit
antihorari.

Com que 2? +4 = (2 4 2i)(z — 2i) i el punt 2 = —2¢ és a 'interior de C,
mentre que z = 2¢ és a 'exterior, podem expressar 'integrand de la manera
segiient

sinz _ sinz/(z — 2i)

2+4 2+
La funcié f(z) = sin z/(z — 2i) del numerador és analitica a l'interior i sobre C.
Si fem servir la férmula integral de Cauchy tenim

. in(—2i) i
?{ S;nz W = f(2) -dz = 2mif(—2i) = QWiM = 5 sinh2.
cz+4 cz+t2 —4 2

Observem que

d\" 1 B n!
dzy) z—2p (2 — 7)1

Si usem aquesta igualtat a la primera féormula integral de Cauchy i entrem les
derivades dins la integral, obtenim

iy My S
f"(z0) = o 7{} R dz. (3.12)
Sembla, doncs, que si f(z) és analitica en un domini obert, és a dir, derivable
una vegada en tots els seus punts, automaticament les seves derivades de tots
els ordres existeixen. A més a més, la igualtat (3.12) ens diu que els valors
d’aquestes derivades (i els de la mateixa funcid) a qualsevol punt de l'interior
de C estan determinats pels valors que la funcié f(z) pren sobre el contorn C.

Aquests resultats sén sorprenents i tots dos sén certs, pero el raonament usat
no és correcte, ja que no tenim cap garantia de poder entrar les derivades dins
de la integral. La demostracié correcta és una mica més complicada i utilitza el
lema segiient.
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Lema 3.10 Sigui f(z) una funcié continua sobre un contorn tancat simple C.
Sin € N i R(z) és la funcié

der 1 1 1 n+1
R(z) = — — — ,
Az | (z— 20 — Az)mtL (2 — zo)nF! (2 — zo)"+2
on zy 1 zg + Az sén punts interiors a C, aleshores

lim /Q{cﬂZ)R(Z) dz = 0.

Az—0

DEMOSTRACIO: Utilitzarem la férmula del binomi de Newton:

N
N _ N—kpk _ N _ N!
(&‘i‘b) —Z”}’ka b,On’}%—(k —m

k=0

Combinant les diverses fraccions que apareixen a la definici6 de R(z)
obtenim

(2=20)" "2 —(2— 20— A2)"" [z — 2o+ (n+1)AZ]
Az(z — zg — Az)"H (2 — z9)"+2 ‘

R(z) = (3.13)

Si utilitzem la formula del binomi de Newton amb a = z— 2y, b = Az
i N=n+1, tenim

(z— 20— A2)" T = (2 — 2)"™ — (n+1)(z — 20)"Az
n—1
+ A2 Z Yira(z — 20)" AL

J=0

Quan ho substituim al numerador de (3.13), observem que tots els
termes d’ordre Az" i Az! desapareixen, i només queden termes d’or-
dre Az? o superior. La forma exacta d’aquests termes no és impor-
tant per a la demostracié. Només és important observar que tots
aquests termes formen un polinomi homogeni de grau n + 2 en les
variables (z —zp) 1 Az (és a dir, a cada terme la suma dels exponents
de (z — 2z9) i de Az és n+ 2). Per tant, es poden escriure com

Az Z Bi(z — )" A,
5=0
on els coeficients 3; depenen dels 7. Si ho substituim a (3.13) tenim

Az o Bi(z — 20)" AL

R(z) = (2 — 20 — A2)" 1 (z — zo)"t2
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Ara volem demostrar que ¢, f(z)R(z)dz es fa arbitrariament petit
quan Az tendeix a zero. Notem que

]{f z)dz| < |Az|7{ 1£(2) ] O|BJHZ_ZO‘n J\Az]j

— Az — 2 |n+2| 2.
Siguin d i D, respectivament, les distancies minima i maxima de zj
al contorn C i sigui 0 < § < d/2 (vegeu la figura 3.14). Si [Az| <6

tenim
|2 — 20| > d, (3.14)
|2 — 2| < D, (3.15)
d d
|z — 20 — Az| > “Z—ZO‘—|AZH >d—§:§.

Figura 3.14: Diverses quantitats, contorns i regions considerades a la demostracié del
lema 3.10.

Si utilitzem (3.14) quan |z — 2| és al denominador i (3.15) quan
|z — 20| és al numerador podem escriure

2o 551D (d/2)
e f e

]<|Ar

En ser f (z) continua sobre C' tenim que també |f(z)| és continua i,
per tant, té un maxim sobre C, ja que el contorn C' és un conjunt
compacte. Si M és aquest maxim tenim |f(z)| < M, isi L¢ és la
longitud del contorn C' tenim

>0 351 D" (d/2)"
< |Az| == ML .
()| < | e ke
Aix{ doncs, per a tot e > 0 tenim |§,, f(2)R(z) dz| < esi|Az| <4, on
, - -1
fd | X0 181D (d/2)
0 = min 5,6[ (d]2) M L¢

<
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Si utilitzem aquest lema podem ara demostrar la igualtat (3.12).

Teorema 3.11 (Segona férmula integral de Cauchy) Si f(z) és una funcié ana-
litica sobre i a I'interior d’un contorn tancat C' i zy és un punt de l'interior de
C, aleshores existeixen les derivades de tot ordre de f a zy i es compleix

F0) = g § e

271

DEMOSTRACIO: El teorema es demostra per induccié. La segona
formula integral de Cauchy és correcta per an = 0, ja que, en aquest
cas, es redueix a la primera, ja demostrada. Suposem que és certa
fins a n. En ser f(z) continua, la integral segiient existeix:

LS LY O

2mi (z — 2o)+2

Si fem servir la hipotesi d’induccié i el lema anterior, ara és facil
demostrar que aquesta integral és el limit lima,_ [f™ (20 + A2) —
f™(z)]/Az i és, per tant, f"TV(z). En efecte,

ARSI NCRS g O T
o

Az 2mi z — zo)"+2

- {AL [fé (- - £Z)Azwl * _ﬁ#d]
_(n+1)7€(2;f(zz;n+2 }_QM]{fZ

[+ 8= 0) @] D,
C

Az 271 (z — zo)"t2

i, per tant,

que, d’acord amb el lema 3.10, tendeix a zero quan Az — 0.

o

Corol-lari 3.12 Si f(z) és analitica en un punt 2y, aleshores les seves derivades
de tots els ordres, f'(z), f"(z), f"(z)..., existeixen a zy i sén també funcions
analitiques en aquest punt.
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DEMOSTRACIO: Si f(z) és analitica a zp, f'(2) existeix en algun en-
torn &,.(zp) de zg 1, per tant, f(z) és analitica a tots els punts d’aquest
entorn (ja que és obert). Considerem ara un contorn tancat C' dins
de &.(20) que tingui el punt zy en el seu interior. D’acord amb el teo-
rema anterior, f(™(z) existeix a tots els punts de l'interior d’acuest
contorn i, per tant, també existeix en algun entorn de zy. Aixo vol
dir que f"~Y(z) és analitica a zy. En ser n arbitrari concloem que
f™(z) és analitica a z, per a tot n.

O

Notem que aquest corol-lari ens assegura que si f = u + v és analitica, les
funcions u(x,y) i v(x,y) tenen derivades parcials de tots els ordres.

Teorema 3.13 (Morera) Si f(z) és continua en un domini obert D i es compleix

que
f f(z)dz==0
c

per a qualsevol contorn tancat C' de D, aleshores f(z) és analitica a D.

DEMOSTRACIO: Es una conseqiidncia immediata del teorema 3.8
(que ens assegura que F(z) = f;o f(2)dz" és analitica i que F' = f)
i del corol-lari 3.12 (que ens assegura que la derivada de F' també és
analitica).

o

Exemple 3.5 Volem veure que la funcié F(z), definida per

1
F(z) = / sin (e’ sin z)dt,
0

és analitica a tot C.

Per demostrar-ho, observem que f(¢, z) = sin (e’ sin z), entesa com una funcié
de [0,1] x C — C, és continua. Per tant, donat € > 0, existeix d;, > 0 tal que
|f(t,z + Az) — f(t,2)| < €si|Az| < 0;,. En ser [0,1] un conjunt compacte
podem definir 6, = min{d;, : ¢t € [0,1]}. Llavors, per a tot ¢ € [0,1], tenim
|f(t,z + Az) — f(t, 2)| < esi|Az| < d,. Per tant,

F(z+ Az) — F(2)] g/o £t 2+ Az) — f(t, 2)|dt < e,

la qual cosa demostra que F'(z) és continua a tot C.
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Sigui ara C' un contorn tancat qualsevol. Tenim

ﬁF(z)dzzjifolf(t,z)dtdz:/ []{f dz}dt /OlOdt:O,

on hem canviat 'ordre d’integracié (la regié d’integracié [0, 1] x C' és compacta
i f(t,z) és continua) i hem usat el teorema de Cauchy-Goursat (per a cada t la
funcié f(t,z) és clarament analitica i, per tant, la integral sobre C' és zero).

Si ara apliquem el teorema de Morera veiem que F'(z) és analitica a tot C.

Teorema 3.14 (Desigualtat de Cauchy) Sigui D el disc |z — zo| < r. Si f(z) és
analitica a D i |f(z)| < M,Vz € D, aleshores

'M
F™(z20)] < =, Vn e N,
TTZ

DEMOSTRACIO: Si C és el cercle |z—zg| = r, usant la segona férmula
integral de Cauchy tenim

f(n)(zo) = n—!.ji&dz,

210 Jo (2 — zo)"H!

2 ,,anJrl f |

Teorema 3.15 (Liouville) Si f(z) és entera (és a dir, és analitica a tot el pla
complex) i |f(z)| < M, Vz € C, aleshores f(z) és constant.

i, per tant,

o n! £ (=)l

‘_ s C|,z—zo|"+1

O

DEMOSTRACIO: Considerem un punt qualsevol zy del pla complex.
Si C és el cercle |z—zp| = r 1 utilitzem el teorema anterior amb n = 1
tenim M
1f'(z0)l < —-
,
Com que podem escollir r arbitrariament gran (f és analitica a tot
el pla), tindrem que |f'(z)] = 0 i, per tant, f'(z) = 0. D’altra
banda, com que zy ha estat escollit també arbitrariament, tindrem
que f'(z) =0 a tot el pla, és a dir, f(z) és constant (teorema 2.7).

O
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Exemple 3.6 Vegem dues aplicacions senzilles del teorema de Liouville:

1)

Siguin f(2) i g(2) dues funcions analitiques a tot C (enteres). Suposem que
g(z) no s’anul-la enlloc i que per a tot z € C es compleix |f(z)| < |g(2)]-
Llavors, necessariament existeix una constant ¢, amb |c¢| < 1, tal que
f(2) = cg(z) per a tot z € C.

Aix0 és una conseqiiencia del teorema de Liouville. Si g(z) # 0 a tot C,
la funcié h(z) = f(2)/g(z) és entera i satisfa |h(z)| < 1. Pel teorema
de Liouville tenim h(z) = ¢ (constant). Aixo vol dir que f(z) = cg(2) i,
obviament, tenim |c| = | f(2)|/|g(2)] < 1.

Ens preguntem si existeix alguna funcié6 entera f(z) tal que Re f(2) sigui fi-
tada. La resposta és que les uniques funcions que satisfan aquesta condicié
son les constants.

Novament aixo és conseqiiencia del teorema de Liouville. Considerem la
funcié h(z) = ef) = eRe/()eimf(2)  que és entera. Com que |h(z)| =
eRef(z) < M’ on M’ és una fita superior de Re f(2), pel teorema de Liou-
ville tenim que h(z) és constant, d’on deduim que f(z) és també constant.

Teorema 3.16 (Teorema fonamental de I'algebra) Si P(z) és un polinomi de
coeficients complexos, aleshores P(z) s’anul-la en algun punt del pla complex.

DEMOSTRACIO: Sigui f(z) = 1/P(z). Si P(z) no s’anul-la enlloc, la
funcié f(z) és analitica a tot el pla complex. Considerem ara el disc
|z| < r. Aquest disc és un conjunt compacte, i com que la funcié
|f(2)| és continua, té un maxim M al disc. D’altra banda, com que
lim, , |P(2)| = o0, tenim lim, , |f(2)| = 0 i, per tant, podem fer
| f(2)| tan petit com vulguem fora del disc si r és suficientment gran.
Aixi doncs, |f(2)] és fitada a tot el pla complex. Llavors, d’acord amb
el teorema de Liouville, f(z) és constant i arribem a la contradiccié
que P(z) també és constant.
o

Corol-lari 3.17 Si P,(z) és un polinomi de grau n de coeficients complexos,
aleshores P,(z) s’anul-la en n punts (no necessariament diferents) del pla com-

plex.

DEMOSTRACIO: Com que P,(z) s’ha d’anul-lar en algun punt zy,
tindrem P,(z) = (z — 21) P,_1(2), on P,_1(2) és un polinomi de grau
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n—1 que també s’haura d’anul-lar en algun punt z,. Tindrem, doncs,
que P,(z) = (2—21)(2—22) P,—2(z). Sirepetim I’argument arribem a

P.(2)=(z—2z1) (2 — zn) P,

on Py és un polinomi de grau 0, és a dir, una constant.

Cal insistir que els zeros z1, ..., z,, de P,(2) no sén necessariament
diferents.
o

El teorema fonamental de ’algebra ens assegura que tota equacié polinomica
de qualsevol grau té sempre solucions complexes. Recordem que aquesta és una
limitacié dels nombres reals que ha motivat 'ampliacié de R a C.

Teorema 3.18 (Modul maxim) Si f(z) és analitica en un domini D (obert i
connex), aleshores |f(z)| no té maxim a D, llevat que |f(z)| sigui constant.

DEMOSTRACIO: Demostrem primer que, si en un entorn &,,(zq) del
punt zp € D es compleix

|F(2)] < 1f(20)], (3.16)

aleshores | f(2)| = |f(20)], V2 € &, (20), és adir, | f| és constant en tot
aquest entorn. En efecte, si Cs és un cercle de centre z i radi 6 < 7o,
utilitzant la primera férmula integral de Cauchy i parametritzant
z=0e", 0 € [0,27], tenim

1 f(2) L [P fzo 4 0€7)
f(z0) = 2mi Jo, 2 — 20 dz = 270 Jo det? oeido
1 27 0
= 2—7” ; f(Zo + de ) de,

d’on deduim que

| f(20)] < %/0 | f (20 + 0| db),

és a dir, |f(z0)| és menor o igual que la mitjana dels valors que
|| pren sobre els punts de Cs. Pero aixo és incompatible amb la
desigualtat (3.16), llevat que en tots els punts de Cs tinguem |f(z)| =
|f(20)]. Per tant, com que § pot tenir qualsevol valor inferior a 7y,
concloem que

|f(2)| = |f(20)|7 Vz € 57"0(20)'
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Suposem ara que el maxim de |f| a D s’assoleix en un punt zg, és a
dir,

|f(20)] > |f(2)|, Vz € D.

Considerem un punt w arbitrari de D. Demostrarem que en aquest
punt | f| també pren el valor |f(z)|, la qual cosa ens porta a afirmar
que | f| és constant a tot D. En efecte, com que D és connex podem
unir amb una linia poligonal d’un nombre finit de segments rectilinis
el punt zo (on, per hipotesi, |f| té el maxim) amb el punt w (vegeu
la figura 3.15).

& &

. /"\,’\‘\‘J'\‘\

-7 7~

\
] \ 2 \Z \

1 722 !
\ d 20. vt 2 2a
0T D

\§—/80 53 ~¢_€;

Figura 3.15: Contorn poligonal emprat en la demostracié del teorema 3.18

Considerem un entorn & = Ei(20), on d és menor que la distancia
minima entre la poligonal i la frontera de D (si D és tot el pla
complex, d és qualsevol nombre real). Aixo assegura que & C D.

Siguin z1, 29, . .., 2, = w una col-leccid finita de punts de la poligonal,
tals que |z — zx_1| < d (aixd és possible perque la longitud de la
poligonal és finita), i considerem entorns & de radi d centrats en
cadascun dels punts zj (I’elecci6 del radi d garanteix que tots els &
sén dins de D).

Amb aquesta construccioé tenim zp € &_1, és a dir, cadascun dels
punts z; és dins ’entorn del punt precedent. Llavors, si a zy hi
ha el maxim de |f| a D, aquesta funci6 és constant a & com hem
vist més amunt i, en particular, |f(z1)| = |f(20)], ja que z; € &.
Per tant, a z; també hi ha el maxim de |f| a D i aquesta funcié
també ha de ser constant a &£ . El seu valor en aquest entorn és
()] = |£(z)] = |f(20)]. ¥z € & i, en particular, | f(z2)] = |£(z0)].
ja que z9 € &;. Si reiterem aquest raonament arribem, després d'un
nombre finit de passos, a |f(w)| = |f(20)] i com que w és un punt
qualsevol de D, concloem que |f| té el valor constant | f(zo)| a tot D.

Per tant, | f| no pot tenir un maxim a D si no és una funcié constant.

<
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Corol-lari 3.19 Si f(z) és analitica i no constant en un domini D (obert i
connex), i R és un subconjunt tancat i fitat (compacte) de D, aleshores el maxim
de |f(2)| a R s’assoleix en algun punt de la frontera de R, no al seu interior.

Teorema 3.20 (Modul minim) Si f(z) és analitica en un domini D (obert i
connex) i f(z) # 0 a D, aleshores | f(z)| no té minim a D, llevat que | f(z)| sigui
constant.

DEMOSTRACIO: Com que la funcié 1/f(z) també és analitica a D,
d’acord amb el teorema 3.18, la funcié 1/|f(z)| no pot tenir maxim
a D sino és constant. Per tant, |f(z)| no pot tenir minim a D si no
és constant.

o

Corol-lari 3.21 Si f(z) és analitica, no nul-la i no constant en un domini D
(obert i connex), i R és un subconjunt tancat i fitat (compacte) de D, aleshores
el minim de |f(z)| a R s’assoleix en algun punt de la frontera de R, no al seu
interior.

Exemple 3.7 Determinem el valor maxim de |f(z)| a la regié |z — 1| < 1, on
f(2) = 2 — z. D’acord amb el corollari 3.19, el maxim de |f(z)| s’assoleix en
algun punt del cercle |z — 1| = 1, els punts de la qual sén de la forma z = 1 +¢%,
on 6 € [0,27]. En aquests punts tenim

flz)=(1+ ei‘g)2 — (1 +€%) = e (1 + e¥)
i, per tant, '
1F(z)| = |1+ €?] = (2+ 2cos0)"/2.

El valor maxim de |f(z)| s’assoleix quan § = 0, que correspon al punt z = 2 del
cercle. Tenim, doncs,

£ (2)lmaxe = [f(2)] = 2.

3.5 Problemes

P3.1 A partir de la definicié d’integral en el pla complex, trobeu la integral
al llarg de la cincumferéncia |z| = 1, recorreguda en sentit antihorari, de
les funcions segiients:
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(a) Rez (c) logz, branca —m <6 <7
(b) 2P, onp € Z (d) vz, on by <6< 6+ 2m.

P3.2 Sense utilitzar el teorema de Cauchy-Goursat, calculeu fo (3z + i) dz,
on C' és el contorn triangular de la figura 3.16.

Figura 3.16: Contorn d’integracié del problema P3.2

P3.3 A partir de la definicié d’integral en el pla complex, comproveu que
22 2 2
/ zdz = 2 z—l
o 2 2

P3.4 Calculeu:

2
@)/ 2,
c <

on C; (i =1,2) sén els contorns semicirculars de la figura 3.17.

o) [ () e

on C és el cercle |z — 1| = 1, en sentit antihorari.

@yész

on C' és el cercle |z — 2| = 4, en sentit antihorari.

P3.5 Demostreu, amb la primera férmula integral de Cauchy, que si C' és la
circumferencia |z| = 2, per a tot k € Z es compleix

i2nkz
]{ € dz = 2m1.
C Z — 1
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C

Figura 3.17: Contorns del problema P3.4.

P3.6 Utilitzeu la segona férmula de la integral de Cauchy per calcular

cosh z
— dz,
C z

on (' és un contorn tancat que té l'origen al seu interior.

P3.7 Si p € Z, C' és un contorn tancat i zy és interior a C, demostreu la
igualtat segtlient:

0, sip>—1
?{(z —2)Pdz= ¢ 2mi, sip=-—1
¢ 0, sip<-—1.

P3.8 Demostreu que si f(z) analitica a z =0,
2m )
/ f(e®)cosf df = mf'(0).
0

P3.9 Demostreu que
1 ezt

% C'Z2+]'

dz = sint,
on C' és la circumferencia |z| = 3 recorreguda en sentit antihorari.
P3.10 Sigui z = x + iy = re??. Considereu la branca del logaritme
logz =logr + 6, 6 € [0,2m).

Trobeu el valor maxim de | log z| a la regié limitada pel quadrat de vertexs
1,2,144i2+14.

P3.11 Aplicant la primera féormula integral de Cauchy avalueu la integral

COS 2
dz,
C z
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on C és la circumferencia de radi 1 centrada a 1’origen i recorreguda en
sentit antihorari. Després, avaleu directament la mateixa integral para-
metritzant el contorn. A partir d’aquest resultat deduiu que

2
/ cos(cost) cosh(sint) dt = 2.
0

P3.12 (a) Sigui D un conjunt obert no fitat de C. Es valid el teorema de
Liouville a D? Es a dir, si f: D — C és una funcié analitica fitada,
aleshores f(z) ha de ser constant?

(b) Existeix una funci6 entera f tal que Im f sigui fitada i f(n) = i/n,
per a tot n € Z, n # 0?7

(c) Existeix una funcié entera tal que lim, ,, f(2) =01 f(0) = 17

(d) Si f és doblement periodica, f(z+1) = f(2) i f(z+1i) = f(z) per a
tot z € C, i no és constant, pot ser analitica a |z| < 27

P3.13 Suposeu que f(z) és una funcié entera. Demostreu que

(a) si |f(2)] < eR*®) per a tot z aleshores f(z) = ce® per a alguna
constant c.

(b) si f no és constant, la imatge de C, f(C), és densa a C. Es a dir, per
a tot w € C 1 per a tot € > 0, existeix z € C tal que |f(z) —w| <.
En paraules, arbitrariament a prop d’un nombre complex qualsevol
existeix la imatge per f d’un altre nombre complex.

(c) si|f(z) + f'(2)] és fitada, necessariament f(z) = ae™* +0b,on aib
son constants.

P3.14 Inspirant-vos en 'exemple 3.6, demostreu, a partir del teorema de modul
maxim, que si f = u + v és analitica en un domini (obert i connex) D,
ni v ni v poden assolir el seu maxim a D llevat que siguin constants.
Aix0 és important perque demostra que les funcions harmoniques (que
obeeixen I'equaci6 de Laplace 8%u/dz* + 0%*u/dy? = 0) també satisfan un
“teorema del modul maxim”, del qual se segueix, per exemple, el teorema
d’unicitat de les solucions de 'equacié de Laplace.

P3.15 Sigui f(z) analitica i no constant en el domini (obert i connex) que conté
la corona circular A = {z € C : 1 < |z] < 4}. Suposem també que
|f(2)] <1 quan |z| =11 |f(2)] < 16 quan |z| = 4. Determineu si és
possible que |f(v/2 + )| = 3 (suggeriment: considereu g(z) = f(z)/z?).
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SOLUCIONS
S3.1 (a) im (¢) —2mi
0 per p# —1 3 .
(b) { omi per p=—1 (d) _16300/2

S3.2 La integral de la funci6é f(z) = 3z + ¢ entre els punts 11 és —(4 + 1),
entre els punts i 1 —1 és 4—i, i entre els punts —11 1, és 2i. §,, f(2)dz és
la suma d’aquests tres resultats i el seu valor és 0, tal com ens garanteix
el teorema de Cauchy-Goursat.

S3.3 La funcié f(z) = z és analitica a tot el pla complex. Per tant, la integral
entre dos punts qualssevol z; i 29 no depen del cami escollit, tal com
ens assegura el lema 3.5. Per calcular aquesta integral podem, doncs,
escollir un cami qualsevol. Per exemple, el cami rectilini entre els dos
punts parametritzat per

Z(t) =z1+ (ZQ - Zl) t,

ont € [0,1] és un parametre real. Si diferenciem trobem dz = (z9—21) dt,
i la integral es redueix a la integral d'un polinomi de variable real amb
coeficients complexos,

/@“”Z/d%+%@—mﬂu@—%>ﬁ

21 0

_ (22 — 21)2 _ Z% 21
=z (ZQ Zl) -+ 5 = 9 9 .

Alternativament, podem usar el “teorema fonamental del calcul” (3.9).
Una primitiva de f(z) = z és G(z) = 2?/2, amb la qual cosa

[ ez = 6 e =

independentment del cami que va de z; a z».

S3.4 (a) Si parametritzem C; amb z(0) = 2%, 0 € [0,7], dz = 2¢¥id0,
obtenim [, [(2+2)/z] dz = —4 4 2mi.

Similarment, f02 (24 2)/z] dz = —4 — 2.

(b) 4mi (c) 2mi.
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S3.5 Notem que el punt z = 1 fa el paper de zy a la primera férmula integral
de Cauchy i que aquest punt és a l'interior del contorn C. Per tant,
podem aplicar directament la férmula amb f(z) = ¢®™%*. El resultat és

eiZﬂkz )
j{ dz = 2mi f(1) = 2mie™®™" = 27,

ja que k és enter.

S3.6 Usem la segona férmula integral de Cauchy amb f(z) = coshz i z5 = 0.
Com que al denominador hi ha la 4a potencia de z, tenim

]{ cosh z 271 271
c

v dz = = [cosh™(2)],_, = = sinh(0) = 0.

S3.7 Si p > —1, l'integrand és una funcié analitica a tot el pla complex. Per
tant, la seva integral sobre un contorn tancat és 0.

1
7{ dz,
cr T

amb zg a linterior de C. Apliquem la primera férmula integral de
Cauchy amb f(z) = 11 obtenim §, = dz = 2mi f(2) = 2mi.

Si p < —1, apliquem la segona férmula integral de Cauchy amb f(z) =1
tenim

z—z9)Pdz = —1 22—27Ti (=p=D () —
flemards=§ = S =0

ja que, en ser f(z) constant, la seva derivada d’ordre (—p — 1) és 0.

Sip = —1, tenim la integral

S3.8 Aqui es tracta de convertir aquesta integral real d’una funcié complexa
en una integral sobre algun contorn tancat C' del pla complex, per poder
utilitzar les férmules integrals de Cauchy. Com que integrem respecte de
0 entre 0 i 27, ens convé que C' sigui un cercle centrat a l'origen. Prenem
el cercle |z| = 1 i el parametritzem z() = ¢, § € [0, 2w]. Tenim, doncs,
dz = € df, que també podem escriure com

d
dh = =
iz
Si expressem z(6) en forma trigonometrica, z(6) = cos€ + isin 6, veiem
que
2(0) +1/2(0)

cosf = ,
2
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ja que e7 = 1/¢%. Per tant,

I 27Tf(ew)cosﬁdﬁz/Cf(z) (z—kl/z)@.

0 2 1z

El primer sumand de la integral és una funcié analitica (ja que f(z) ho
és per hipotesi) i la seva integral és zero, d’acord amb el teorema de
Cauchy-Goursat. Aixi doncs,

1 (2) I, .
I=— | —%*dz= =2mif'(0) =xf(0
5 [ L iz = gomir (0 = 2 0),
on hem utilitzat la segona férmula integral de Cauchy.
S3.9 El més practic és expressar 1/(2%2+41) com una suma de fraccions simples,

1 A B

= -+ -
14+22 2—4 z+4+1

Si sumem aquestes fraccions trobem

A N B (A—i—B)z—i—(A—B)i.

z—1i  z41 22 +1
Per tant, A+ B=01iA—B = —i,ésadir, A= —i/21 B =1i/2. Llavors

tenim,
1 2t 1 4 _ =t 2t
— | d,z:—.f/ S —
21t Jo 22+ 1 22 Jo |z —1 241

1 ozt zt
:—l/ ele—i_/ ¢ dZ:|
A | Jo 2z — 1 cZtt

Com que els punts z = =i sén a l'interior de C, podem utilitzar la
primera férmula integral de Cauchy a cadascun dels sumands i obtenim

1 zt 1 ) ] it —it
—/ € dz = — [—27?2' et + 2mi e‘”} = i = sint.
27t Jo 22+ 1 47 2i

S3.10 La branca de log z que estem considerant és analitica en el quadrat de la
figura 3.18. Per tant, d’acord amb el teorema del modul maxim, |log z| (i
també | log z|?) assoleix el seu valor maxim sobre el perfmetre del quadrat,
no al seu interior. Per comoditat, analitzarem els valors de |log z|? sobre
cadascun dels costats. Si z = re? =z + iy, la funcié |log z|* s’expressa

1 ? 2
|log z|* = (logr)* 4 6% = {5 log(z? + yQ)} + [arctan Q] :
x

Analitzem cada costat del quadrat:
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141 2+

Figura 3.18: Regi6 del problema P3.10.

Costat 1 — 2: r creix i § = 0; per tant, |logz|* = (logr)? creix quan
ens movem de z =1 a z = 2.

Costat 2 — 2+ i: r i 0 creixen; per tant, |logz|?> = (logr)? + 6? creix
quan ens movem de z =2 a 2z = 2 + 1.

Costat 1 — 1+ 4: r i @ creixen; per tant, |logz|? = (log7r)? + 6% creix
quan ens movem de z =1a z=1+1.

Costat 1 +1 — 2 +i: r creix i 6 decreix. En aquest segment tenim

1 ? 2]
|log z|* = {5 log(2* + 22)1 + {arctan —1 ., xell,?2.
x

Si derivem aquesta funcié obtenim

X

1 : 1120 z-1
{{§log(cc2+12)} + {arctan—] } =21 >0, sizell,2],

i, per tant, |log z|> també creix quan ens movem de z = 1+ a z = 2+i.

Aix{ doncs, |log z|? i |log 2| assoleixen el valor maxim en el vertex z =
2 4+ 1 del quadrat, i aquests valors sén

log 5 2 1\?
log(2 +14)|? = + [ arctan = | ,
4 2

|log(2 +1)| = [(1055)2 + <arctan %)2]

S3.11 Si apliquem la férmula integral de Cauchy a f(z) = cos z obtenim

1/2

1 COS 2
1=cos0=—
2m Joz—0

coS 2 )
dz = 2mi.
C 4

zZ.

Per tant,
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Sobre el contorn C' tenim z(t) = e, 0 < ¢t < 27, dz = ie'dt. Si ho
substituim a la integral que volem avaluar directament tenim

2m it 2m
cos cos ,
/ “dy = / ﬁz’e”dt = z/ cos (cost + isint)dt
c 0 0

z et

27
=1 / [cos (cost) cos (isint) — sin (cost) sin (isint)]dt
0
2w
=1 / cos (cost) cosh (sin t)dt + nombre real.
0

Si ho igualem a l’altra expressié de la integral obtenim el resultat desitjat.

S3.12 (a) La resposta és, en general, negativa. Aixo és degut al fet que la
demostracio del teorema de Liouville s’obté fent » — oo dins de D i, llevat
que D = C, aix0 no és possible. Com a contraexemple, observem que
f(z) = e * és fitada i és analitica a la meitat dreta del pla C (Rez > 0)
pero no és constant.

(b) No existeix. Considerem la funcié entera g(z) = e~/*). Observem
que |g(z)| = e™/(2) és fitada si Im f(z) ho és. Pel teorema de Liouville,
g(z) ha de ser constant i, per tant, f(z) també ho ha de ser. Aixo és
incompatible amb la condici6 f(n) =i/n.

(c) No existeix. Si f és analitica també és continua i dins de qualsevol
disc |z| < R el seu modul ha de ser fitat, |f(z)| < Mg. D’altra banda,
per a tot € > 0 existeix R, > 0 tal que |f(z)| < € si |z| > R, ja
que lim, ,, f(z) = 0. Escollint, per exemple, ¢ = 1, tenim |f(z)| <
max{1, Mg, } per a tot z € C. Aplicant el teorema de Liouville deduim
que f(z) = ¢ (constant) ila condicié f(0) = 1 ens diu que ¢ = 1. Per tant,
f(z) =1 atot C1i aix0 és incompatible amb el fet que lim,_, f(z) = 0.

(d) Si f(z) fos analitica a |z| < 2 també ho seria al quadrat 0 < Rez < 1,
0 < Imz < 1. La doble periodicitat de f(z) implica que també seria
analiticaam < Rez <m+1,n <Imz <n+1, per a tot m,n € Z i,
per tant, seria analitica en tot el pla complex. D’altra banda, f(z) seria
fitada sobre 0 < Rez <1, 0 < Imz < 1, ja que és continua. Existiria,
doncs, M tal que |f(z)] < M en aquest quadrat, perdo, novament, la
periodicitat ens diu que la mateixa M seria una fita de |[f(z)] en tot el
pla complex. Llavors, el teorema de Liouville ens diu que f(z) hauria de
ser constant i, com que ’enunciat ens diu que no ho és, f(z) no pot ser
analitica a |z| < 2.

S3.13 (a) Observem que |f(z2)| < eR? = |e*|. Estem, doncs, en la situacié del
primer exemple 3.6 i tenim, per tant, que f(z) = ce®.
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(b) Si f(C) no fos densa a C, existirien w € C i e > 0 tals que per a tot
z € C tindriem |f(z) — w| > € i, per tant, f(z) # w per a tot z. Aixi
doncs, la funcio

1
9(z) =
= e
seria analitica a tot C i, alhora,
1 1
9g2)| =< —.
O ST

Llavors, pel teorema de Liouville f(z) seria constant. Aixo és una con-
tradicci6 1, per tant, hem de concloure que f(C) és densa a C.

(c) Sigui g(2) = f'(2) + f(2). D’una banda, tenim que g(z) és entera, ja
que tant f(z) com f'(z) (i de fet qualsevol de les derivades de f) ho sén.
De l'altra, |g(z)| < M per a alguna constant M > 0. Llavors, el teorema
de Liouville ens diu que g(z) = b (constant), és a dir, f'(z) + f(z) = b.
Si multipliquem per e* tenim

)] = T ) + () = b

Aix0 ens diu que €®f(z) és una primitiva de be* i, per tant, e*f(z) =
be* + a, és a dir,
f(z) =ae*+0,

on a € C és una constant arbitraria.

S3.14 Com hem fet a I'exemple 3.6, considerem la funcié g(z) = e/(?) que també
és analitica a D i satisfa |g(z)| = e“®¥). Llavors, només cal aplicar el
teorema del modul maxim a g i recordar que e* (z € R) és una funcié
estrictament creixent.

Per obtenir el mateix resultat per v només cal considerar, tal com hem
fet en el problema P3.12 (b), la funcié g(z) = e /(2.

S3.15 Si f(z) és analitica a la corona circular A, també ho és la funcié g(z) =
f(2)/2%. Les circumferéncies |z| = 1 i |z| = 4 sén la frontera d’A i
observem que sobre elles |g(z)| < 1. Llavors, el teorema del modul maxim
ens assegura que |g(z)| < 1, si z € A. D’altra banda, [v/241i| = v/3 (és a
dir, V2 +1i € A), perd |g(v/2+1i)| =1 £ 1. Aquest resultat contradiu el
teorema del modul maxim i, per tant, no és possible que | f(v/2+1)| = 3.
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4 Series

4.1 Swuccessions 1 series de funcions

Seéries numeriques

El concepte série fa referencia a la suma dels infinits termes d’una successié. En
general, aquesta suma és ambigua i no sempre existeix. La manera de donar-
li sentit és definir-la com el limit (si existeix) de la successié de “sumes par-
cials”. Més concretament, si {a,} és una successié de nombres reals o complexos,
definim

Zak o lim{S,}, on S, = Z .
k=1 k=1

Si aquest limit existeix, diem que la série >, | a; és sumable o convergent!
i que la seva suma és S = lim{S,}, i ho expressem > 3° a;, = S. Si lim{S,} no
existeix, diem que la seérie Y~ | aj no és sumable o que és divergent.

Diem que la serie Y, ax és absolutament convergent si la serie Y o |a|
és convergent.

Recordem algunes propietats de les series de nombres reals:

1) >0 ay convergent = lim{a,} = 0.
2) > po, ax absolutament convergent = Y .- | a; convergent.
3) Criteri de comparacié: si by > a; > 0

[o.¢] o
E bk convergent = E ag convergent.
k=1 k=1

4) Criteris del quocient i de 'arrel: si aw = lim {|an41/an|}, 0 a = Uim{{/|a,| },
aleshores si v < 1 la série Y .~ a; és absolutament convergent (i, per
tant, convergent), si a > 1 la serie és divergent, i si @ = 1 els criteris no
decideixen.

Considerem ara les séries de nombres complexos. Si {z,} = {z, + iy,} és
una successié de nombres complexos, la serie Y-, z; és convergent i la seva
suma és S = a + b si existeix S = lim{S,}, on S,, = >, _, 2. D’altra banda, si

IEstrictament, el que és sumable és la successié {a,} i el que és convergent és la successi6
{Sn}, pero ambdues coses volen dir el mateix, per definicié.
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Xn = 2 1Y, =3 _ yg com que S, = X,, + 1Y, tenim, d’acord amb el
teorema 1.3,

{X,} —a

S, S = b
{S,} — a+1ib & AT

Es a dir, una serie de nombres complexos és convergent si i només si la serie
de les parts reals i la de les parts imaginaries (ambdues de nombres reals) sén
convergents.

N : . . N [e'e) ,
Teorema 4.1 (Convergencia absoluta) Si z, = x, + 1y, la serie Y -, 2z €és
. . Ve . \ . o0 . o0 z
absolutament convergent si i només si les series Y, xx i Y, Yr s6n absolu-
tament convergents.

DEMOSTRACIO:
(=) Notem que |zg|, |yx| < |2x| 1 apliquem el criteri de comparacié.

(<) Notem que |zi| < |zg| + |yx| i apliquem el criteri de comparacid.

Les propietats de les series de nombres reals s’estenen trivialment a les de
nombres complexos. Aixi, tenim,

1) >°72, 2 convergent = lim{z,} = 0, ja que

oo oo

_1 X COnv. Tpt — 0
sz conv. & 2 ten} < {z,} — 0.
k=1

> re Yk conv. {yn} — 0

2) > po, 2, absolutament convergent = >/, z, convergent, ja que

i |z| conv. & D ke |zk| conv.
k .
= 22021 |yk| conv.

o o0
> heq Tj coONv.
oo ~ E ZE conv.
> ey Yk cONV. —
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3) Criteris del quocient i de l'arrel:*

si lim {]zn 1|/ 2n]} = @

0
si im{ {/|z,] } = «

sia<1: ) 77, 2 és absolutament convergent
= sia>1:> 7, 2z és divergent

si o =1: el criteri no decideix.

Successions de funcions

Definicié 4.1 Una successié de funcions és una aplicacio del conjunt dels nom-
bres naturals N a un conjunt de funcions, de tal forma que a cada nombre
natural n i associa una funcié que anomenem f,(z). La successié de funcions

s’expressa

{fn(2)} ={1i(2), fo(2), f5(2), ... }.
Definicié 4.2 Diem que una successio de funcions {f,(z)} convergeix punt a
punt a f(z) a la regié6 D (C C) si Vz € D es compleix que lim{f,(2)} = f(2).

Notem que aixo vol dir que per a cada € > 0 i per a cada z € D existeix un
nombre natural N, que depeén de € i de z, tal que |f,(2) — f(2)| <€, sin > N.
Hi ha situacions en les quals N depen tinicament de € i no del punt z considerat.
Aquest tipus de convergencia rep un nom especial, convergencia uniforme.

Definicié 4.3 Diem que una successié de funcions { f,,(z)} convergeix uniforme-
ment a f(z) en la regic D (C C) si Ve > 0 existeix N € N independent de z tal
que |fn(2) — f(2)| <€, Vze D, sin> N.

Evidentment, si una successié de funcions convergeix uniformement, també
ho fa punt a punt. El reciproc no és cert, la convergencia punt a punt pot ser
o no uniforme i aixo depen de les funcions f,(z), perd també de D. En altres
paraules, si {f,(z)} — f(z) punt a punt a D i no ho fa uniformement (a D), ho
pot fer en algun subconjunt de D.

En general, la convergencia punt a punt no transmet les propietats de les
funcions f,(z) a la funcié limit f(z). Per exemple, les funcions f,(z) = e~"*l sén
continues a tot arreu, pero { f,,(z)} convergeix punt a punt a la funcié discontinua

() = 1 siz=0

1 0 siz#0.
2De fet, si lim {|2z,41]/|2n|} existeix, llavors lim{ {/]z,| } també existeix i tots dos lfmits
coincideixen. Per tant, si el criteri del quocient no decideix (o = 1), el de I’arrel tampoc. El

reciproc no és cert, pot existir el segon limit sense existir el primer. Per tant, el criteri de
I’arrel és més “potent” que el del quocient.
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La convergencia uniforme, en canvi, no té aquesta “anomalia”.

Teorema 4.2 Si les funcions f,(z) sén continues a D i en aquesta regio la
successio { f,(z)} convergeix uniformement a f(z), aleshores f(z) és continua
aD.

DEMOSTRACIO: Per demostrar que f(z) és continua a zo € D, hem
de demostrar que per a cada € > 0 existeix § > 0 tal que |f(z) —
f(z0)] < €si|z— 2z <.

En ser la convergencia uniforme, existeix N € N tal que |f(z) —
fn(2)] < €/3,¥z € Dsin > N i, en particular, | f(20) — fu(20)| < €/3,
sin > N. En ser les f,(z) continues, també existeix 6 > 0 tal que
|fn(2) = fu(z0)| < €/3, 81|z — 20| <. Per tant,

£ (2) = f(20)] = |F(2) = fu(2) + fu(2) = fu(20) + fu(20) = f(20)]
<[ (2) = fa2) + [fa(2) = ful20)] + [fn(20) = f(20)]

€ €. €
< g + g + g =€,
si |z — 29| < 0. Notem que la conclusié final (| f(2) — f(20)] < €), tot
i que és conseqiiencia de l'existencia de N, no depen del seu valor

concret siné unicament de que se satisfaci la condicié |z — zp| < 0.

<

Exemple 4.1 Amb les hipotesis del teorema 4.2, si C' és un contorn de D,

nlggl() Cfn(z) dZ:L[JL%fn(z)]dz (4.1)

En altres paraules, no només la integral al llarg del contorn C' de la funcié
f(2) = limy, o fr(2) existeix (aixo és evident, ja que pel teorema 4.2 f(z) és
continua a D), siné que podem intercanviar ’ordre de les operacions “integrar”
i “fer el limit”.

Per demostrar-ho observem que si L¢g és la longitud de C| per a tot € > 0
existeix N € N tal que si n > N es compleix |f,(z) — f(2)| < €¢/L¢ per a tot

z € D. Aleshores,
/ Fal2) — ()] dz
(@

/Cfn(z)dz—/cf(z)dz
< [ 102 = 1Ml < 1= [ fael = e

on hem usat el teorema 3.1. La igualtat (4.1) queda, doncs, demostrada.
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Exemple 4.2 Sigui { f,,} una successié de funcions analitiques que en un domini
obert i simplement connex D convergeix uniformement a la funcié f(z). Vegem
que f(z) és també analitica a D.

Com que les funcions { f,,} s6n continues, f(z) també ho és i, usant la igual-

tat (4.1),
]{f(z)dz: lim {]{ fn(z)dz] =lim 0=0
C n—0o0 C n—0oQ

per a tot contorn tancat C' € D, ja que D és simplement connex. Llavors, el
teorema de Morera (teorema 3.13) ens garanteix que f(z) és analitica a D.

Seéries de funcions

A partir d’'una successié {f,(z)} de funcions definides a D podem construir la
successié de sumes parcials {S,(z)}, on S,(2) = >_;_, fr(2). Si la successié
{Sn(2)} convergeix (a D) punt a punt cap a la funcié S(z), diem també que la
série de funcions Y .- fr(z) és convergent punt a punt a D i que la seva suma
és S(z). Si la convergencia és uniforme diem que la série de funcions Y - | fi(2)
és uniformement convergent cap a S(z) a D.

El teorema segiient dona una condicié suficient per a la convergencia uniforme
d’una serie de funcions.

Teorema 4.3 (Prova M de Weierstrass) Si Vz € D tenim que |fi(2)] < M

i la serie Y ;- My convergeix, llavors > .- fx(z) convergeix absolutament i
uniformement a D.

DEMOSTRACIO: Com que M, > |fr(z)] > 0, d’acord amb el criteri
de comparaci6, la serie >~ | fx(2)| és convergent punt a punt. Per
tant, la serie Y .-, fx(z) és absolutament convergent (i, per tant,
convergent). Vegem ara que aquesta convergéncia punt a punt és,
també, uniforme.

Si S(z) =3 poy fu(2) tenim
SE) =Y fl2) =D f2) =D f(z)= D i) (42)

D’altra banda, si M = >/~ M}, tenim que Ve > 0 hi haun N € N
tal que

i M, < €. (43)

k=N+1

>

k=N+1

N
:'M—ZMk
k=1
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Aquest N només esta relacionat amb la serie Y-, My i, obviament,
no depen de z. Si utilitzem la desigualtat triangular i la hipotesi
|fe(2)] < M} tenim

Yo < Y IREI< Y M
k=N+1 k=N+1 k=N+1

1 si fem el limit m — oo arribem a

< Z My, < e (independent de z),
k=N+1

S(z) =Y fil2)
k=1

si N és el de la desigualtat (4.3). Aixd demostra que > -, fx(2)

convergeix uniformement a S(z).

L’expressi6 (4.2) apareix sovint en les demostracions de molts resultats sobre
series de funcions. S’anomena la resta de la série i es representa per Ry(z), és a

dir,

Observem que
lim Ry(z) =0

N—oo

si i només si la serie és convergent.

Exemple 4.3 La funci6 zeta de Riemann es defineix com

1
((2) = "
n=1

Aquesta funcié juga un paper fonamental en diverses branques de les matema-

tiques, en particular, en la teoria de nombres primers. Volem esbrinar si ((z),

definida en termes d’aquesta serie, és analitica i en quin domini ho és.
Observem que si z = x + iy,

zlogn iylogn

zlogn| _ ‘6 e ‘ _ 6xlogn _ nRez.

[n?| = |e
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Aix0 ens diu que la serie és absolutament convergent a Rez > 1 i també uni-
formement convergent a Rez > A, per a tot A > 1, ja que

o0

1 =1
2T <X

(prova M de Weierstrass amb M), = 1/k%). Aplicant el teorema 4.2 a la successié
de sumes parcials tenim que ((z) és continua a Rez > 1. A més, de 'exem-
ple 4.2 deduim que ((z) és analitica en aquest domini. Més endavant veurem
(problema P4.14) que ((z) es pot estendre analiticament a C — {1}.

Series de potencies
La resta del capitol es dedica a un tipus concret de series de funcions, les séries

de poténcies, en les quals

fe(z) = ar(z — 2)*,  otambé  fi(z) = —— = ar(z — 20) .

4.2 Series de Laurent i de Taylor

Ara veurem quan una funcié f(z) és expressable com a suma d’una serie de
potencies.

Teorema 4.4 (Serie de Laurent) Siguin C; i Cy dues circumferéncies centrades
a 29, de radis ry i1y, amb ry < 1y (vegeu la figura 4.1). Si f(z) és analitica a
la corona circular ro < |z — z9| < 11, aleshores en tots els punts de I'interior de
la corona (ry < |z — zo| < 1) la funcié f(z) és la suma de la serie de poténcies
(anomenada serie de Laurent)

o0
f) =Y a(z— )",
k=—o00
on els coeficients a; sén

o — 1 f(z")d

= ¢ —— 4.4
27 Jo (2 — zo)FtH! (4.4)

i C' és un contorn tancat qualsevol que envolti 2, i estigui contingut a la corona.
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Figura 4.1: Contorns del teorema 4.4.

DEMOSTRACIO: Recordem la férmula per a la suma de N — 1 termes
d’una successié geometrica

1—a¥
k .
o = , sia#1.
a

Aillant el terme 1/(1 — ) tenim

N—1

1 & v
= 4.5
1 -« ot 1 -« (45)

k=0
Aix0 permet escriure les identitats segiients:
n—1
1 (z — z)® (z —2)"

- , 4.6
o Zo Z _ Z k+1 (Z' _ Zo)n(zl _ Z) ( )

-1

AN C) L

z—2 = (2 — zo)**L (2 — z)"(2 — 2')

En efecte, per obtenir (4.6), només cal escriure

1 1 1 1

d—z 2 — 20— (2 — 20) T2 — % 1—(2—20)/(2 — 20)
i usar (4.5) amb o = (2 — 20)/(¢' — 2) i N = n. La identitat (4.7)
s’obté de la (4.6) intercanviant z per 2’ i després fent el canvi d’index
mut k - —k — 1.

Si utilitzem la primera férmula integral de Cauchy amb el contorn
constituit per C seguit de C3 tenim

1 f()d 1 f(2)d
flz) =5~ % t o %
i Jo, 2 —z i Jo, 22— %
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Usem ara la identitat (4.6) a la primera integral i la identitat (4.7)

a la segona:
n—1
B (z — 20)" f(Z)d
—f(z) = ; 2 %Cl (2 — zp)k+1
(z — z)" f(z)dz
* 2mi fgl (2 — z0)"(2' — 2)

! (z — 20)" f(z")dz
* Z 27i j{@ (2! — zp)kt1

1 f (z/ — z0)"f(2)de
2mi(z — 20)" Jo, (2" — 2) '
El teorema de Cauchy-Goursat ens permet canviar els contorns C' i

C5 de les integrals de la primera i tercera linia per un tnic contorn
tancat C, situat entre C; i Cy i que envolti zy (vegeu la figura 4.1).

Llavors, si
def f(z')dz
= —r kel
¥ §
tenim
n—1 ’ ’
— 2| dz'|
S S PRy T
f(Z) o ak(z ZO) = ot c ’Z/ — Zo‘n’Z/ — Z’

1 ?{ 2" = zo|"[ f(2")][dZ|
Cy

27|z — zo|” |2 — 2|
A la primera integral utilitzem la desigualtat
|2/ =z = —20—(z—20)| > |r1—7|=r1—7,

on per alleugerir la notacié hem definit r = |z — zy| (notem que
ro <1 < 711),1alasegona integral utilitzem

|2/ —z| > 1 —rg,

per arribar a

n—1
W ()]l
f(z)—k;nak(z—z()) S%Y{qm

+

1 7{ ry|f(Z)]1d=]

2mrm Jo,  (r—rg)
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En ser f(z) i |f(z)| continues sobre Cy i Cy, existeix M tal que
|f(2")] < M i podem escriure

n—1 n n
Mr T Mr
_ E —_ V| < Iy M 2y 2
fte) k_nak(z ) _(m) m—r \7 ) T—r

Quan n — oo el costat dret d’aquesta desigualtat tendeix a zero. Per
tant, lim,,_. Zz;in ar(z — 20)* existeix i per a tot z de la corona
ry < |z — 29| < 71 es compleix

o0
k
E ag(z — 20)" = f(2).
k=—o00
o
z92 22
[ ) [
. / .
. 20 series de 2 20 serie de
. 0 «—
o Z1e Laurent s > Z1e Taylor
Y

Figura 4.2: Si 29, 21,22 ... sén singularitats aillades de f(z): (a) les séries de Laurent de
poténcies de z — zp convergeixen en corones centrades a zg; (b) si f(z) és analitica a 2y, la
serie de Laurent corresponent a la corona més interna és la serie de Taylor i convergeix també
en aquest punt.

D’acord amb el teorema anterior, donada la funcié f(z) i un cop escollit el
punt zo, hi ha diverses series de Laurent " "°° a,(z — 20)" que convergeixen a
f(2) en diferents corones circulars centrades a zy. Cadascuna d’aquestes series
convergeix només a l'interior d’una de les corones, i els coeficients a, venen
donats per l'expressi6 (4.4) amb el contorn C' escollit a la corona corresponent.
L™ inica condici6é que ha de complir f(z) és ser analitica a la corona considerada.

Aix{ doncs, si zp és una singularitat aillada de f(z) i aquesta funcié té altres
singularitats aillades en els punts 21, 29, 23... a distancies (en ordre creixent)
dy,dy,ds ... de zp, tenim series de Laurent convergents a f(z) a les corones
0 < |z—2| <dj; di < |z— 20| < dy; do < |z — 20| < ds, etc. (vegeu la
figura 4.2a). Notem que la corona més interna té radi interior igual a zero, i la
corresponent serie de Laurent és valida al voltant del punt zy pero no en el punt
mateix.
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Serie de Taylor

Si zp no és una singularitat aillada de f(z) (és a dir, si f(z) és analitica a zo)
els coeficients de la serie de Laurent de la corona més interna es poden calcular
facilment. Quan n < 0 la integral (4.4) s’anul-la com a conseqiiencia del teorema
de Cauchy-Goursat. Per a n > 0 usem la segona féormula integral de Cauchy
(teorema 3.11) i obtenim a, = f("(z)/n!. Per tant, la serie de Laurent esdevé,
en aquest cas, la série de Taylor,

%) (2
fa =3 Py,

n=0

que convergeix a f(z) a Uinterior del disc centrat a zy (incloent aquest punt) de
radi igual a la distancia de zy a la singularitat de f(z) més propera (vegeu la
figura 4.2b). Concloem d’aixo que una funcié analitica en un punt és sempre
representable per una serie de Taylor en algun entorn del punt. D’altra banda, si
f(2) és analitica a tot el pla complex, les series de Taylor al voltant de qualsevol
punt zg convergeixen a tot el pla.

4.3 Series de potencies

A la secci6 anterior, a partir d’'una funcié f(z) hem trobat series de potencies
convergents cap a aquesta funcié en diferents regions. En aquesta seccié adoptem
la perspectiva oposada, partim d’una serie de poteéncies i esbrinem si és conver-
gent 0 no, i en cas afirmatiu, on és convergent i com és la funcié cap a la qual
convergeix.

Teorema 4.5 Si la serie de poténcies Y .- a,z" és convergent a z = z1, alesho-

res és absolutament convergent (i, per tant, convergent) a tot z tal que |z| < |z].

DEMOSTRACIO: Si ) 7 a,z] convergeix, lim, ,..{a,z]} =01 com
que les successions convergents sén fitades, existeix M que satisfa
la, 27| < M, ¥n.

Sir = |z|/|z1] tenim que r < 1 i es compleix que

n
la,z"| = |a,27] ‘ = |apzy|r™ < Mr".

z
Z1
La serie Y~ Mr™ és la serie geometrica que convergeix quan r < 1.
Si fem servir el criteri de comparacié concloem que > 7 |a,z"|
també és convergent.

o
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Corol-lari 4.6 Si la série de potencies )~ a,z" és divergent a z = z, ales-
hores és divergent a tot z tal que |z| > |z]|.

DEMOSTRACIO: D’acord amb el teorema anterior, si fos convergent
en algun punt z tal que |z| > |z, també hauria de convergir a z;.

o

El teorema 4.5 i el corol-lari 4.6 permeten afirmar que a tota serie de potencies
Yo ganz™ té associat un disc de convergéncia (vegeu la figura 4.3) centrat a
D'origen, a l'interior del qual la série és absolutament convergent i a l’exterior
és divergent. En els punts del perimetre circular del disc no es pot afirmar res,
pot ser que convergeixi, que divergeixi o, fins i tot, que convergeixi en alguns
punts i no en altres. Aixo dependra de cada serie en concret, és a dir, dels valors
concrets dels coeficients a,,.

El radi R del disc de convergencia és el radi de convergencia de la serie. El
seu valor pot ser

1) R = 0 si la serie només convergeix a z = 0,
2) R = oo si la serie convergeix a tot el pla complex,
3) 0 < R < o0 en els altres casos.

El valor de R de la serie )~ a,2" es pot obtenir aplicant criteris de con-
vergencia absoluta. En particular, si usem el criteri de quocient o el de I'arrel
tenim que si

i1 Zn—i—l

lim <1 o lim {/|a,z"| <1, (4.8)
n— 00 an? n— 00
la serie convergeix absolutament, mentre que si els limits anteriors son > 1, la

serie divergeix. Pero les desigualtats (4.8) sén equivalents a

-1 _
|z| < {Iim n1 ] o 2z < [lim \"/|an|]
a n—00

n—oo n

Per tant, si aquests limits existeixen tenim

= [1im m}

n—0o0

R = lim

n—oo an+1

Es pot demostrar que una expressié que sempre existeix i dona correctament el
radi de convergeéncia, és®

-1
R = [limsup \"/|an|] .

n—oo

3lim sup,,_, oo an ¢és el més gran dels limits de les successions parcials de a,, i el seu valor és
igual a limy o0 (sup,,>z{an})
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divergencia convergencia
absoluta

-4
\
\\K‘?
p \
disc de _~ R )Qconvergéncia
convergencia

uniforme

Figura 4.3: La serie ZZ,O:O anz™ convergeix absolutament a 'interior del disc de convergencia
(de radi R) i divergeix a lexterior (al perimetre del disc pot convergir o no, com indica
I'interrogant). La série convergeix uniformement en qualsevol disc tancat (de radi p < R)
interior al disc de convergencia (teorema 4.7).

Exemple 4.4 Trobem el radi de convergencia de les quatre series de potencies
segiients:

1) ZZOZO 272", Tenim a, = 2", per tant, lim,, ,,, V2" =21 R=2"1=1/2.
2) >, z"/n". En aquest cas, a, =n~", per tant,

lim Vo= = lim 1/n =0

n—o0 n—oo

i R=0"! = o0o. La serie convergeix a tot el pla complex.
3) > (1 +sinn)"z". Tenim a, = (14 sinn)”, pero

lim {/|a,| = lim (1 + sinn)
n—o0

n—o0
no existeix. En canvi,

lim sup { Y |an| } = kh_)rgo (sup{l -+ sinn}) = 1}1—{202 =2,

n—00 n>k
d’on se segueix que R = 1/2.

4) > ,(22)?". Si apliquem directament el criteri de I'arrel tenim que la con-
vergencia esta garantida si 1 > lim,, ., {/|22]?" = 4/z|?, o equivalentment
si |z] < 1/2. Per tant, R = 1/2.

Alternativament, a,, = [1 + (—1)"]". Per tant,
lim sup { Y |an| } = lim (sup{l + (—1)"}) = lim 2=2
5D —00 \ n>k k—o0

i obtenim també R = 1/2.
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Teorema 4.7 Si R és el radi de convergéncia de la serie Y~ a,z", 1 p < R,
aleshores la série convergeix uniformement al disc |z| < p (figura 4.3).

DEMOSTRACIO: Com que (Lgnz"| < |ay,|p™ ila serie numerica Y 2 o |a,|p"
és convergent (ja que )~ a,z" convergeix absolutament en els
punts de la circumferencia |z| = p), podem usar la Prova M de

Weierstrass (teorema 4.3) amb M, = |a,|p".

<

Teorema 4.8 (Continuitat) Si S(z) = > a,2" a l'interior del disc de con-
vergencia, aleshores la funcié S(z) és continua en aquesta regio.

DEMOSTRACIO: Triem un disc tancat |z| < p interior al disc de
convergencia (p < R). Com que la seérie convergeix uniformement
en aquest disc (teorema 4.7), el teorema 4.2 aplicat a la successio de
les sumes parcials de la serie ens assegura que S(z) és continua en
aquest disc tancat. D’altra banda, com que podem triar p tan a prop
de R com vulguem, la continuitat de S(z) s’estén a tot I'interior del

disc de convergencia.
o

Teorema 4.9 (Integrabilitat terme a terme) Si S(z) = Y~ a,2" a Dinterior
del disc de convergencia, C' és un contorn interior a aquest disc i g(z) és una
funcié continua sobre C, aleshores

S(2)g(z)dz = i ap | 2"g(z)dz.
J o),

DEMOSTRACIO: Sigui S(2) — 32 a,2" = Ry(z). Si multipliquem
aquesta igualtat per g(z) i la integrem sobre C' tenim

N

/CS(z)g(z) dz—nz;an/cz”g(z)dz:/CRN(z)g(z) dz.

L’existencia d’aquestes integrals esta assegurada per la continuitat
de g(z) sobre el contorn C' i la continuitat de Ry(2), ja que S(z) és
continua (d’acord amb el teorema anterior) i les funcions 2" també
ho sén.

Escollim ara un disc tancat |z| < p interior al disc de convergencia
i que contingui el contorn C. El teorema 4.7 ens assegura que
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limy o0 By(2) = 0 uniformement en aquest disc tancat. Llavors,
si M és el maxim de g(z) sobre el contorn C' (M existeix perque g(z)
és continua a C', que és conjunt tancat) i Lo és la longitud de C,
tenim que per a cada € > 0, existeix N, € N (independent de z) tal
que |Ry(2)| <€/(ML¢), si N > N.. Per tant,

/C s<z>g<z>dz—n§:‘6an /C 2g(2) dz| < /C |Ry(2)/lg(2)]|d2]

€
< M|dz| = e,
/CMLC dz|

si N > N, és adir, lim SN an [ 2"g(2)dz = [, S(2)g(2) dz.

<

Aquest teorema permet “commutar” la integracié i la suma d’una serie de

N . [e’e) o0 . . . . .,
potencies, [, > 7 ---=> " [, -, finsitot si la multipliquem per una funcié
continua. Linic requeriment és que el contorn d’integracio estigui dins del disc
de convergencia.

Teorema 4.10 (Analiticitat) S

1S(z) => 7 a,z" a l'interior del disc de con-
vergeéncia, aleshores la funcié S(z) és

és analitica en aquesta regio.

DEMOSTRACIO: Si prenem g(z) = 1, el teorema anterior ens permet

escriure -
S(z)dz = an]{ 2"dz,
# 56 >

on C' és ara qualsevol contorn tancat interior al disc de convergencia.
El teorema de Cauchy-Goursat ens assegura que cadascuna de les in-
tegrals ¢, z"dz és zero. Per tant, §,S(z)dz =0, VC tancat. D’altra
banda, el teorema 4.8 ens assegura la continuitat de S(z) al disc
de convergencia. Llavors, el teorema de Morera (teorema 3.13) ens
assegura que S(z) és analitica en aquesta regio.

<

Teorema 4.11 (Derivabilitat terme a terme) Si S(z) = >~ a,2" a Dinterior
del disc de convergencia, aleshores en aquesta regio es compleix que

S'(z) = Z na,z""t.
n=0
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disc de
convergencia

TN
LCJ

Figura 4.4: Punt interior z i contorn tancat C emprats a la demostracié del teorema 4.11.

DEMOSTRACIO: Sigui z un punt de I'interior del disc de convergencia
de la serie. Considerem un contorn tancat C' contingut a l'interior
del disc i que tingui z al seu interior (vegeu la figura 4.4).

Usem el teorema 4.9 amb

per arribar a

Ly{ S(2)d" 7{
21t Jo (2 — z)2 27m (2 — 2)?

Si usem la segona férmula integral de Cauchy (teorema 3.11) tenim

1 S(2)d 1 ()dz" 4,
2m’?i(z’—z)2_s(z)’ 2mi C(z’—z)2_dzz -

Es a dir, §'(2) = 300 nanz" .

Els teoremes 4.9 1 4.11 asseguren que a 'interior del disc de convergencia de la
serie > ”, la serie de “primitives” Y7 ja,z""!/(n+1)ila de “derivades”
> Onanz ! (obtingudes, respectivament, per integracié terme a terme de 0
a z 1 per derivaci6 terme a terme de la seérie original) també hi convergeixen.
Aixo vol dir que el radi de convergencia d’aquestes series és més gran o igual que
el de la serie original. Pero com que aquest raonament també és aplicable a la
serie de primitives i a la de derivades, concloem que totes tenen el mateix radi
de convergencia. En els punts del perimetre del disc de convergencia el caracter
convergent o divergent pot canviar en integrar o derivar la serie.
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Exemple 4.5 La integrabilitat i la derivabilitat terme a terme de les series de
potencies (teoremes 4.9 i 4.11) permeten obtenir nous desenvolupaments en serie
a partir de series conegudes. Per exemple, si partim de la serie geometrica

1/l +2)=1—z+4+22—23+-.

i la integrem terme a terme entre 0 i z obtenim

log(l—i—z):z—z——l——— :
i sila derivem terme a terme (i canviem el signe) obtenim
1/(1+2)2=1-22+32%2—42°+-..

Quan integrem o derivem una serie de potencies el radi de convergencia
no canvia, pero a la frontera del disc de convergencia el caracter convergent o
divergent d’una serie pot variar quan la integrem o la derivem. Per exemple, la
serie de 1/(1 + z) no convergeix quan z = 1, pero si que ho fa la de log(1 + 2).

convergencia absoluta
? \
NP

convergencia

/ uniforme —

(i absoluta)

«—— divergencia —]

(a) (b)

Figura 4.5: Si R és el radi de convergéncia de la serie Y. a,2" tenim: (a) disc de con-
vergencia de Y00 an(z — 29)™ ; (b) “disc” de convergencia de Y o an/(z — 20)".

Tot i que els resultats anteriors fan referencia a series de potencies de z, s’es-
tenen facilment a series de potencies de z—zg. Aixi, laserie Y 7 a,(z—z)" té el
mateix radi de convergencia que la serie Y > a,2", pero el disc de convergencia
esta centrat a z5. Aix0 es fa evident fent el canvi de variable z — w = z — 2.
Com que el disc de convergencia de > 7 a,w™ és la regi6 |w| < R del pla w,
el corresponent disc al pla z és |z — 29| < R. La serie convergeix absolutament
a l'interior del disc de convergencia i uniformement en qualsevol disc tancat del
seu interior (vegeu la figura 4.5a).
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El raonament anterior també és aplicable a les series de poteéncies d’exponent
negatiu. Considerem la serie > >~ a,/2z". Fent el canvi z — w = 1/z, el disc
|lw| < R del pla w, es correspon a la regié |z| > 1/R de pla z i el “disc” de
convergencia de la serie és ara [’exterior del cercle de radi 1/R centrat a 1'origen.
Com abans, el “disc” de convergencia de la série Y7 a,/(z — z)" és la regié
|z — 20| > 1/R, és a dir, és 'exterior del cercle de radi 1/R centrat a zy (vegeu
la figura 4.5b).

Les series de potencies amb exponents positius i negatius ) - a,(z—z)"
es poden descompondre de la manera segiient:

ian(z—zo)": Zanz—zo —l—Zanz—zO
:;(z—zo +Zan

El primer sumand és una serie de poténcies d’exponents negatius i el seu
disc de convergencia és 'exterior d'un cert cercle de radi R;. El disc de con-
vergencia de la serie del segon sumand és 'interior d'un altre cercle de radi R,.
Si R < Ry la serie completa convergeix absolutament a la interseccié d’aquestes
dues regions, és a dir, la corona R; < |z — 2| < Ry (figura 4.6). Si Ry > R; la
serie completa no convergeix enlloc. Si R; = Rs no es pot afirmar res en general,
la corona es redueix a una circumferencia on la serie completa pot convergir o
no (o fer-ho en alguns punts i no en altres).

convergencia absoluta

/

convergencia
uniforme —

(i absoluta)
Ry

Figura 4.6: Regié de convergencia de la série Yo~ an(z — 20)™ quan Ry < Rs.

Si S(z) = >, yan(z — 20)" en el seu disc de convergencia, podem buscar
la serie de Taylor de S(z) convergent en aquest disc. Similarment, si S(z) =
> o an(z — 2)" en la seva corona de convergencia, podem buscar la serie

de Laurent de S(z) convergent en aquesta corona. Quina relacié hi ha entre
aquestes series i les originals? El teorema segiient afirma que sén les mateixes.

Teorema 4.12 (Unicitat) SiS(z)=> " A (z—zo)” en una corona centrada
a 2y (com la de la figura 4.6), aleshores ) 32 A,(z—20)" és la serie de Laurent

de S(z) en aquesta regio.

n=—oo
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DEMOSTRACIO: Usem el teorema 4.9 (generalitzat per seéries de
poteéncies positives i negatives de z — z5) amb

1 1

g(Z) = 2_7” (Z _ Zo)erl :

Tenim

1 7{ S(z)dz f: A 1 (z — 20)"dz

omi T (2 — sym+l "ori Do (z — 2)ym+1l’

270 Jo (2 — z0)™ 2w Jo (2= 20)"
on C' és un contorn tancat (que envolta zy) contingut a la corona on la
serie convergeix. D’acord amb el teorema 4.4, la integral de I’esquerra
és el coeficient a,, de la serie de Laurent de S(z). Similarment, la
integral de la dreta és el coeficient a,, de la serie de Laurent de la fun-
ci6 (z — 2z9)™. Obviament, aquest coeficient només és diferent de zero
si m = n i, en aquest cas, el seu valor és 1. La integral de la dreta
és, per tant, d,,,. Tenim, doncs,

oo
Ay = E An(snm = Am
n=—o0
La serie Y 2 A, (z — zp)" és, doncs, 'inica serie de poténcies de
z — zp convergent a S(z) a la regié considerada.

<

Evidentment el teorema anterior també es compleix si la serie només conté
potencies de z — zy amb exponents no negatius. Si S(z) = Y~ An(z — 2)"
en el corresponent disc de convergencia, aquesta serie és la serie de Taylor de
S(z) en aquest disc (recordem que, com hem vist al final de la secci6 4.2, la serie
de Taylor és un cas particular de la serie de Laurent). El teorema estableix,
doncs, una correspondéncia biunivoca entre les funcions analitiques i les series
de poteéncies en les regions on aquestes series convergeixen (vegeu, també, la
nota al peu de la pagina 44).

4.4 Operacions amb series de potéencies
Teorema 4.13 Suposem que f(z) =Y~ a,2z" en el disc |z| <1 1 que g(z) =
> gbnz™ en el disc |z| < 1y

1) Si F(z) = M(2) + pg(z), Havors F(z) = Y 0" c,2" en el disc |z| <
min{ry, 7o} amb ¢, = Aa, + ub,. Per tant, en el disc |z| < min{ry,rs}

tenim - - -
A Z anz" + /LZ b, 2" = Z(Aan + pby,)z".
n=0 n=0

n=0
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2) Si F(z) = f(2)g(z), llavors F(z) =Y c,2" en el disc |z| < min{ry, ry}
amb ¢, = Y ,_, axb,_j. Per tant, en el disc |z| < min{ry, 2} tenim

() (Se) -5 ()

També és possible dividir séries de potencies, pero en aquest cas 'expressio del
terme general és complicada i poc reveladora.

DEMOSTRACIO: La unicitat de les series de poténcies establerta pel
teorema 4.12 fa que les operacions amb series, tractades com a poli-
nomis de grau oo, es corresponguin amb les mateixes operacions fetes
amb les funcions cap a les quals convergeixen.

o
Vegem alguns exemples:
Exemple 4.6 Considerem
sin z
—_— z#0
fle)=q =
1, z = 0.

Si prenem zy = 0, la serie de Taylor de sin z és

oo
—1)»
e Z (=1) Ll

|
“~ (2n+1)!
és a dir,
. . 23 25 Z7
AT T

que és convergent per a tot z € C (ja que sin z és analitica a tot el pla complex).

Quan z # 0 tenim
1 2 2P 27
f@—;e—§+a—ﬁ+m)

Perd aquesta serie convergeix per a tot z € C (també a z = 0, on convergeix cap
a1l = f(0)). La funcié f(z) és, doncs, analitica a tot el pla complex i la seva
serie de Taylor és

Fo) =3
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Exemple 4.7 Considerem ara la funcié ¢g(z) = z/sin z (és a dir, g(2) = 1/f(2),
on f(z) ésla funci6 de 'exemple anterior). La funcié g(z) és analitica a tot arreu,
llevat dels punts z = +nm, n € N on la funcié sin z s’anul-la (pero és analitica a
z =0, ja que g(0) = 1/f(0) = 1, com hem vist a 'exemple anterior). Aquesta
funcié admet, doncs, un desenvolupament de Taylor al voltant de zy = 0 que
necessariament convergira en el disc |z| < m (que és la distancia de z = 0 a la
singularitat més propera z = £7). Escrivim

9(2) =1+ ag2® + agz* + -

(ja que la funci6 és parella) i observem que en ser g(z)f(z) =1

2 4 6
1:<1+a222+a424+...)(1_Z_+Z__Z__|_...)

31 57!
. 1Y\ 1 1Y 4
=1+ ag—ﬁ z2°+ a4—a2§+5 F A
Per tant, els coeficients de 22, z*,... han de ser zero. Recursivament deduim
que
1 1 .
ay = —, Q4= — —, etc.
TR N CT)E AT
i, per tant,
PP ot 2] <
smz 6 ' 360 s

Exemple 4.8 Considerem la funcié f(z) = e*/(1 — z). Busquem la serie de
poteéncies de z — 1 convergent cap a f(z).

Com que f(z) és analitica a tot el pla complex, llevat del punt z = 1, la serie
sera de Laurent i convergira a la corona 0 < |z — 1| < oco. Per trobar la serie,

notem que
1

1—2
que ja esta desenvolupat en serie de Laurent (en aquest cas, la série només té
un terme). D’altra banda, tenim

- (-1,
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que és convergent a tot el pla, ja que e*~! és analitica a tot arreu. Per tant,

k=0
— (—¢) LN (=) n
:g k! (z=1)" _n; (n+1)l(z_1)
:—Zil—e—%(z—l)—%(z—l)Q— )

que és la serie buscada.

4.5 Classificacié de les singularitats aillades

Recordem (definicié 2.12) que 2 és una singularitat aillada de la funcié f(z) si
aquesta funcié és analitica en algun entorn de zy, pero no ho és en aquest punt.

Definicié 4.4 (Part principal) Sizy és una singularitat aillada de f(z) i la serie
> an(z—20)™ és la série de Laurent convergent cap a f(z) a la corona més

interna centrada a zo, s’anomena part principal d’aquesta série la part formada
per les poténcies d’exponent negatiu de z — zy, és a dir,

71 0
Part principal = Z (2 — 20)" = Z(CL—n)
2 — 20)"
n=-—00 n=1

L’estructura d’aquesta part principal determina si la singularitat aillada z
és evitable, pol o essencial.

Singularitat evitable: la singularitat aillada zy de f(z) és evitable si existeix
el limit

lim f(2) = ag.
Z—Z20

En aquest cas, la part principal no conté cap terme i la serie de Laurent de la
corona més interna centrada a 2 és, de fet, una serie de Taylor que convergeix
a f(z), fins i tot en el punt 2, si assignem el valor f(zy) = ag, amb la qual cosa
la funcié f(z) aixi redefinida és analitica també a z.

Pol: la singularitat aillada zy de f(2) és un pol d’ordre m si

lim f(z)(z — 2z0)™ # 0.

Z—r20
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En aquest cas, la part principal conté un nombre finit de termes amb a_,, # 0,
perd a_, = 0 si n > m i la serie de Laurent de f(z) a la corona més interna és

m o0
E k+§ anz—zo
Z—ZO

k=1 n=0
_ a_m A —_m+1 . o 2 L
= (z — ZO) + (Z — Zo)m 1 + -+ a9+ (11(2 ZQ) + CLQ(Z Zo) +
A+ a1 (2—20) + - +ao(z — 20)™ + ar1(z — 20)™ + - -
(z — 2z9)™
o F
& _Fe) : (4.9)
(z — z9)™

on F(z) és la funcié definida per la serie del numerador de la linia precedent.
Aquesta série només conté potencies de (z — zp) amb exponents no negatius i
és, per tant, una série de Taylor. La funcié F(z) és, doncs, analitica a zg i el
seu valor en aquest punt és a_,, # 0. Aix0 ens porta a la definicié alternativa
seglient de pol d’ordre m: f(z) té un pol d’ordre m a zy si i només si existeix
F(z) analitica a zp, tal que

F(z)

(z — z9)™

f(z)= , amb F(z) # 0, (4.10)

Els pols d’ordre 1, 2. .. s’Tanomenen també pols simples, dobles . ..

Singularitat essencial: la singularitat aillada zo de f(z) és essencial si la part
principal conté un nombre infinit de termes. Es, doncs, un “pol d’ordre co”.

Exemple 4.9 Analitzem les singularitats de les funcions segiients:

1) La funcié f(z) = (1 + z — €*)/z té una singularitat a z = 0 perque el
denominador s’anul-la en aquest punt, pero és una singularitat evitable, ja
que lim, o f(z) existeix:

lde = . 1—€f

hm _— = hm
2—0 > 2—0 1

= 0.

La seérie de Laurent al voltant de z = 0 és
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que no té part principal i és la serie de Taylor de la funcié

A 4+z—-¢€)/z , siz#0
f(z)_{o , siz=0.

La funci6 f(z) = 1/(1+ 2?)? té singularitats a 2 = +i, ja que el denomina-
dor es pot expressar (z —i)%(z +14)? i s’anul-la en aquests punts. Es tracta
de pols d’ordre 2 (pols dobles), ja que

1 1

1
lim ——— N2 = i = 0.
I AT = e s e 7

Observem que f(z) es pot reexpressar f(z) = F(z)/(z —i)?, on F(z) =
1/(z+1)?, que és analitica al pol z = i. Similarment, f(z) = G(2)/(z+1)?,
on G(z) = 1/(z — i)?, que és analitica al pol z = —i.

Si, per exemple, desenvolupem F'(z) en serie de Taylor al voltant de z = i
i dividim per (z — )% obtenim

_ (/4 - (/9= —9) + (3/16)(z — i)* + (i/8)(z —i)° + - - -
f(Z) _ (Z . Z)Q

= —(1/4)(z —9)7* = (i/4)(z = ))7" + (3/16) + (i/8)(z — i) + -+,

és a dir, la part principal de la seérie de Laurent de f(z) al voltant de
z =1 té un nombre finit de termes i I’exponent negatiu més elevat és —2.
El mateix passa quan desenvolupem f(z) = G(z)/(z + 4)? al voltant de
zZ=—1.

La funcié f(z) = zsin(1/2) té una singularitat a z = 0. Es tracta d’una
singularitat essencial, ja que el desenvolupament en serie de potencies de
z és

1 1 1 1 1
zsin(l/z):z<— + _...):1 + e

2z 3123 ' 5l 3152 Bl

que és una serie de Laurent al voltant de z = 0 que té infinits termes a la
part principal.
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4.6 Zeros de les funcions analitiques

Si f(z) és analitica a z i s’anul-la en aquest punt diem que f(z) té un zero a z.
En analogia amb els pols, podem definir també l'ordre dels zeros (tot i que els
zeros no sén singularitats).

Definicié 4.5 (Zero d’ordre m) Si f(z) és analitica a zo, diem que f(z) té un
zero d’ordre m en aquest punt si la serie de Taylor f(z) = > 07 an(z — z)"
comenca amb la poténcia d’exponent m, és a dir, ag = a1 = -+ = Q1 = 0,
pero a,, # 0.

Per tant, si zp és un zero d’ordre m de la funcié f(z) tenim

o0

F(2) = arlz — z)"

= (2 — 20)™ + Amy1(2 — 20)™ T+ Aoz — 20)" T2 4 - -

= (2= 20)™ [am + ami1(2 = 20) + ampa(z — 20)* + -]
(

on F(z) és la funcié definida per la serie de la linia precedent, que és una serie
de Taylor. La funci6é F(z) és, doncs, analitica a 2 i el seu valor en aquest punt
és a,, # 0. Aixo ens porta a la definicié alternativa de zero d’ordre m segiient:
f(2) té un zero d’ordre m a zg si i només si existeix F'(z) analitica a 2, tal que

f(2) =(2—20)"F(z), amb F(z) # 0. (4.11)

Els zeros d’ordre 1, 2... s’anomenen també zeros simples, dobles . ..

Teorema 4.14 Si f(z) té un zero d’ordre p a zy i g(z) té un zero d’ordre q en
aquest mateix punt, aleshores la funcié f(z)/g(z) té a zy:

1) un zero d’ordre p — q, sip > q,
2) una singularitat evitable, si p = q,
3) un pol d’ordre q — p, si p < q.

DEMOSTRACIO: D’acord amb (4.10) i (4.11) tenim

f(z) = (2 —2)P F(z), amb F(z) #0,
g(z) = (2 — 20)7G(2), amb G(z) # 0,
i, per tant,
M—Z—z p—qF(Z) am F(z)
oo T aE M Gy 7
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Exemple 4.10 Analitzem els dos primers casos de 'exemple 4.9 des de la pers-
pectiva del teorema 4.14.

1) La funcié f(z) = (1 + z — €*)/z té un zero doble a z = 0 al numerador i
un zero simple al mateix punt al denominador. Per tant, z = 0 és un zero

simple de f(z):

—il
!

1+2z—¢€* 1 2, 2k . 2k
i ] _ ) - _

_ 1 2z 22
= —z §+§+Z+... .

2) La funci6 f(z) = 1/(1 + 2?)? no té cap zero al numerador i z = +i sén
zeros dobles del denominador. Per tant, z = 4 sén pols dobles de f(z).

Teorema 4.15 Si f(z) és analitica a zy 1 f(z9) = 0, pero f(z) no és identicament
nul-la en cap entorn de zy, aleshores f(z) no s’anul-la en cap altre punt d’algun
entorn de zy. Es a dir, els zeros d’una funcio analitica no idénticament nul-la,
sén sempre aillats.

DEMOSTRACIO: Si f(z) té un zero a zy i no és idénticament nul-la
en cap entorn d’aquest punt, per a algun m hi haura una funcié
F(z) que compleix (4.11). Com que F(z) és analitica i F(z) # 0,
per continuitat hi haura algun entorn de zy on F(z) # 0. D’altra
banda (z — 2z9)™ # 0 quan z # z,. Per tant, en aquest entorn
f(2) = (2 — 29)™F(z) no s’anul-la en cap altre punt.

o

El fet que els zeros d'una funcié analitica siguin aillats té conseqiiencies
importants que es descriuen en els teoremes segiients, en els quals analitzem la
situacio en que una funcié analitica en un domini D s’anul-la en un arc de corba
continu de D o en un subdomini £ C D.

Teorema 4.16 Si f(z) és analitica en un domini D (obert i connex), i s’anul-la
en un arc de corba C' continu de D, o en un subdomini E (també obert i connex)
de D (vegeu la figura 4.7), aleshores f(z) s’anul-la a tot D.

DEMOSTRACIO: Sigui 2o un punt de arc de corba o del subdomini F
on f(z) s’anul-la. Com que, en aquest cas, zg és un zero no aillat,
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f(Z) - 0 51 82

T T AT T~ o
7 7N, TN T~
1 \
e I 21 290 I
C \d,«.z 1,72 23 24

AN > -
N D P,

D o /50 53 24
Figura 4.7: Si f(z) és analitica a D i és Figura 4.8: Contorn poligonal emprat a la
nul-la a C o a E, també és nul-la a D. demostraci6 del teorema 4.16.

d’acord amb el teorema 4.15, f(z) ha de ser identicament nul-la en
algun entorn de z5. Aixo vol dir que tots els coeficients de la serie de
Taylor de f(z) al voltant d’aquest punt han de ser zero, és a dir, f(2)
¢és identicament nul-la en tot el disc de convergencia de la serie i, per
tant, en qualsevol entorn & C D centrat a z.

Demostrem ara que si w és un punt qualsevol de D es compleix que
f(w) = 0. Per fer-ho, argumentem com en el teorema 3.18. Com
que D és connex, els punts zy i w es poden unir amb una poligonal
de D. Si d és menor que la distancia minima de la poligonal a la
frontera de D, triem un nombre finit de punts 21, 29, ..., z,(= w) de
la poligonal, de forma que |z — zx_1| < d. Si &, &1, ..., &, son
entorns de radi d centrats en aquests punts (incloent zp), tindrem que
Er C D i que cada z; esta dins de I'entorn &, (vegeu la figura 4.8).

Com que z; € & (on f és identicament nul-la), els coeficients de la
serie de Taylor al voltant de z; son també nuls i, per tant, f també
és identicament nul-la a &;. Reiterant el raonament arribem, amb
un nombre finit de passos, al fet que f s’anul-la idénticament a &, i,
per tant, f(w) = 0.

o

Corol-lari 4.17 Si f(z) i g(z) sén analitiques en un domini D (obert i connex),
i coincideixen en un arc de corba continu de D, o en un subdomini E (també
obert i connex) de D, aleshores f(z) = g(z) a tot D.

DEMOSTRACIO: Només cal aplicar el teorema anterior a la funcié

f(z) = g(2).

<

Aquest resultat ens diu que els valors que pren una funcié analitica sobre un
arc de corba continu o sobre un domini determinen els valors que aquesta funcio
pren en tot el seu domini d’analiticitat. Aixi, per exemple, no hi pot haver cap
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altra funci6 entera, llevat de f(z) = sin z, que sobre ’eix real coincideixi amb la
funci6 real sin z.

D’altra banda, aquest resultat també explica per que les identitats entre
funcions reals se segueixen complint entre les corresponents funcions complexes
(si s6n analitiques). Per exemple, la igualtat (cosz)? + (sinz)? = 1 es compleix
Vz € C com a conseqiiencia del fet que (cos z)?+(sinx)? = 1 es compleix Vz € R,
ja que tant (cos z)%+ (sin 2)? com 1 sén funcions analitiques a tot el pla complex
i coincideixen sobre l'eix real.

fi(2) = fa(z)

h (Z) f2(2)
analitica analitica
D,
D,

Figura 4.9: fy és l'extensié analitica de f; a Da.

Extensio analitica

Si tenim dues funcions, fi(z) analitica Dy (obert i connex) i fo(z) analitica Dy
(obert i connex), i ambdues funcions coincideixen a D; N Dy, diem que fy és
extensio analitica de fi a Dy (vegeu la figura 4.9), ja que cap altra funci6
analitica a Dy pot coincidir amb f; a D1 N D,.

Exemple 4.11 La funcié f(z) = > -, 2" és analitica a l'interior del disc de
convergencia |z| < 1, la funcié g(z) = 1/(1 — z) és analitica a C — {1} i totes
dues coincideixen en el disc |z| < 1. Llavors, g(z) és 'extensié analitica de f(z)
a tot el pla complex sense el punt z = 1.

Exemple 4.12 La funcié gamma d’Euler complexa es defineix:
['(2) d:ef/ t*"te7'dt, Rez >0, (4.12)
0
Aquesta funcié és 'extensié natural de la funcié d’una variable real amb el

mateix nom, I'(x) o fooo t*“le7tdt, on x > 0. Recordem que aquesta integral
(doblement) impropia només existeix quan z > 0 i que es compleix la relacié
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I(x +1) = 2T'(z), de la qual es dedueix que I'(n + 1) = n!, si n € N. La
relacié anterior també permet estendre la definicié de I'(x) a valors negatius no
enters de , ja que quan —1 < x < 0 es pot definir ['(z) = T'(z + 1)/z. Un
cop fet aixd, amb la mateixa igualtat es pot definir I'(x) per a —2 < z < —1
i Paplicacié reiterada d’aquest procés acaba estenent la definicié de T'(z) a tots
els valors negatius no enters de x. En els punts z = 0, —1, —2... la funcié té
discontinuitats infinites.

Similarment, la funcié I'(z) només existeix a la regié Re z > 0, on la integral
(doblement) impropia (4.12) convergeix, ja que quan Re z < 0 en el limit inferior
tenim |t*7!| = |e>~DIogt| = e(Rez=llogt — 4Rez—1 j |5 iptegral divergeix. Amb
el mateix raonament de 'exemple 3.5 (aqui [0,00) no és compacte, pero es pot
raonar sobre [0, R] i fer R — o0) concloem que I'(2) és analitica a Rez > 0.
D’altra banda, el corol-lari 4.17 ens permet afirmar que

[(z+1) = 2I'(2), Rez >0,

ja que la igualtat es compleix sobre l'eix real. Aix0 permet estendre analitica-
ment ['(z) aplicant reiteradament la definicié T'(z) = I'(z + 1) /2

r 1
F(Z)d:CfM, 1 <Rez<0,
z
o I 1 r 2
I'(z) = (Z;_ ) = z((j—i—i—_l)) : —2 < Rez < -1,
. r 1
I(z) = Rk —(n+1)<Rez < —n.

2z +1)(z42)---(z+n)

La funcié I'(z) s’estén, aixi, a tot el pla complex, llevat dels punts 0, —1, —2. ..
de l'eix real, en els quals, obviament, té pols simples.

Exemple 4.13 Una manera alternativa d’arribar a la mateixa extensio analitica
de I'(z) és convertir la integral (4.12) respecte de la variable real t en una integral
de contorn respecte de la variable compleza t. Escollim el tall de branca de t*~!
(que és multivaluada com a funcié de t) sobre I'eix real positiu del pla complex ¢
i considerem la integral [, t*"'e~'dt, on C' és el contorn de la figura 4.10. Si
t=x+ic,amb 0 <z < Rie>0,enellimit e — 0, R — oo la contribucié del
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® c ©
C \
e R——
g

Figura 4.10: Contorn (obert) emprat a la Figura 4.11: Un exemple de contorn
definicié de T'(z). (obert) emprat a la definicié de 'extensié
analitica de I'(z).

segment del costat superior del tall de branca a aquesta integral és

/ e(zfl)logxefxdx _ / mz—le*wd.ﬂj = F(Z) 5
0 0

mentre que la contribucié del segment del costat inferior, on ara t = x — i€, és

0 0
/ e(zfl)(logm+27rz)efxdx — / z,zfl€2mz€fxdx _ —BQMZF(Z) )
0

o0

D’altra banda, en el limit ¢ — 0 la integral sobre la semicircumferéncia ¢ (on

t = ee') s’anul-la, ja que
/ S/]---\meRez—)O.
¢ ¢

/ e tdt = (1 — 62“”) ['(z),
C

Tenim, doncs,

i, per tant,
1

T 1 _ g2niz

['(2) /tz_le_tdt, Rez > 0.
c

Observem que l'integrand no té singularitats fora de 1’eix real positiu (tall de
branca de t*~!). Aixd permet deformar el contorn C' i convertir-lo, per exemple,
en el de la figura 4.11 sense alterar el valor de la integral. La integral sobre
aquest nou contorn (ara allunyat de l'origen) existeix per a tot z i pel mateix
raonament de I'exemple 3.5, F (2) = [, t*"'e 'dt és una funci6 entera a partir
de la qual podem definir

F(z)

1 — 627riz’

[z = VzeC—{0,-1,-2,-3...},
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on hem exclos els enters no positius en els quals el denominador 1—e?™ s’anul-la.
Tot i que el denominador també s’anul-laa z =n =1,2,3..., aquestes sén sin-
gularitats evitables, ja que F(z) també s’anul-la en aquests punts perque les
contribucions dels dos segments de la figura 4.10 es cancel-len en aquest cas
(notem també que l'integrand "~ !e™* és analitic i, en no haver-hi tall de branca,
podem tancar el contorn C' de la figura 4.11 i aplicar el teorema de Cauchy). De
fet, ja sabem que I'(n) = (n — 1)! quan n € N.

Aquesta nova I'(z) coincideix amb (4.12) en el domini Rez > 0 i, per tant,
I’estén analiticament a tot el pla complex, llevat dels enters no positius on hi ha
pols simples, cosa que es fa evident si observem que al voltant d’aquests punts n

1 — 6271'7,,2 —1— eQﬂ'z(z—n) 2min 2mi(z—n)

e =1-e
=1-[1-27wi(z—n)+---]=2mi(z—n)+---,

és a dir, el denominador 1 — e?™* té zeros simples a z =n =0, —1, -2, -3 ...
Tenim, doncs,

1
I'(z) = 1_—%/ t*"le7tdt, z#0,—-1,-2,-3...
€ ©

on C' és un contorn (obert) com el de la figura 4.11.

Obviament, aquesta extensié analitica de T'(z) coincideix (corol-lari 4.17)
amb l'obtinguda amb la relacié I'(z) = I'(z + 1)/z i és evident que el domini
d’analiticitat de I'(z) no es pot estendre més.

4.7 Problemes

P4.1 Sigui a € R. Trobeu els desenvolupaments de

1

fz) = axz

en serie de potencies de z valids a |z| < aia |z] > a.

P4.2 Demostreu que la serie de Laurent de

1

f(Z):m

és —> > 2" en una certa regid. Determineu quina és aquesta regié
n=—1 210. q q g10.
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P4.3 Trobeu els desenvolupaments en série de potencies de la funcié

z
f(z>_(2—1)(2—2)7

valids a les regions:

(a) |z <1 (e) 0<|z—1| <1

b) 1< |z| <2

(b) 1<z (f) 0<|z-2 <1

(c) |z] >2

(d) |[z—1|>1 (g) [—2|>1

P4.4 Desenvolupeu e/ 2* al voltant de z = 0 i determineu quin tipus de singu-
laritat té la funcié en aquest punt.

P4.5 Determineu el tipus de singularitat que tenen a z = 0 les funcions segiients:

1 e < zZ —sinz
(a) =+ > (c) = (e) P (g) 3
1 —cosz . z sinh 2z
(b) Q0 (d) z%e* (f) 1 (h) o

P4.6 Desenvolupeu f(z) = e?®) on g(z) = z/(z — 2), en serie de Laurent al
voltant de z = 2.

P4.7 Demostreu que a la corona 1 < |z| < 2, la funcié

22 —22+45
(z—2)(224+1)

f(z) =

admet el desenvolupament

1
o0 oy 120

f(z) = Z anz",  onap = 0, mnsenar <0
B 2(=1)"2,  n parell < 0.

P4.8 Trobeu la serie de Taylor de f(z) = 1/4/1 — z al voltant de z = 0. De-

termineu el seu disc de convergencia i comenteu el resultat en referencia
a les singularitats def(z). Considereu les branques segiients de f(z)

F,(z) = 2702 S0, a—m<O<a+m,

o def . . <.
onre? =1 —2ia € (—mn]. Pera quins valors de « la serie de Taylor
obtinguda convergeix a F,(z) en el disc de convergencia?
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P4.9 Seguint amb els exemples 4.12 1 4.13,

(a) determineu la part principal de la serie de Laurent de la funcié gamma
d’Euler, I'(z), al voltant de z = 0, —1, —2

P

(b) integreu (4.12) per parts i demostreu que a C també es compleix la
relacié funcional I'(1 + 2z) = 2I'(z) si Rez > 0 (justifiqueu que el
metode és aplicable per a t i z complexos). Utilitzeu aquesta relacid
per estendre I'(z) més enlla de Rez > 0 i identifiqueu-ne les singula-
ritats.

(c) utilitzeu els resultats de 'apartat (b) per trobar les singularitats de
['(z) i les parts principals de l'apartat (a).

P4.10 Usant branques de log z, esteneu analiticament el logaritme d’una variable
real a un domini obert que contingui l’eix real negatiu (Re z <0, Im 2=0).
Feu-ho de dues maneres: (a) vorejant z = 0 pel semipla Imz > 0 i
(b) vorejant-lo pel semipla Im z < 0. Coincideixen els resultats? Calculeu
log(—1) de les dues maneres. El resultat contradiu el corollari 4.177
Existeix una extensié analitica del logaritme d’una variable real a tot el

domini C* = C — {0}?
P4.11 Trobeu la funcié entera més general que compleix

limM—

Z2—00 22

P4.12 Trobeu el radiila regié de convergencia de les series de potencies segiients:

d (n+3)! > z " > (2n)! o,
(8) HZ:O B!l ~ (c) ; {3+(—1)n] (€) ; ()2~
(b) RZOO T nz" (d) ;S—n(z— 1) (f) ;—< YR

P4.13 Siguin f i g dues funcions analitiques a C* = C — {0}. En quins casos ha
de ser necessariament f(z) = g(2) a tot C*? Demostreu-ho o doneu-ne un
contraexemple.

(a) Si f(1/n) =g(1/n), per an € Nin > 10.
(b Si hmn_,Oo f(1/n) =lim, . g(1/n).

( (1+1/n)—g(1+1/n) per an € N.
(

f(n) =g(n), per an € Z.

 ~—

C

~—

d

~—
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(e) Si f(n) =g(n), pero f(—n) # g(—n), per a n € N. Podeu usar, sense
demostrar-ho (la demostracié és al problema P5.9), que la funcié gamma
d’Euler I'(z) no té cap zero.

Es correcte afirmar que I'(z) és 'extensié analitica de (n — 1)! al domi-
ni C — N? Per que?

P4.14 Seguint amb l'exemple 4.3,

(a) demostreu que

00 ts—l

((S)F(s):/ = 1dt, Res > 1.
. _

Indicacid. Intercanvieu d’ordre Y i [ (no cal justificar-ho).

Caracteritzeu les singularitats de 'integrand f(t) = 57! /(¢! — 1) per
a valors arbitraris de s € C. Escolliu el tall de branca de t*~! (com a
funcié de t) sobre l'eix real positiu del pla complex .

Demostreu que en un cert domini del pla complex s la funci6 ((s) es

pot expressar
1/T(s) / o1
= A dt
C(S) 1 — e2mis o et —1

on C és un contorn com el que es mostra a la figura 4.11.

Caracteritzeu les singularitats de ((s) i trobeu explicitament la part
principal de les corresponents series de Laurent. Podeu usar, sense
demostra-ho, que I'(z) no té cap zero (la demostraci6 és al proble-
ma P5.9). Concloeu que I'expressié de l'apartat anterior és correcta

a C—{1}.

SOLUCIONS
S4.1 Si |z| < a
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S4.2 Laserie Y~ 2" és la série geometrica que només convergeix quan |z| < 1,
i ho fa cap a la funci6 1/(1 — z). Per tant,

1 1
2—1  1-—2z

oo
= —Zz”, quan |z| < 1.
n=0

D’altra banda, la funci6 1/z coincideix amb la seva serie de Laurent al
voltant del punt z = 0, que, en aquest cas, té un unic terme i és valida
quan z # 0, és a dir, quan |z| > 0. Aix{ doncs, a la corona 0 < |z| < 1
tenim

1 2, .3
f(z)z—gl_zz—; (I+z+22+2"+--+)

1 2 3
= - ;+1+z+z +2 4+ ).

S4.3 f(z) = z/(z — 1)(z — 2) té singularitats a z = 11 a z = 2. Els desenvolu-
paments dels casos (a), (b) i (c) sén valids en regions centrades a z = 0 i,
per tant, sén series de poteéncies de z. Les regions dels casos (d) i (e) sén
centrades a z = 1 i, per tant, sén series de potencies de (z — 1). Els casos
(f) i (g) corresponen a series de poténcies de (z — 2).

En tots els casos, convé descompondre la funcié en fraccions simples, és a
dir, buscar els coeficients A i B que permetin expressar la funcié com

z A B

(z—=1)(z—2) 1T iy

Si sumem les fraccions de la dreta, obtenim

A(z—2)+B(z—1) (A+B)z—(2A+ B)

z=2(-1) (=2(-1

Per tant, perque coincideixi amb f(z), veiem que A+ B = 1ique 2A+B =
0,ésadir, A= —11i B = 2. Aixi, podem escriure f(z) com

1 n 2
1l—2z 2z—-2

Ara només es tracta de trobar els desenvolupaments en serie de cada
sumand, valids a cadascuna de les regions considerades, i sumar-los. Per
fer-ho, usarem la série geometrica 1/(1—a) = 1+a+a?+a®+--- (valid
quan |a] < 1).
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(a) [2] <1
1 1
&) == ~1-enm
_ 2oy e f e (Y (B .
=(l+z+22+2"+--) {1+2+<2>+(2)+ ]
T S Y SR P
DN 1)° on )
(b) 1< |z <2
1 1 1
IO == 1=am 126
1 1 1 1 Z2\2 /2\3
= —; (1—1—;—1——2—1——34— ) — |:1+§+(§> —|—<§> + :|
B 1 L1 11, -
N zk 22z T on*
(c) |z[>2
1 1 2 1
e D Y Y
1 11 2 2 2\ [/2)°
= 1+=45+5+ )+ [1+=+( =) +( =
z z z
R + (2" —1)— +
Tz z2 AL
d) |z—1]>1
1 2
f(z)__z—l z—2
1 2 1
Coz—1 (z=1)1—(2—1)"!
S SRR 2 PR SR L
z—1 (2-1) (z—1) (=12 (2—1)3
S S S P S SIS S S
21 (z —1)2 (z—1)3 (z—1)"
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(e) 0<]z—1] <1

1 1
e A oy pop
:—Zil+2U+V—1%HZ—U”+V—1V+“?
1

= #2420z~ 1) +2(z — 1)
Z_

+2(z =1+ 42z —-1)"+ -

) 0<|z—2 <1

1 2
f(z):_z—l 2 —9
T+(z-2) 22
:—[1—(2—2)*‘(7«'_2)2_(2_2)3_'”}+232
:z32_1+(z—2)_(z_2)2
+(z =2+ () (2 - 2)" 4
(g) [z—2[>1
1 1 2
f(z):_(z_2>'1+(z—2)—1+z—2

1 1 1 1 2
R (1_(z—2>+(z—2)2_(2_2)3_”')+z_2
1 1 1 1

B AT T A R FErT A

S4.4 La funcié exponencial e* és analitica a tot arreu. Pel teorema de la serie
de Laurent, aix0o implica que hi ha un tnic desenvolupament en serie de
potencies de z, que és de Taylor i convergeix a tot el pla. Aixi, e* =
1+z2+42%/21+23/30+ -+ 2"/nl + -+, convergent per a tot 2.

., 2 , . . N . 2
La funcié e'/*” té una singularitat a z = 0 perque lim,_oe'/*" = co. La
serie de potencies de z d’aquesta funcio és

e g, L 1 1
e T T
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La serie convergeix quan z # 0 i, en particular, en un entorn al voltant
de la singularitat. Es, doncs, una singularitat aillada. D’altra banda, la
part principal d’aquesta serie té infinits termes i, per tant, es tracta d’una
singularitat essencial.

S4.5 Per classificar la (possible) singularitat que hi hagi a z = 0, hem de trobar
la serie de potencies de z que convergeixi a cadascuna de les funcions en
un entorn de z = 0.

(a) La funci6é z 4+ 1/z ja esta expressada com a serie de potencies de z.
Aixi, z =0 és un pol simple (o d’ordre 1) d’aquesta funcié.
(b) La funcié cos z és analitica a tot el pla i, per tant, la serie de Taylor
cosz=1—2%/20 4+ 24 /4! — 26/6! + - .. convergeix a tot el pla. Aixf,
l—cosz 1—(1—=2%/21+z24/41+--+)
22 22

22 ol 41 T

que és una serie sense part principal i, per tant, no hi ha cap singularitat
0, més exactament, aquesta funcié té una singularitat evitable a z = 0.

()622 1424 22/204 - L1, 11z
C _— = = — —_— —_— J— J— PR
23 23 23 Z2 0 21z 31 A4l

La part principal arriba fins a 273, per tant, és un pol d’ordre 3.

(d) No té singularitats.

RV S N S
(¢) et = =ee _€Z<1 BT R T

1
—ez—e+ — —
+26,Z 3lez?

Es una singularitat essencial.

(f) —— = :
62—1_(1+Z+22/2+Z3/3!+...)_1
_ 2 B 1
242224 23/30 4 T4 2/2422/31 4
1 1
=1—- - 2.
22+12z+

L’dltima igualtat s’obté dividint 1 per “polinomi” 1+ 2/2 + 22/3! + - -
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La serie obtinguda no té part principal i, per tant, z = 0 és una singulari-
tat evitable.

z—sinz_z—(z—z3/3!+z5/5!_...)_1 2
®) 2 28 3" 5!

Es una singularitat evitable.

sinhz  2z+23/31+25/5!+--- 1 1 1,
(h) —— = = = tgrtgd

Es un pol simple.

S4.6 La serie de Laurent “al voltant de z = 2” significa la serie de potencies de
(z — 2), valida en un entorn de z = 2.

Podem expressar facilment ¢g(z) = z/(z — 2) com una série de potencies
de (z — 2),
z z2—2+2 2

= = =1 .
9() z—2 z—2 +z—2

La serie només té 2 termes i és valida a tot el pla, llevat del punt z = 2.
Tenim, per tant,

f(z) = 61+zz2 s 66232

1+ 2 —I—l 2 2+1 2 3—|—
z—2 21\ z2-2 31\z2—-2

Aix{ doncs, z = 2 és una singularitat essencial de f(z).

=€

S4.7 f(z) té singularitats (pols simples) a z = 2, +i. Com que es tracta d'una
serie de potencies de z, aquesta funcié té tres regions de convergencia
diferents |z| < 1, 1 < |z| < 2, |2| > 2. A cada regié hi ha una serie
de potencies de z diferent que convergeix a f(z). Per trobar-les convé
expressar f en fraccions simples. Una possibilitat és
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és a dir,
(Az4+ B)(z —2)+ C(2* + 1)
f(z) = Z
(2+1)(z—2)

A+ 0)22+(2A+B)z2+(C—-2B)  22—2z+5

B (22 +1)(z —2) (224 1)(z—2)
d’on obtenim que A =0, B=—-21i (C = 1. Aixi doncs,

2 1 2 1 1 1

IO =t~ 21— 21— (2/2)
Ara ja podem utilitzar la série 1 + a+a?+--- =1/(1 — a), quan |a| < 1,
per a cada sumand, amb a = —1/z% per al primer i a = 2/2 per al segon.

Aixi, obtenim,

2 1 1 1 z 2228
S I T TS N IR I I R e NN
F(2) 22( Stat ) 2(+2+4+8+ )
La primera s¢rie és convergent quan |—1/22| < 1, és a dir, quan |z| > 1.
La segona serie convergeix quan |z/2| < 1, és a dir, quan |z| < 2. Per

tant,
1 2 2 1 1 1 1
_ k 2 n
sil<|z| <2

S4.8 La funcié f(z) = 1/4/1 — z és bivaluada, ja que involucra una arrel qua-
drada. Té una singularitat a z = 1 (on s’anul-la el denominador), que
és també el punt d’embrancament de /1 — 2. Per tant, existira alguna
branca (analitica) al voltant de z = 0, com es pot veure a la figura 4.12).

Per trobar la serie de Taylor, calculem les seves derivades a 'origen:

FP0) = (1—0)"1/2 = 1,

Wy — - _ 1
F3(0) = 11 —0)-32 = 3

2 _ 3-1
FP0) = 13(1 — )~/ =
3 _ 5-3-1
FP0) = 135(1 - 0)7/? =~

(2n—1)---5-3-1

FM(0) = 185 ... 2021(1 _ ()~(n+1)/2
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Pero,

(2n—1)---5-3-1  (2n)(2n—1)(2n—2)---5-4-3-2-1  (2n)!
2n S (2-n)-2(n—1)]---(2-2)-(2-1) 22!’

Per tant,

S

\)

R = Y s (119

n=0

Alternativament, podriem haver obtingut aquest resultat estenent la serie

binomial
= /b
1 b — n

n=0
als nombres complexos usant la “recepta” de la pagina 8 i substituint =
per —z i b per —1/2.

Per trobar el radi de convergencia, R, de la serie de Taylor obtinguda,
recordem que 1/R = lim,, o {/|an|, on {a,} sén els coeficients de la serie.
En el nostre cas,

Z — lim |2
R~ nowo 227 (nl) 22np2ne=2n 2mn

1 [ (2n)! }Un . [(2n)2"62”\/47rn] e
| =)

1
= lim (7n) /" = exp [_ lim og(””)}

n—o0 n—o0 on

on a la primera linia hem usat la férmula de Stirling* i en passar de la
segona a la tercera linia hem emprat la regla de LL’Hopital. Tenim, doncs
(figures 4.12 1 4.13),

R=1

El radi de convergencia no pot superar el valor R = 1 perque totes les
branques de f(z) tenen una singularitat a z = 1, mentre que la serie (4.13)
és analitica a I'interior del seu disc de convergencia. En particular, la serie
esmentada convergeix a Fy,(z) en tot el disc |z] < R =1 si

—r/2<a<7/2

com ho mostra clarament la figura 4.13 (per als valors extrems els talls de
branca sén tangents al disc de convergencia).

4Férmula de Stirling: lim,,_, o (n"e~"/27n)/n! = 1.
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a=m/2
/4§< 1 a=0
1
a=—m/2
Figura 4.12: En negre, singularitats de les Figura 4.13: En negre, el tall de branca
branques F,(z). En gris, disc de conver- de Fy(z). En gris, els talls corresponents
gencia de la seérie (4.13). als valors extrems de « per als quals la
seérie (4.13) convergeix a F,(z) en el seu
disc de convergencia.
c ©
Figura 4.14: Si z = 0,—1,—2,..., el tall de branca de t*~'e~* desapareix i queda un pol a

t = 0. En aquest cas podem tancar el contorn C.

S4.9 (a) Del’exemple 4.12 sabem que I'(2) té pols simples al enters no positius.
Al voltant d’aquests valors, que designem amb —n, tenim

F(z) F(z)
F(’Z> = 1 — e2mi(z4n—n) - 1 — e2mi(z+n)
_F(-n)+ F'(-n)(z+n)+...  F(-n)
Tl —[142xi(z+n)+...]  2mi(z+n) e,

on G(z) és una serie de potencies de z — n d’exponents no negatius.
La part principal de I'(z) es redueix, doncs, a a_1/(z + n), amb a_; =
—F(—n)/(2mi) i

F(—n)= / t" e tdt,
c

on C és un contorn obert com el de la figura 4.11. Pero per a z = —n
el tall de branca de l'integrand desapareix (t™" !e™ no és una funcié
multivaluada) i només queda un pol d’ordre n + 1 a ¢t = 0. Per tant,
podem tancar C' per la dreta (figura 4.14) i fer servir la segona férmula
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integral de Cauchy per arribar a

et 27 d” 270
F(—n) = dt = ———¢7"' = ——(=1)"
(=n) ]i tntl nl dt" |,_, n! (=17
on el signe — és degut al fet que C' es recorre en el sentit horari. Aix{ doncs,
la part principal de la seérie de Laurent de I'(2) al voltant de z = —n és
(=n" 1
n!l z4+n

(b) Alternativament, considerem ’equacié 4.12. Observem que

th—le—t — % (tze—t) + tze—t’

i, per tant,

o o0 d
2l(z) = / e dt = / {E (te") + t(”l)let} dt
0 0

= [P ] T 4 T(z 4+ 1) =T(z + 1),

t—0

on hem usat que lim; ,ot* = 0 si Rez > 0, ja que [t7| = tR°%. Aixo
demostra que per a valors complexos de z també és compleix la igualtat

‘F(Z%-l) = 2T'(2), ZEDO‘E

on Dy ={z € C:Rez > 0} (figura 4.15).

Dy D_ D_,

Figura 4.15: Els tres primers dominis D_,, usats als apartats (b) i (c) del problema P4.9. Els

punts negres sén el primers dos pols de I'(z).

Recordem que aquesta relaci6 i el resultat T'(1) = [

(n—1)! per a tot n € N.

oo

e~ tdt = 1 demostren que I'(n) =
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(c) Escrivim aquesta dltima relacié com

['(z) = —F(z +1) , 2 € Dy,

z

i observem que el membre de la dreta és una funcié analitica en el domini
Dy ={2€C:Rez>—1,2# 0}, Dy C D_; (figura 4.15). Per tant,
defineix extensio analitica de I'(z) a D_;. A més, com que I'(z + 1) és
analitica a D_; U {0}, aquesta ultima expressié ens indica que aquesta
extensié de I'(z) té€ un pol simple a z = 0 1 que la part principal de la serie
de Laurent al voltant de z = 0 és

Per a aquesta extensié de I'(z) se satisfa
I'(z+2)
(z+1)
onD o={2€C:Rez>-2,2#0,—-1}, Dy C D_1 C D_, (figura 4.15),
jaque I'w) =T(w+1)/w si w € D_; i la igualtat s’obté fent w = z + 1.
Per tant, ’extensié obtinguda satisfa
I'(z+2)
2(z+1)7

F(Z+1): ZGD_Q.

'(z) = z€D_q,

Pero, com acabem de veure, el terme de la dreta és una funcié analitica en
el domini D_j, i, conseqlientment, defineix una extensié analitica de I'(z) en
aquest nou domini. Aixi doncs, de forma recurrent, podem estendre aques-
ta funcié a tot el pla complex, llevat dels enters no positius, on T'(z) té
pols simples.

Observem que

F o I 2
Py = L&) o py e EE+2)
z+1 z
Com que F'(z) és analiticaa z = —1, I'(2) també té un pol simple a z = —1

amb coeficient (1
ST S O R

Continuant amb aquest procés, I'extensié analitica de I'(z) en el domini
D_, 1 es pot escriure com

I'z+n+1)

P& = e+ Gan)




Calcul en variable complexa Materials 145

Veiem que aquesta extensié analitica de I'(z) també té un pol simple a
z = —n amb

I'(z+n+1)
2(z+1)(z+2)---(z4+n—1)

a_q1 =
z=—n

o) (-1

—n)(—n+1)---(-1) nl

Hem recuperem, doncs, els resultats de 'apartat (a).

S4.10 L’eix real positiu esta contingut a Dy = C — {Rez < 0,Imz = 0}
(figura 4.16), que és el domini de la branca principal del logaritme

Fy(z) Elogr +i6, —m <6<,

on z = re. En particular, Fy(z) = logz quan z > 0. D’altra banda,

—x no pertany al domini de Fj i, per tant, no té sentit escriure Fy(—zx).
Hem de fer servir una altra branca, el domini de la qual inclogui I’eix real
negatiu, per donar sentit a log(—1).

0 ™ | © (m | ©
Do D, D_
—rT<f<m —7/2 <60 <3m/2 —31/2<60<7/2

Figura 4.16: Dominis de les branques Fy, F'y i F_ del logaritme. S’indica 'interval de valors
de Pargument de z = re?. Entre paréentesis s’indica el valor de 'argument dels punts genérics
x 1 —x representats. Els talls de branca s’han exagerat per a més claretat.

(a) Considerem la branca

Fo(2) = logr + 6, “ITog< 3_7r
2 2
F, (z) és analitica sobre el semipla Im z > 0 (ens permet vorejar z = 0 per
sobre) i, a més, F. (x) = logx. Per tant, F!;(z) és I'extensi6 analitica que
busquem en el domini D, = C — {Imz < 0,Rez = 0} (figura 4.16), en el
qual F, (—z) =logz + imw. Per aquest procediment trobem log(—1) = i.
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(b) Considerem ara la branca

Fo(2)“logr+i0, —F <g<™
2 2
F_(z) és analitica sobre el semipla Im z < 0 (ens permet vorejar z = 0 per
sota) i, a més, F'_(z) = logz. Per tant, F_(z) és 'extensié analitica que
busquem en el domini D_ = C — {Imz > 0,Rez = 0} (figura 4.16), en
el qual F_(—z) = logx — im. Per aquest procediment obtenim log(—1) =
—4T.

—ZT T

D/

D.ND_

Figura 4.17: D, N D_ no és un conjunt connex. Es la unié de D i D’ (disjunts i cap d’ells
conté punts de la frontera de 1’altre). Només la component D conté I'eix real positiu.

El resultat obtingut no contradiu el corol-lari 4.17. Les funcions F} i F_
no soén analitiques sobre el mateix domini. Estan definides sobre la regié
comuna Dy N D_, que no és conneza, com ho mostra la figura 4.17. El
domini (obert i connex) on si que sén simultaniament analitiques i que
conté 'eix real positiu és D. A D es compleix F (z) = F_(z), com ho
afirma el corol-lari 4.17. Els punts 2 = i 2 = —x es troben en components
(D i D') desconnectades entre elles.

Aquest resultat demostra que dues extensions analitiques obtingudes a
través de camins diferents en general no tenen per que coincidir a tota la
interseccié dels seus dominis d’analiticitat quan aquesta interseccid no és
connexa.

No pot existir una extensio analitica del logaritme real a C*, ja que, com es
demostra a I’exemple 3.3, no es pot definir una funcié logaritmica analitica
a tota aquesta regio.

S4.11 Considerem la funcié g(z) = f(z) —i2?, la qual satisfa lim, ., g(2)/z% = 0.
En ser entera, g(z) té serie de Taylor i g(z) = Y .~ a,z" en tot el pla
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complex i podem escriure
9(2)  ay
7—;+?+G(2), (4.14)

on G(z) també és analitica (i, per tant, continua) a C. Tenim

d’on deduim que

lim G(z )—hmM—O 0=0.

Z—00 z—oo 22

Per tant, |G(z)| és fitada (vegeu la solucié de l'apartat (c) del proble-
ma P3. 12) i pel teorema de Liouville ha de ser constant, en aquest
cas G(z) = 0. Si ho substituim a (4.14) obtenim g(z) = ag + a1z i fi-
nalment

f(2) =iz* + a1z + ag

S4.12 (a) Es convenient usar la férmula de R (pagina 112) expressada en termes
dels quocients entre coeficients consecutius

lan| .. (n+3)!/3n)!
R= T o DGt 3)
(Bn+3)(3n+2)(3n+1)

lim = 00.

Per tant, la serie convergeix en tot el pla complex.

(b) Notem que és una serie de poténcies d’exponents negatius

0 [e'¢) 00
E T "n" = — E "nz " =— E " nw",

n=—oo
on w = 1/z. El radi de convergencia d’aquesta darrera serie és

= lm =lm —F—=11m — = —.
n—o0o ‘an—i-l‘ n—00 7”‘“ (n + 1) n—o00 7(n + 1) 7

Per tant, la seérie convergeix a la regié |w| < 1/7, és a dir, |z| > 7.

(c) En aquest cas els coeficients sén a, = 1/[3+ (—1)"]", és a dir, els coe-
ficients amb subindex parell sén potencies inverses de 4 i els de subindex
senar son potencies inverses de 2. Si separem aquestes contribucions tenim

k

k o0
Z42k+222k+1 :Z::;k+;zguﬁ’

k=0 k= k=0
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on w = 2% Les férmules de la pagina 112 ens donen el radi de convergencia
en el pla w. Per a la primera serie és 42 i per a la segona, 22. Per tant, la
serie completa convergeix a |z|> = |w| < min{2% 4%} = 22 i tenim R = 2.

Alternativament,

sup{{/Janl} = sup{1/[3 + (=1)"]} = max{1/2,1/4} = 1/2.

Per tant, R = (hm SUD,, 00 \"/|an> = [limy_0o(1/2)] " = 2. La serie

convergeix al disc |z| < 2.

(d) Siw = (z—1)? la serie es pot escriure com

o0
> g
3n
n=0
El radi de convergencia en el pla w és, doncs,

o= lim — 2 3 =

Per tant, R = /R, = v/3. La serie convergeix al disc |z —1] < V3.
Alternativament, a,, = (n/2)/3"/% si n és parell i a,, = 0 si n és senar. Aix{
doncs,

- [ "o} - 2]

Per tant,

I (72 A R PR
R—{klglc}o 7 } —\/gkl_m(kﬂ) F=3.

(e) Siw = 1/22, la serie s’expressa

n=1
Per tant,
2n)!/(n!)? 1)? 1
R, — lim (2n)!/(n!) oy (nHD) 1

n—oo (20 + 2)!/[(n+ 12 nooo (2n4+2)(2n+1) 4~

i R=1/vR, = 2. La serie convergeix, doncs, a |z| > 2.
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(f) La serie de potencies és de la forma )~ ja,2" amb

1 :
—5. siyneN
a, = (L+1/vn)

0, en cas contrari.

Aixi doncs,

v |a = su L , = L )
e R e (o)

i el radi de convergencia és

R= lim <1+1/\/E)ﬁ= e.

Per tant, la série convergeix a |z| < e.

S4.13 En tots els apartats usarem la definicié h(z) = f(z) — g(z).

(a) Observem que els zeros de h(z) tenen un tinic punt d’acumulacid, pero
és fora del domini de h(z) ({1/n} — 0 € C*). Per tant, els zeros de h(z)
sén singularitats aillades en el domini d’analiticitat C* de h(z) i no podem
concloure que h = 0.

De fet, la funcié s(z) = sin(w/z) és analitica a tot C* i es compleix que
s(1/n) = sin(mn) = 0 per a n € N i, obviament, s #Z 0. Per eliminar els
zeros de s(z) al,1/2,1/3, ..., 1/10, és suficient dividir s(z) pel polinomi

10

P(z) =[]z = 1/k).

k=1
En definitiva, qualsevol f(z) analitica a C* (per exemple, 1/2) i

B sin (7/2)
A \NEY

satisfan les condicions de I’enunciat, pero f # g.

(b) Aquesta condici6é no diu res sobre els zeros de h(z) a C*, només que
{h(1/n)} — 0 (de fet, ni tan sols ha d’existir ~(0), ja que 0 ¢ C*). No és,
doncs, necessari que A = 0 ni que, per tant, sigui f = g.

Contraexemple: sigui f(z) qualsevol funcié analitica a C* (per exem-
ple, €%/22) i g(z) = () + .
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(c) El conjunt {1+ 1/n}, n € N, de zeros de h(z) té de punt d’acumula-
ci6 1 € C*. Per continuitat, (1) = 0, i tenim que 1 és un zero no aillat
de h(z). Pel teorema 4.15, h = 0 i conseqilentment f(z) = g(z) a tot C*.

(d) Tots els zeros de h(z) sén aillats i, per tant, no sembla necessari que
h=0.
Contraexemple: sigui f(z) qualsevol funcié analitica a C* (per exem-
ple, cosz/z) i

g(z) = f(z) + sin(nz).
(e) Com en 'apartat anterior, no sembla necessari que f(z) = g(z) a C*.
Contraexemple: recordem que I'(z) és analitica a tot C llevat als enters
no positius, on hi té pols simples. Aixi doncs, 1/T'(1 — 2) té zeros simples
als enters positius. D’altra banda, I'(z) no té zeros i, per tant, 1/I'(1 — z)
és entera i s’anul-la a z = 1,2,3... Conseqlientment, si f(z) és qualsevol
funcié analitica a C* i

1

Q(Z)Zf(z)"‘m,

les funcions f i g soén diferents i compleixen la condicié donada.

No és correcte afirmar que I'(z) és I'extensidé analitica de (n — 1)!, tot i
que I'(n) = (n — 1)!, ja que el conjunt de punts on coincideixen no és ni
un arc de corba, ni un domini obert, ni té cap punt d’acumulacié. Com
en els apartats anteriors, llevat del (c), hi ha moltes funcions (de fet, n’hi
ha infinites) que “estenen analiticament” (n — 1)! a C — {0, —-1,-2,...},

per exemple,
1

NG
S4.14 (a) De la definicié de ((s) i I'(s) tenim

C(s)I'(s) = Zns/ ut e du = Zns/ (nt)* e "ndt
n=1 0 n=1 0

= i/m e Mdt = /OO =t [i (e—t)”] dt
n=1"0 0

I'(z) +

n=1

o) e—t 00 755—1
:/ t31—tdt:/ ——dt, Res>1,
0 1—e~ o et—1

on hem fet el canvi de variables v = nt 1 usat

o0
z n
:E 2" |z < 1,
1—=2 ot
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amb z = e~'. La condicié Res > 1 és necessaria per a la convergencia de
la serie que defineix ((s) (i inclou la condicié Re s > 0, necessaria perque
I'expressié integral de I'(s) tingui sentit).

(b) L’integrand, f(t) = t*~!/(e! — 1) t¢ un tall de branca sobre I’eix real
positiu per a valors no enters de s. Observem que 1/(e! — 1) té un pol
simple a t = 0, ja que al voltant d’aquest punt
I 1 B 1
et —1 (L+t+2/24+...)—1 t+12/2+...°
Aixi doncs, per a s = 2,3... l'integrand és analitic a tot el pla complex i
peras=1,0,—1,—2... l'integrand té un pol d’ordre 2 — s a t = 0.

(c) Si procedim com a l'exemple 4.12 i considerem el contorn C' de la
figura 4.10, tenim

ts_l )
dt = (1 — e¥) ¢(s)I'(s).
| o= =) cere
Usant els resultats de I'apartat (b), veiem que podem deformar el con-
torn C' apartant-lo de I'eix real positiu i convertint-lo en un contorn com
el de la figura 4.11. Aix{i doncs, podem escriure

1/T(s) 5!
5) = . dt, Res>1, ( com a la fig. 4.11.
C() 1_627”3\/626t_1 g_
Pero 'expressio de la dreta és una funcié analitica de s a tot C llevat,
potser, dels enters (a l'apartat segiient ho analitzarem amb més detall).
Aquesta expressié defineix, doncs, una extensié analitica de ((s) a la regi6

indicada.

(d) Com que I'(s) no s’anul-la mai, 1/T'(s) és entera i té els zeros on I'(s)
té els pols, és a dir, a s = 0, —1, —2... El denominador 1 — > és una
funci6 entera que s’anul-la als nombres enters. Aixi doncs, el factor davant
de la integral anterior té pols simples a s = 1,2,3... D’altra banda, la
integral té zeros a s = 2,3..., ja que I'integrand és analitic per a aquests
valors i podem tancar C' i usar el teorema de Cauchy-Goursat. Concloem,
doncs, que ((s) només té un pol simple a s =1 i al seu voltant tenim

((s) = SEAC |2+ Fe

1[I 2mi(s—1)+...] Joet —1

1 t/(e —1)
j{; dt + F(2)

" 2mi(s— 1) t

1 ) t 1
_s—lll—%et—leF(S)—s—l

+ F(s),
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on F(z) és analitica en un entorn de s = 1 i, per tant, la part principal
de la serie de Laurent és 1/(s — 1). Notem que hem aplicat la primera
formula integral de Cauchy a la funcié entera

t
- , sit#0
et —1
g(t) = ;
%51(1) et—lzl’ sit=0.

Aixi doncs,

1/T(s)

s—1
((s) = T /c ;_ . dt, s€C—{1}, C com a la fig. 4.11.
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5 Residus

5.1 Teorema dels residus

Una caracteristica molt important de les singularitats aillades d’una funcio és el
valor del seu residu que definim tot seguit.

Definicié 5.1 (Residu) El residu de f(z) a la singularitat aillada z, és el coe-
ficient a_; de la serie de Laurent f(z) = > .~ a,(z — 2)", que convergeix
a f(z) a la corona més interna centrada a z.

Si designem per res,—., f(z) (o de vegades, de forma més condensada, per
ko) aquest residu i Cy és un contorn tancat que envolta zg i no envolta cap altra
singularitat de f(z), i fem n = —1 a la igualtat (4.4), tenim

res f(z) =ko=a_ 1—L f(2)dz. (5.1)

2=20 211 Co

Teorema 5.1 (Teorema dels residus) Sigui f(z) analitica sobre i a I'interior

d’un contorn tancat C', llevat d’'un nombre finit de singularitats zi, za, ..., 2N
interiors a C, i siguin ki, ks. .., ky els residus de f(z) en aquestes singularitats,
aleshores

j[f dZ—Q?TZZk‘ —QWZZZreZsf

DEMOSTRACIO: En ser finit el nombre de singularitats de f(z2) a
Iinterior de C, han de ser singularitats aillades. Considerem els
contorns circulars Cj, j = 1,2,..., N, tots ells de radi r suficientment
petit perque les circumferencies C; no és tallin entre elles ni tallin el
contorn C' (vegeu la figura 5.1).

Figura 5.1: Contorns del teorema dels residus.
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El teorema de Cauchy-Goursat ens permet escriure

N
]if(z)dz—;]{cj f(z)dz=0,
és a dir,
N N
%Cf(z)dz = ;7{@ f(z)dz = QWijzzlkj,

on hem usat la igualtat (5.1) a cadascuna de les integrals sobre els
contorns C}.

5.2 Calcul dels residus

El teorema dels residus ens permet avaluar integrals sobre contorns tancats si
coneixem els residus de les singularitats que hi ha al seu interior. Vegem ara
com calcular el valor del residu per als diferents tipus de singularitat (descrits a
la seccié 4.5).

Residu d’una singularitat evitable: Si z; és una singularitat evitable de
f(2), com que la part principal de la serie de Laurent de f(z) a la corona més
interna centrada a zg no conté cap terme, el coeficient a_; de la serie és nul.
Tenim, per tant,

res f(z) =a_; = 0.

z=2z0

Residu d’un pol: Si z; és un pol d’ordre m de f(z), en algun entorn d’aquest
punt tenim

__Gm Ly 9
J(z) = (z—zo)m+ +z—z0

+ag+a(z—2)+ -,

amb a,, # 0. El residu és el coeficient a_; (destacat en negreta). Pero d’altra
banda, d’acord amb (4.9) i (4.10), tenim que f(z) = F(2)/(z — 2)™, amb
F(zp) # 0, on

F(z) = f(z)(z = 2)"

=am+ -+ a_1(z—20)"  Hag(z—2)" Fa(z—z)" T+
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Aix{ doncs, el coeficient a_; és també el coeficient de (z — 29)™ ! de la serie
de Taylor de la funcié F(z), és a dir, F™ Y (zy)/(m — 1)!. Tenim, doncs,

(m—1)(,
s ) =y = L)

b { il [f(2)(z — zo)m]} (5.2)

(m — 1)l 2=z | dzm—!

L’expressié anterior ens dona el valor del residu de f(z) en un pol d’ordre m.
En el cas d’'un pol simple (m = 1) tenim

xes £(2) = lim [£(2)( = )] (5.3

Z—r20

i per un pol d’ordre 2

xes f(2) = lim {[£(2)(= = =)'} = I [F()(z = 20) + S ()]

Z—20

Residu d’una singularitat essencial: Si z; és una singularitat essencial
de f(z) no hi ha una forma general (com en el cas dels pols) de calcular el
residu i sovint cal usar ’enginy per trobar el coeficient a_; de la serie de Lau-
rent valida al voltant de z;.

Exemple 5.1 Calculem els residus de les singularitats descrites a ’exemple 4.9:

a) La funcié f(z) = (14 z — €*)/z té una singularitat evitable a z = 0 i, per
tant, el residu és 0.

b) La funci6 f(z) = 1/(142%)* té pols d’ordre 2 a z = +i. Si fem servir (5.2),
el residu de f(z) al pol z =1 és

ves f(2) = lim - {ﬁ(z — i)ﬂ

z=1 2—i dz 1 -+ 22

" ’ " —2 -2 =i
=lim |——| =lim = =—.
Similarment trobem res f(z) = i/4.

c) La funcié f(z) = zsin(1/z) té una singularitat essencial a z = 0. La serie
de Laurent al voltant de z = 0 és

: 1 1
zsm(l/z):l—@_F@_...
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i com que la part principal no conté el terme 1/z, el residu en aquest punt
és 0. Podem observar facilment que, si la funcié fos f(z) = 2%sin(1/z2), el
residu a z = 0 seria (—1/3!).

Exemple 5.2 Considerem la situacié particular en qual f(z) = p(2)/q(z), on
p(2) i q(z) sén analitiques, ¢(z) té un zero simple a zy, i p(z) no s’anul-la en
aquest punt. D’acord amb el teorema 4.14, f(z) té, en aquest cas, un pol simple
a 29. El residu corresponent és

210 = Gy

En efecte, només cal observar que les series de Taylor de p(2) i ¢(z) al voltant
del punt zy sén

p(2) = p(20) +p'(20)(2 — 20) + -+ -, q(z) =0+ q'(20)(2 — 20) + - -~

Llavors, si utilitzem (5.3) tenim

res f(z) = lim M zZ—Z
Z=2z0 f( ) 21%20 Q(Z) ( 0)
o ) + PG = 20) ] (2 = ) _ plzo)
Z—z0 q'(z0)(z — 20) + - - q'(z0)

Aquest resultat simplifica el calcul del residu quan ens trobem en aquesta
situacio.

Per exemple, si f(z) = e* /(2% + 3z + 1), com que el denominador té zeros
simples a z; = 11 zo = 2 i el numerador no s’anul-la en aquests punts, la funcié
f(z) té pols simples a z;5. Per calcular els residus corresponents només cal
avaluar e /(22 + 3) a 219, 6s a dir,

671 874

Hi =T Bi="F

5.3 Calcul d’integrals definides pel metode dels residus

Tot i que el teorema dels residus permet avaluar integrals sobre contorns tancats
del pla complex, és molt 1til per al calcul d’integrals definides reals. En aquesta
seccio en veurem alguns tipus.
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Integrals del tipus /oo f(x) dx

Si f(z) no té cap singularitat a R i

lim |z2f(2)| =0 en el semipla Imz > 0, (5.4)
Z—r00
aleshores
/oo F(2) do = 21 suma de tots e.ls \residus de f(2) (5.5)
oo en el semipla Im z > 0
Cr
—R R

Figura 5.2: Contorns considerats per a deduir I'expressié (5.5).

DEMOSTRACIO: Sigui C' el contorn tancat de la figura 5.2 format
per U'interval [—R, R] de l'eix real i el semicercle Cr de radi R que
s’'indica a la mateixa figura. Considerem la integral

jif(z)dz=/if(x)dx+ RO

Si usem el teorema dels residus i parametritzem Cr amb z = Re',
0 € [0, 7], dz = Reidf, tenim

- [suma dels residus de f(z } / fa dw+/ F(Re™)Re™i do),

a 'interior de C

1 en el limit R — oo tenim

. ~+oo
o {suma de tots els residus de f(Z)] _ f(z)dx

en el semipla Imz > 0 -

ja que la integral sobre C'g tendeix a zero en aquest limit. En efecte,

f (Re™) Re’%d@’ / | f(Re™)| RdO < e,

f
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158 Materials
on hem usat la condici6 (5.4), segons la qual per a tot € > 0 existeix
M tal que si R = |z| > M, llavors
F(ReN|R=[2f(2)| < =, 0 €0,

Per tant, limg_, fCR f(2)dz =0, 1 aixo demostra la igualtat (5.5)
o

Exemple 5.3 Calculem la integral
o0 2
/ _r dx.
oo T+ 16

Primer de tot comprovem que es compleixen les condicions per poder aplicar el
metode. Clarament, I'integrand no té singularitats a R, i per a |z| > 2 tenim
|2°

252 < |z]—o0 0
z > 0,
24+ 16| ~ |2|* =16
on hem usat la desigualtat triangular (1.6) al denominador.
Per calcular els residus, notem primer que el denominador s’anul-la sobre les
quatre arrels quartes de —16 calculades a ’exemple 1.2. Veiem que només e

2

)

i 2¢73™/4 sén al semipla Im z > 0 (figura 1.9), per tant,
[e'e) 2 2
x z
dr = 27i | res + res | ——
/_OO zt 4+ 16 LQeiz (24 4+ 16) i 3 (24 + 16
Si fem servir el metode de I'exemple 5.2 obtenim
22 22 1 et
res R —— = — =S — = 9
0ot \ 24+ 16 423 | i3  8e' 8
i similarment,
22 ey
res =
L0ei3E \ 21+ 16 8
T

Aixi doncs,

[
oo T4+ 16
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sin ax

Integrals del tipus /_O:o {COS aw} f(z)dx

Si a és real i positiu, f(x) és real, f(z) no té cap singularitat a R i es compleix
que
lim |f(2)] =0 en el semipla Imz > 0, (5.6)
Z—00

aleshores

suma de tots els residus de

/_ Z{Ziﬁ Z;U}f (@) daj:{iﬁ} 2mi e f(2) (5.7)

en el semipla Imz > 0

DEMOSTRACIO: Sigui C' el contorn tancat de la figura 5.2. Conside-
rem la integral

R
7{ e f(2)dz = / e f(x) dr + / e f(z) dz.
c -R Cr
Com en el cas anterior, si usem el teorema dels residus i parametrit-

zem el contorn Cr amb z = Re?, § € [0, 7], dz = Re®idf, tenim

suma dels residus
211 de €% f(2)
a l'interior de '
R ™
= / e f(z) dx + / B’ f(Re™) Rei df, (5.8)
-R 0
ien el limit R — oo tenim

suma de tots els residus de -
2mi e f(2) = e f(x)dr,  (5.9)

—00

en el semipla Imz > 0

ja que la integral sobre C'r tendeix a zero en aquest limit. En efecte,

/C Rewz £(2) dz

La condicié (5.6) ens assegura que per a tot € > 0 existeix M tal
que, si R > M, llavors | f(Re?)| < ae/m. Aixi doncs,

' T _ /2 )
/ ezazf(z) dz| < @ / e—aRsmede — @ ) / e—aRsmede,
Cr 0 0

™ ™

< [ e 17 el = [ e g (re)| R
Cr 0
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ja que a l'interval [0, 7] la funcid sin 0 té una grafica simetrica respecte
del punt central 7/2. Notem ara que a 'interval [0, 7/2] es compleix
quesin @ > 20/m (vegeu la figura 5.3) i, per tant, e~ *sin? < e~ 20RO/
ja que aRR > 0. Tenim, doncs,

) /2
/ e f(2) dz‘ < ackt 2/ e 20/ qp.
Cr 0

™

El valor de la darrera integral és foﬂ/Qe*%R@/“dH =n(l—e*%)/(2aR).
Aixi, arribem finalment a

/C () de

si R és suficientment gran. Aixo demostra que

<e(1—e_“R) < €,

lim e f(2)dz =0

R—o00 Cr

i demostra, per tant, la igualtat (5.9).

|3 F
|
INJEN

< w3t

Figura 5.3: A l'interval [0, 7/2] es compleix que sin > 26 /7.

Com que cos(azx) i sin(ax) sén, respectivament, la part real i la
part imaginaria de €, i la funcié f(x) és real, les dues integrals
[ cos(az) f(z)dx i [_sin(azx)f(x)dz s'obtenen prenent, respec-
tivament, la part real i la part imaginaria de (5.9). Aixo demostra
la igualtat (5.7).

o
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Exemple 5.4 Calculem
/ < xsinzx d
————— U
oo T+ 16
Clarament z/(z* + 16) satisfa les condicions per poder aplicar el metode. Com

en l'exemple anterior, els dos unics pols (simples) de 'integrand que es troben
al pla Im z > 0 sén 2e™/* i 2¢?37/4. Si procedim com a l’exemple 5.3 obtenim

Sei® 3 eV2(~1+i) e 3 eV2(~1-i)
Lo\ 16) - 160 0 \zA+16)  —16i

Aixi doncs,

00 : V2 (=144) _ V2(—1—1)
/ LS dlem{?m’e € }

o Tt + 16 163

27

Integrals del tipus f(cos 6,sin ) do
0

Si f(cosf,sinf) no té singularitats a l'interval 0 < 6 < 27 de la recta real,
aleshores

suma de tots els residus de

o 1 -1, -1
/0 f(cos 6, sin §) df = 2ri Ef(”j Z 2; )

a 'interior del cercle |z| < 1

(5.10)

DEMOSTRACIO: Considerem la integral

]{f 2427 z2— 27N\ dz
g > 2 )iz

on C és la circumferencia de radi 1, centrada a ’origen, que es mostra
a la figura 5.4.
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C

Figura 5.4: Contorn emprat en el calcul d’integrals del tipus f02 " f(cos6,sin 6) df pel metode
dels residus.

Si fem servir el teorema dels residus tenim

suma de tots els residus de

7{]'1 z+z’1,z—?*1 2227”, if Z+z’17z—?*1 |
C 2 21 12 1z 2 21

a l'interior del cercle |z| <1

i si parametritzem el contorn C' amb z = €%, 0 € [0, 27, dz = €% d#,

tenim
%f z+z27t 2=z dz _/27} e + e el — e~ £ df
o 2 2 iz Jy 2 2 jeit
2m
=/ f(cosf,sinf)db,
0

on hem usat les férmules d’Euler (1.13). Aixo demostra la igual-
tat (5.10).
o

Exemple 5.5 Calculem

T cos (260)
I= el (),
/0 5+ 4cosd 40

El metode descrit equival a fer el canvi e = z directament a la integral.

Obtenim
]_7{ (22 +27%)/2 dz
 Jo5+2E+2) iz
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on C és la circumferencia |z| = 1 recorreguda en sentit antihorari. Aquesta
expressio es pot simplificar i escriure com

I—]{ | dz _7{ 22+ 1 dz
 Jo bz 42(2241) 222 Jo (2 +2)(z+1/2)22 4i

Només els pols a z = 0 (doble) i a z = —1/2 (simple) hi contribueixen, ja que
z = —2 no és a l'interior del contorn. Si anomenem f(z) I'integrand, els seus
residus sén

G = ,lzl—%{@ [ZQf(Z)]} —inT {(z+§)(2+1/2)} :gz’
i : 2t +1 17
5,00 = m (GH1/27G) = lm e = o

Llavors, si apliquem el teorema dels residus obtenim

F—om (2 L\ _7
8 24 6

Integrals del tipus /Ooo z =% f(x) dx

Sia € Ramb a <1, f(2) no té singularitats a I'interval [0, 00) de la recta real
i es compleix que
lim |27 f(2)] =0, (5.11)

Z—r00

aleshores

mel™ [suma de tots els residus de

(5.12)

/000 r f(r)dx =

sin T 27 f(z)

DEMOSTRACIO: Recordem que 2z~ = e~ @187 i és. per tant, multi-
valuada. Escollim la branca del logaritme segiient:

logz =logr+1i6, 6¢€][0,2m),

on z = re?. El tall de branca és, per tant, el semieix real posi-

tiu [0, 00).
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i€

05 xre

™
— — X X .
R 0 \ xez(2ﬂ'—e)

a

Figura 5.5: Contorn emprat per calcular les integrals del tipus [;* 2~ f(z) dz amb el metode
dels residus.

Considerem el contorn C' de la figura 5.5. Calcularem l'expressié
lim._,o+ §, 27 f(2) dz i farem, després, els limits § — 0, R — oo.

Si utilitzem el teorema dels residus, aquesta integral és igual a

suma dels residus
270 de z7f(2)
a l'interior de C

§—0 .

R—00 _[suma de tots els residus
— 2m -

e—0+ de z7*f(z)

Calculem ara les contribucions a la integral de cadascuna de les parts
de C. El segment rectilini superior de C' es parametritza amb z =
re’, v € [0, R], dz = e*“dx, i l'inferior amb z = 2¢'®™=9) 2 € [, R],
dz = e"®™=9dg. En el limit ¢ — 0T, la suma de les integrals sobre
aquests segments és

/jx_“f(:v)d:v +/6(3:ei2“)af(a:)da:: (1—6"'2”0‘)/61%3;—%(35)(133

R

6—0

R—o0 . &
TR, gjeima sin(wa)/ = f(z) dx.
0

Pel que fa a la contribucié de Cfg, parametritzem el contorn amb

z = Re" 0 € [0,27] (en el limit ¢ — 0%) i dz = Re?idf. Llavors
tenim

/C Rz—a F(2)dz

degut a la condici6 (5.11).

21
< / 12 (=) |dz] = / R f(Re®)| d) — 0,
Cr 0 R—o0
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Finalment, parametritzem C; amb z = §e?, 6 € [0,27] (en el limit
e = 07)idz = deidh. Com que f(z) no té singularitats sobre
[0, 00), és analitica a z = 0 i també és analitica (i, per tant, continua)
en algun entorn d’aquest punt. Si triem § prou petit perque Cj
estigui dins d’aquest entorn, |f(z)| tindra un maxim M sobre els
punts de Cs. Llavors tenim

/05 27%f(2)dz

ja que per hipotesi 0 < a < 1.

2w
< / 570 £ (5e®)| df < 2 M — 0,
0

6—0

Aixi doncs, si sumem les contribucions dels segments rectilinis, de
Cr i de Cy, i igualem el resultat amb 'obtingut amb el teorema dels
residus (en el limit § — 0, R — o00), arribem a

L < [suma de tots els residus
2ie T sm(wa)/ x%f(x) dr = 2mi B :
) de = f(2)

d’on es dedueix la igualtat (5.12).

Exemple 5.6 Calculem

o] xsfl
I(s) = —d R.
(s) /0 o €

Les condicions per poder aplicar el metode se satisfan si 0 < s < 2. Sigui
f(z) = 1/(2% + z + 1), que té pols simples als punts e™/? i e'4™/3 (figura 5.6).
Notem que hem escollit els arguments dins I'interval [0, 27), consistentment amb
'eleccié de branca de z°~!. Calculem els residus:

_ 2(s—1)7 .2(s—1)m
o . 5 1 et s et s
res [Z f(’Z)] = ¥z 2= = e 7
2=t F e F 2 —€'3 e's —e's V3i
_ c4(s—1)7 -4(s—1)7
o1 1 8 1 el 3 67’73
T ERIOIE M iZ - GE_aF /3
z=e""3 z—e'3 2 — €3 €3 —¢€3 31
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Tenim, doncs,

[( ) ﬂ_ei(l_s)ﬂ_ 67:2(351)7( . 67:4(531)7r
S) = —
sin [(1 — s)7] V3i
7,L.3(s—1)7r Z.4(s—1)7r i2(s—1)ﬂ'
2me 3 e 3 —e 3

/3 sin (s7) 2i

_ _ 2msin [(s — 1)m/3]
V/3sin(sm) ‘

Aixi doncs,

I(s) = /OOO T dp — 2msin [(1 — s)7/3]

2+r+1 V/3sin(sm)

, O0<s<2.

Figura 5.6: Singularitats (pols simples) de f(z) = 1/(2%2 + 2z + 1).

Integrals del tipus /Oo f(x) de
0

Si f(z) no té singularitats a [0, 00) i es compleix que
lim |zf(z)log z| = 0, (5.13)
zZ—00

aleshores

/ o0 () d {suma de tots els residus de
z)dr = —
0

£(2)log = (5.14)

DEMOSTRACIO: La demostracié és similar a la del cas anterior i
utilitza el mateix contorn C de la figura 5.5. Considerem la integral
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$ f(2)log z dz, on escollim la branca
logz=1logr+i6, 6¢€l0,2n),

del logaritme (el tall de branca és, per tant, el semieix real positiu).

Si usem el teorema dels residus, en el limit e — 07, § — 0, R — o0
aquesta integral és

suma de tots els residus de

f(2)log z

Calculem ara les contribucions a la integral de cadascuna de les parts
de C. Els segments rectilinis de C' es parametritzem com en el cas
anterior. El superior amb z = xe*, z € [, R], dz = e*“dx (per
tant, logz = logz + ie) i linferior amb z = 2e'®™9 x € [§, R],
dz = ¢'®™=9dzx (per tant, logz = logz + i(27 — ¢)). En el limit
e — 07, la suma de les integrals sobre aquests segments és

7{ f(2)log zdz = 2mi
c

/Rf(:c) log x dz+ af(:c)(log x + 2mi)dx
5 R

6—0

——2772'/Rf(x)d.7c o /oof(x)d:r;.
5 0

La condicié (5.13) garanteix que la contribucié de Cg sigui nul-la en
al limit R — oo, ja que si parametritzem el contorn amb z = Re®,
0 € [0,27] (en el limit € — 07) i dz = Re'%i df), tenim

f(2)log 2 dz| < / F(2)l|log 2] dz
Cr CRr

2m
:/ | f(Re™)| [log R+ i6] Rd§ —— 0.
0 R—oc0

La contribucié de Cs també és nul-la en el limit § — 0, ja que en
parametritzar el contorn amb z = §e', 0 € [0, 27| (en el limit € — 07)
i dz = 6eidh, tenim

2w
< / | f(6¢™)| [log 6 + i6] 6 df
0

f(z)logzdz
Cs

<27M|logd + i2w|§ — 0.
0—0
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Si sumem totes les contribucions i igualem el resultat amb 1'obtingut
amb el teorema dels residus arribem a

— 2 /OOO fz)de = 2m'l

d’on es dedueix la igualtat (5.14).

suma de tots els residus
de f(z)logz

o

Exemple 5.7 Calculem
/ o dx
o °+x+1

Es un cas particular de la integral de I'exemple 5.6

2T
J=1limlI(s) = ——,
sl—>1 (> 3\/3

pero la calcularem emprant (5.14).
Les singularitats de l'integrand sén els pols simples de la figura 5.6. Els
residus que cal calcular sén

1 2 2
z:ei%’g z—)ei%} z—e'3 e's —e's \/g
1 AT /3 47 /3
res [f(z)log#] = lim —bo — TS __Am/3,
e et 2 — €3 e'’s —e's \/§

Si fem servir (5.14) obtenim

S (2\7;/; B 4%3) _2r

Integrals del tipus /oo f(x) log x dx
0

Si f(z) és real a [0,00), f(z) no té singularitats a [0, 00) i es compleix que

lergo |2f(2)(log z)?| =0 (5.15)
aleshores
/°° f(x) log z dir — — 1 Re {suma de tots els reszidus de (5.16)
0 2 f(z) (log z)
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DEMOSTRACIO: La demostracié segueix exactament els mateixos
passos que les dues anteriors, i fem servir també el contorn C' de la
ﬁgura 5 5 (i les mateixes parametritzacions) en el calcul de la integral

4o f( ) (log 2)2 dz.
En el limit ¢ — 07, 6 — 0, R — oo, utilitzem el teorema dels residus
1 tenim

j{C f(2) (log 2)*dz = 2mi [

suma de tots els residus de}

f(z) (log 2)*

Les contribucions dels segments rectilinis de C' son:

/5 f(z) (logz)*dx + /R f(z) (logz +i27)* dx

R R
= —4m’/ f(z)log x dx + 47* / f(x)dzx
5 s

6—0
R— o0

——— —Ami|  f(z)logxdr + 47r2/ f(z)dx
0 0

La contribucié de Cr és nul-la en el limit R — oo degut a la
condicié (5.15), ja que

f(2) (log 2)* d= s/ 1/ (2)]]log z|? |dz]

Cr Cr
27 '

S Ty —
0 R—o0

La contribucié de Cs també és nul-la en el limit 6 — 0, ja que

2
g/ | f(6¢™)| |log 6 + 6> 6 dO
0

7(2) (log 22 d
Cs

< 27M|logé + i2n|* 6 — 0.
6—0

Si sumem totes les contribucions i igualem el resultat amb 1'obtingut
amb el teorema dels residus arribem a

—47rz'/ f(x) logxdx+47r2/ f(z)dx
0 0
{Suma de tots els residus de
= 27i

f(z) (log 2)* ’
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i en dividir per —4m2 obtenim

/0 f(x) 10g:vd:)3+i7r0 f(x)dx = —= £(2)log? 2

1 lsuma de tots els residus de]
2

Com que, per hipotesi, f(z) és real a [0,00), en agafar la part real
de la igualtat anterior obtenim la igualtat (5.16). Si prenem la part
imaginaria obtenim el resultat addicional

& 1 suma de tots els residus de
/ f(x)dr = — —1Im 5
f(z) (log 2)

Exemple 5.8 Calculem

logx ©  logx
T I g
22 +z+1 ) o T2+x+1
Aquestes integrals es poden calcular directament fent servir el metode descrit,
pero també es poden obtenir a partir del resultat de l’exemple 5.6. Observem

que la integral I(s) defineix una funcié analitica a la regié 0 < Res < 2 del pla
complex s,

e} xs—l
I(s) = —d 0 < Res < 2. 5.17
() /0 ?+r+1 i €9 (5.17)

Com que en el calcul de I'exemple 5.6 enlloc es fa servir que s hagi de ser real,

en aquesta regio tenim la identitat

2msin [(1 — s)7/3]  2msin[(s — 1)7/3]
V/3sin(sm) V3sin[(s — 1))]’

I(s) = 0<Res<2  (5.18)

Es facil calcular els primers termes de la seva serie de Taylor al voltant de s = 1:

2n%/3) (s —1)[1 — (s —1)?w2/(6 - 3%) + - - -]
V3r(s—1)[1— (s —1)2a2/6 + - - -]

—32\7} {1+7T2 (1—%) (3—1)2+---]

873

813

I(s) =

=—+0(s—1)+ (s— 1>+

3V/3
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En un entorn de s = 1 podem intercanviar les operacions derivacio respecte de s
1 integraci6 respecte de x a (5.17) i immediatament deduim que

3
J= 2T ko -
3v/3 813

Notem que l'expressié de la dreta de (5.18) permet estendre analitica-
ment /(s) al domini

C—{..,—7,-6,—4,-3,-1,0,2,3,5,6,8,9...},

on la llista no inclou els enters de la forma 3m + 1, ja que en aquests punts
I'extensié de I(s) és analitica (té singularitats evitables).

5.4 Suma de séries numeriques pel metode dels residus

El teorema dels residus també és 1til per sumar alguns tipus de series numeriques
tal com mostra el teorema segiient.

Teorema 5.2 (Suma de series) Si f(z) té un nombre finit de pols (cap d’ells
az=mn € Z)ies compleix |f(z)] < M/|z|¥ on M és una constant i k > 1,
aleshores

+00 B suma dels residus de wcot(mz) f(2)
1) Z f(”)—_{ als pols de f(z) }

n=—oo

+oo .
2) Z (—1)"f(n) = — {suma de]sar;s;doli ;12 ;T((;S)C(F,Z)f(z):| |

n=—oo

<= 1\  [suma dels residus de 7tan(mz) f(2)
3) Z f(n+§> __[ als pols de de f(z) }7

n=—oo

+o0 i 1\ suma dels residus de 7 sec(mwz) f(z)
) ) (-1 f<n+§> ——{ als pols de f(z) }

n=—oo

DEMOSTRACIO: Unicament demostrarem la primera igualtat (la de-
mostracié de les altres és molt semblant). Per fer-ho, considerem la
integral

j{ meot(mz) f(z)dz, (5.19)
Cn
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Iy

a a

-7 T

(N+3)(=1+4) (N+3)A+1)

B
W,
=

R i I I o
(2m—¢) 123 N[N +1

(N +3)(-1-1) (N +1)(1-i)

C

Figura 5.7: Contorn del teorema 5.2.

on Cy és el contorn quadrat de la figura 5.7 definit per les rectes
r=%1(N+1/2)iy=+(N+1/2),on N € N.

Calculem la integral (5.19) usant el teorema dels residus. Les singu-
laritats de 7 cot(mz) f(z) sén els pols simples de cot(mz), que sén a
z=mn€Z,ielspolsde f(z) (cap d’ells a z = n, per hipotesi).

Els residus de mwcot(mz)f(z) a z = n (els pols simples de cot(7z))
son

k, = lim [ cot(mz) f(2)(z — n)] = f(n)

zZ—n

i, per tant,

suma dels residus de

fgﬂcot(wz)f(z)dz—Zm Z f(n)+| mcot(rz)f(2) als pols

N de f(z) interiors a Cy

En el limit N — oo tenim

suma dels residus de

]\}iinm Ccot(wz)f(z)dz:% Z f(n)+]| meot(mz) f(z) als pols
N n=-00 de f(2)

Demostrarem, tot seguit, que el terme de 'esquerra de la igualtat
anterior és nul, la qual cosa ens porta al primer resultat del teo-

rema 5.2.

Per veure que limy_, fCN cot(mz) f(z)dz = 0, comprovem, primer,
que existeix A, independent de N, tal que |cot(mz)| < A. En efecte,
considerem separadament les parts del contorn Cy en les quals y >
1/2,y < —1/2i —1/2 <y < 1/2.

riol Pujolas
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Quan y > 1/2 tenim

6—i7rz + eiwz ‘ |€—i7rz‘ + ‘6i7rz’

||efz7rz| _ |617rz||

|COt<7TZ)| - eifrz _ e*iﬂ'z

e€YV4e ™ 14e? 14e ™ 4

€W —e T 1l—e 2 ] —eT

La desigualtat |cot(mz)| < A també se satisfa quan y < —1/2, ja

que | cot(mz)| és una funcié parella.

Finalment, quan —1/2 <y < 1/2, els punts de Cy sén de la forma
=+ (N +1/2) + iy (vegeu la figura 5.7) i tenim

zy}
zy}

COSW[ ( %
3

Siﬂ?T[ (

usi (¥+1) 4] - ik
cos [+m(N + 3)] coshy — isin [£7 (N + 1)] sinh 7y
(N +

~ |sin [+7(N + 3)] coshmy + i cos [+ 1)] sinhy|’

i com que cos[m(£N +1/2)] = 01i els valors de sin[r(£N +£ 1/2)] sén

| sinh 7y

| coshmy|

sempre +1 tenim
= | tanh 7y|
e7r/2 o e—7r/2 1—e ™ - 14 e ™

1
COt7T|::|: (N + 5) + zy}

< |tann 7 |
ann —| = =
— 2 em/2 _|_ef7r/2 l+e™ ~ 1—eT

Aix{ doncs, com que |cot(rz)| < A sobre el contorn Cy i, d’altra
banda, |z| > N quan z recorre Cy, tenim

N—o0

AM
< ——8N+4) ——0
BN+ 4) — 0,

j[ccot(ﬂz)f( ) dz

N

ja que, per hipotesi, k£ > 1.

Exemple 5.9 Calculem

> 1
S(S): Z m, S#O,:l:3,:|:6,:|:9,...
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La funci6 f(z) = 1/(3z+s)? satisfa clarament les condicions del teorema 5.2.
Té un pol doble a z = s/3 i el residu que necessitem calcular és

res [reot(m)f()] = lim {d% [(z + 2)2 7 cot(nz) f (z)} }

= z—l>i£2/3 {diz [g COt(?TZ)] } = —%2 [csc (—775/3)]2 _ _%2 [csc (7rs/3)]2 ;

Per tant,

71'2

S(s) = o [csc (ms/3)]°.

5.5 Problemes

P5.1 Trobeu els residus a les singularitats de la funcié f(z) = ze'/#/(1 + z).

P5.2 Calculeu §, z%¢7"/% cos(1/z) dz, on C és la circumferencia |z| = 1 recorre-
guda en sentit positiu (antihorari).

P5.3 Calculeu els residus de les funcions segiients als pols corresponents:

z+1 1/ .
(a) R (e) ze (i) tanh z
1 —e* T
(b) z4 (®) sin(mz) §) 1
027 cosh z
C g) mcot(mz
© =1y (&) meotre) ) T(:)
22 1
(d) cos 2 () sinh 2z (1) ¢(2)
P5.4 Calculeu les integrals segiients:
m do * cos(ar)
—_— d d
(8) /ﬂl—l—sinQQ <)/o 21
w/2 o o ga de. 0 .
(b) /0 cos“"6 do (e) /0 21 <a<

© | 0 [ o

.’I’2 + 1)2
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P5.5 Considereu la integral

kz
e
f{ dz,
cl+e?

on 0 < k <11iC és el contorn rectangular limitat per les rectes x = a,
r = —a, y =0, y = 27, recorregut antihorariament (figura 5.8).

(a) Demostreu que en el limit a — oo els costats “verticals” del rectangle
no contribueixen a la integral.

(b) Trobeu la singularitat de 'integrand a l'interior del contorn C. De-
mostreu que és un pol simple.

(c) Trobeu el residu de 'integrand en aquest pol.

(d) Trobeu el valor de la integral real

o0 kx
/ ¢ dx
oo L €%

3mi

211

o OC—L—E - 1
—-R T |R

Cr

—T T

Figura 5.8: Contorn i singularitats del Figura 5.9: Contorn d’integraci6 del pro-
problema P5.5. blema P5.8.

P5.6 Considereu la integral

o) eltx
t) = —d
f(t) /_OOQxQ—itm—l—tQ o

on t és un parametre real no nul.

(a) Dibuixeu clarament el(s) contorn(s) apropiat(s) per avaluar la integral
segons quin sigui el valor de t. Dibuixeu també les singularitats de

I'integrand.
(b) Calculeu els residus de les singularitats que hi ha dins del(s) contorn(s)
d’integracié.

(c¢) Trobeu l'expressié final de f(t).
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P5.7 Utilitzeu el teorema dels residus per calcular la suma de les series nume-
riques segiients:

<a>2m (b) ) — (€) 5+mgtm+

n=1

P5.8 Avalueu la integral
1
I(s) = / ' 1—2)%dr, 0<s<1
0

usant el contorn de la figura 5.9.
P5.9 (a) Demostreu que
L(s)I'(1 —s)=1(s)
on I(s) és la integral de I'exercici anterior.

(b) Demostreu que I'(s) no té cap zero (no s’anul-la enlloc del pla com-
plex).

El primer apartat és, de fet, un exercici de calcul en dues variables reals,
iy. Feuel canvi z = uv, y = (1 — u)v.

P5.10 Torneu al problema P4.14 i avalueu ((—1). En quin sentit es diu a la
literatura matematica que 1 +2+3 +--- = —1/127

SOLUCIONS
S5.1 f(z) = ze'/#/(1 + 2) té dues singularitats aillades: z =01i z = —1.

z = 0: Podem trobar el residu de f(z) en aquest punt a partir del de-
senvolupament en serie de potencies de z. Tenim dues regions de con-
vergencia: 0 < |z| < 11i]z| > 1. Per trobar el residu a z = 0, necessitem el
desenvolupament convergent a la corona més interna, és a dir, 0 < |z| < 1.

La funcié f(z) té 3 factors, els desenvolupaments dels quals sén coneguts:
e 2, que ja esta desenvolupat
e 1/(1+z2)=1—2+22—2%+--- valid pera |z| <1
o c/F =14 271 4 272/20 4 273/31 4 ... valid per a z # 0.

Aixi,

1 1 1
= (» — 2 S _ AL Y[ 1+ — )
f@)=(z =2+ 2" =2+ )(+z+2!22+3!z3+ )
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Trobar el desenvolupament que resulta d’aquest producte és complicat i
llarg, perd per trobar el residu de f només ens cal el coeficient de 1/z que
és a la suma dels productes de cadascun dels termes del parentesi de la
dreta amb el terme del parentesi de 'esquerra que té una potencia menys,

és a dir,
LA U U B W
z\2! 3l 4 5Bl oz
Per tant,
rggf(z) =1/e.
z=—1: En aquest punt e'/* és analitica, mentre que z/(z + 1) té un pol

simple. Per tant,
reslf(Z) = lim (z+1)f(z) = lim Lells — “1/e.

z=— z——1 z——1

S5.2 L’integrand z%e~'/# cos(1/z) té una singularitat essencial (aillada) a z = 0.
Pel teorema dels residus, la integral en el contorn tancat C': |z| =1, és

I= j{ 22e Y% cos(1/2) dz = 2mi res [zze_l/z cos(1/2)].
c =

Si desenvolupem l'integrand en serie de potencies de z obtenim

z 2122 313

1 1 1
“UPraztaa )

El terme 1/z d’aquest producte de seéries és

1/1 1\ 1
2\2 31) 3z°

Per tant, res,_o [2%e/% cos(1/z)] = 1/3 i la integral és I = 27i/3.

1 1 1
e V7 cos(1/2) = 2* (1——+———+-~-)

S5.3 (a) Com que
z+1  z+1
22—22  2(z-2)’

tenim pols simples a z = 01z = 2, amb residus —1/21 3/2, respectivament.



178 Materials Emili Bagan, Antoni Méndez i Oriol Pujolas

(b) Singularitat a z = 0.

1—e*®  1—[1+22+(22)%/214+(22)3/31 +---]
A 24

f(z) =

2 41 81 16

Per tant,

res f(z) = —3.

(c) Com que e* és analitica a tot C i no té cap zero, f(z) = €**/(z — 1)?
té un pol d’ordre 2 a z = 1. Per tant,

: d 2 2z 1 2

(d) La funci6 22/ cos z té pols simples als punts on cos z té els zeros (també
simples), és a dir, a z = (k 4+ 1/2)7, amb k € Z. Com que aquesta funci6

és de la forma
M , (5.20)
q(z)
on p(z) és analitica i no nulla a z = (k + 1/2)m, i ¢(z) té zeros sim-
ples en aquests punts, per calcular els residus podem utilitzar (vegeu
I'exemple 5.2)

Aixi doncs,

o ( 22 ) _ (k+1/2)%r = (—1)k+! (k+1)27r2.

a=(k+4)m \COS 2 —sin [(k‘ + %) s 2

(e) La funcié ze'/# té una singularitat essencial a z = 0. La seva serie en

potencies de z valida en un entorn d’aquest punt és

1+ ! + ! + ! + +1+ ! + ! +

z — R N . =z R R . e
z Iz z 21z 3122

i, per tant, el residu és res,_ (zel/z) =1/2.

(f) La funcié m/sin(rz) té pols simples a z = k (k € Z) perque el sin(rz)
té zeros simples en aquests punts i és de la forma (5.20). Els residus sén

=k [Sin?m)} - Wco:(lm) = (="
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(g) La funcié mcot(rz) = mcos(mz)/sin(rz) té pols simples a z = k i
també és de la forma (5.20). Per tant,

mcos(mz) _q

z=k

e [ cot(m2)} = 7 cos(mz)

(h) La funci6 1/sinh z té pols simples a z = k7i i és de la forma (5.20),

per tant,
1 1

Do <sinh z) cosh(kmi) (=1)

(i) La funci6 tanh z = sinh z/ cosh z té singularitats a z = ki, i és de la
forma (5.20). Tenim, doncs

inh
sinh z _1

z=kmi

res tanhz = —
2=kmi sinh 2

(j) La funcié 1/ cosh z té pols simples a z = (k + 1/2)mi i també és de la
forma (5.20). Per tant,

1 1 N
Z:(iisé)m- <Coshz) - sinh [(k + 1/2)7Ti] = (— )k+ 7.

(k) res I'(z) = (—1)"/n! (vegeu el problema P4.9).

(1) res ((z) =1 (vegeu el problema P4.14).

S5.4 (a) Aquesta és una integral del tercer tipus dels descrits a la secci6 5.3.
Si prenem z = €, df = dz/(iz), tenim cosf = (z + 1/2)/2 i sinf =
(z —1/2)/(2i) i la integral es pot expressar

1 dz diz
I:félﬂ(z—l/z)/(%)]? E:fiz4—6z2+1 dz,

on C és la circumferencia |z| = 1 recorreguda en sentit positiu. L’'integrand
té pols on el denominador s’anul-la. Les quatre arrels del denominador sén

i\/3+\/§:i(\/§+1), i\/3—\/§:i<\/§—1).

Sén zeros simples del denominador i, per tant, pols simples de I'integrand.
Els dos primers son fora del contorn d’integracié i no contribueixen a I.
Aixi, observant que l'integrand és de la forma (5.20),

( l

v (V2-1)2-3 __2\/5'

41z 41z
res |———| = ———
amva-1 | 24— 622+ 1 423 — 122



180 Materials Emili Bagan, Antoni Méndez i Oriol Pujolas

De forma analoga trobem

[ 43z } i
res |——————| = ——+.
z=1—+/2 24 — 622 +1 2\/§

Si apliquem el teorema dels residus tenim

r—omi (2

/”d—gzm

~1+sin%0

i el resultat final és

(b) Si procedim com a 'apartat anterior,

™/2 1 27 d 1 2n
[:/ 0052"0d9:—/ 0052”6d9:7{ —Z[Z+ /Z]

i /2 [1 (2% + 1)2"}

= - res | —
22712 2=0 | 2 ZZn

Linic pol, a z = 0, és d’ordre 2n + 1. El seu residu és el coeficient del
terme 2?" del binomi

2%
(=* +1)* Zklgn_ ’

és a dir, (2n)!/(n!)%. Per tant,

- (E) @) (g) (2n)!1(2n — 1) _ (g) (2n -1

2) 22n(nl)2 [(2n)11]2 onl]

/2 ™\ (2n — 1!
2n _ (= e
/0 o8 Ma_(z) 2nll

Si tenim en compte les simetries de les funcions trigonometriques, veiem
que la mateixa integral amb sin®"@ té el mateix valor. Aixi doncs,

w2 (2n—1)!! /m\1-3-5- (2n—1)
2n 2n — 5 =\ =
/0 sin“"0df= | cos™0df= <2> (2n)!l (2) 2-4-6---2n

que son les formules de Wallis.
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(c) La integral

[:/OO dx
0 1+.I'4

és del primer tipus dels descrits a la seccié 5.3. Considerarem la integral

de contorn
]4 1(2) dz,
c

on f(z) =1/(142*) 1 C =CrUC és el contorn de la figura 5.10.

Dels quatre pols simples que té I'integrand, només e’™/* i e™/* s6n dins del
contorn C'. Veiem primer que la integral en el contorn C'gr no contribueix
en el limit en que el radi de la semicircumferencia tendeix a oco. Sobre C'r
parametritzem z = Re?, amb 0 < @ < 7. Llavors,

/ dz
Cr 1 +Z4

/’T e dp
|y 1+ Ried

/ﬂ do / do -
<[ ——— < = > 0,
= Jo L+ R = J) [RF—1] ~ R*—1 R

on hem utilitzat la desigualtat |a + b| > ||a| — |b]].
Pel que fa a I’altra contribucié,

B dx
f(z)dz =2 — 21,
Ch 0 1+ :Ij'4 R—o0

ja que l'integrand és una funcié parella. Aixi doncs,

1 1 . 1 1
I= 5%;“2”2 - (§> o Lii% <1+z4) "I (1+Z4)]

. [ 1 1 ] V2T
=7 | — — = —),
43| _ iz 423 _ 4
Cr

.eiﬂ'/4 U

Ci R -R Ci R
[e] [e] T

Figura 5.10: Contorn i singularitats Figura 5.11: Contorn i singularitats

del problema P5.4 (c). del problema P5.4 (d).
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on hem usat que 'integrand és de la forma (5.20). Finalment,

1+z4 4

/°° dzx NoX
0

(d) Aquesta integral és del segon tipus dels descrits a la seccié 5.3.

z_/oocis“‘”dx_l/w Cosaxdx—lRe/oo e
0 T2+1 2 J_ox?+1 2 T2 +1

Considerem, doncs, la integral

7{2:+1dz,
c

on C' és el contorn tancat C' = Cr U C de la figura 5.11.

Aqui no demostrarem que la integral en el contorn semicircular s’anul-la
en el limit R — 0 (és clar que es compleixen les condicions d’aplicabilitat
del metode: |1/(2% + 1)] — 0 quan |z| — o). D’altra banda, és també
clar que

1 iaz 1 R iax
—Re / ¢ dz ) = - Re / c de | — 1,
2 o, 2 +1 2 _px?+1 R—o0

i, per tant,
7= L Relons e’ rel i e T 4
= — Re|27mires = Re( m = —e
2 =i\ 22+ 1 22 |,_, 2

Notem que aquest resultat val per al cas en que a > 0. Si tenim a < 0,
llavors el contorn semicircular ha d’estar en el semipla inferior de C, i el

resultat és
/°° COSs aT e lal
5 de =
o xr¢+1 2

(e) Aquesta integral és del quart tipus dels descrits a la seccié 5.3. Es pot
calcular a partir de la integral

7{ z22+ 1 4z,
C

on C' és un contorn com el de la figura 5.5.
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Sabem que les integrals en els contorns Cs i Cg s’anul-len en el limit
R — o010 — 0. Les uniques contribucions no nul-les provenen dels
contorns rectilinis. El superior ve parametritzat per z = x €', i obtenim

R ag d—0 o Lo
eillta)e rar o fmee L7AT et ¢
- ? =
s 1+a2e%ic ot o 1422 ’

en aquest limit.

El contorn rectilini inferior ve parametritzat per z = z¢**™*9. Notem

que aquesta fase ve determinada per la posicié del tall de branca que hem
escollit per a la funcié 2z (sobre l'eix real positiu). La integral en aquest
contorn és

T and e © gad
6i(l-l—oc)(ZTr—e) r-ax o _p2mai L—ax
r 1+ 22e%C@m—9 o+ o 1422

en el mateix limit.

D’altra banda, podem avaluar la integral en el contorn C' mitjancant el

teorema dels residus,
. . 37
> =7 (e’% — ez >,
z=—1

7{ 2% dz o 2©
5 =2m| —
cz+1 2z

ja que z® és analitica a z = £i i l'integrand és de la forma (5.20). Aixi,
obtenim

o0 pa eionr e—i% _ei% : 2
/ x¥dx ( ) _Wsm(om/ ) Zse(:(a—W).
0

ZOL

z

1+ 72 =7 eionr(e—ionr_eiaﬂ') o sin(om) N 2

/OO z%dx T <a7r>
= —sec| —
o Lra?z 2 2

(f) Aquesta integral és del sise tipus dels descrits a la seccié 5.3. S’avalua

calculant N
7{ log? 2 d
— " _dz
C <Z2 =+ 1)2 ’

on C és un contorn com el de la figura 5.5. Igual que en ’apartat anterior,
les contribucions dels contorns circulars de radis ¢ i R s’anul-len en el limit
60— 01 R — 0.

El contorn rectilini superior ve parametritzat per z = z €, de manera que
per a la branca 0 < 6 < 27 tenim

log z = (log x + i€)*> = (log* x — €%) + 2ielog z,
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i la integral en aquest contorn és

6—0
/R (log® x — €?) + 2ielog x R—00 /°° log? x
. dz dz.
5 (1 4 22 2i)? =0+ o (1+a2)?
El contorn rectilini inferior es parametritza per z = ¢ >, Notem

també aqui que aquesta fase ve determinada per la posicid del tall de
branca que hem escollit per a la branca de la funcié log z (sobre ’eix real
positiu). La integral en aquest contorn és

/Rlog2 r— (27 —€)? +2i(2r — €)logx P
T
5 1+ a2 622'(271'76)]2

6—0

o0 > log® x — 47 > ]
Az, / 08 LT 1r o+ dmi / 98T
e—0Tt 0 (]. + 172)2 0 (1 + IL‘Q)Q
Aixi,
log® 2 Ao ©  4x? * logw
oo

f 2 / dx+4m'/ _%8T g,

@R T oo ), Ty o T+ a2
i, per tant,

> logx 1 , log? =
————=dr = — Im|?2 —
/0 (1 + 22)? CT g Z = (22 +1)2
Y pol zp

Les singularitats d’aquesta funcié sén pols dobles. Podem trobar els corres-
ponents residus a partir de

2=z | (22 +1)2 2520 dz 0 (224 1)2]’

1 obtenim
e perazg=i=¢e"2 k= (n/4+1i)(ir/4)
o perazy=—i=e2 k= —(3r/4+1i)(3ir/4)

Finalment, trobem

/°° log x J s /°° 1 J T
——dr = —— —_——dr = —
o (14 22)? 4 o (14 22)2 4
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S5.5 (a) Considerem el contorn z = a, 0 < y < 27. Parametritzem z = a + iy
de manera que dz = idy. La integral en aquest contorn és

. /27r 6ak eiky
1 dy ————.
0 1+ e%ew
El seu modul es pot fitar superiorment,

2 eiky 27 1
ieak/ ——dy| < eak/ ——dy
o 1+ esew o |1+ eve]

ak o 1 eak
<e 7 dy = 2m 1 — 0,
0

et — e — a—00

jaque k < 1.

Per al contorn amb x = —a, tenim 2z = —a + 1y, i

2m eiky 2m 1
ie_“k/ ——dy| < e_ak/ —dy
o Ll+eew o |1+ e e

—ak 2 1 6_ak
<e dy = 27?1 — 0,
0

1 —e@ — e % a—oo

ja que k > 0.

(b) Les singularitats de 'integrand sén els zeros de l'equacié 1+ e* = 0,
és a dir, z = log(—1) = i(m + 2n7) amb n € Z, que hem representat a la
figura 5.8. A l'interior de C' només hi ha z = iw. Veiem que es tracta d’'un
pol simple perque el limit

kz kz N\ kz
. N € . ev+(z—m)e ,
lim (z — i) = lim ( ) = e
2T 1 + e* 2T e?
és finit i no nul (hem aplicat la regla de L’Hopital).
(c) El limit de I'apartat anterior ens diu que el residu és ky; = —e®™.

(d) El contorn horitzontal inferior es parametritza per z = x i la seva

contribucid és
o] kx
e
/ - dx.
—eo 1 te

El contorn horitzontal superior es parametritza per z = x + 27 i la seva
contribucio és
Y ekz
e / dx.
too L€
Aixi, en el limit a — oo,

ek:z ) 00 eka} )
7{ dz = (1— 62’””)/ dr = —2mie™*™.
cl+e* oo L+ €7

o0
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Si d’aquesta ultima equacié aillem la integral que volem calcular obtenim

/°° eke p s
Tr =
Ceo L€ sin(mk)

S5.6 Aquesta integral la podem calcular considerant

eitz
——dz,
i 222 — itz + t?

on C' és un dels contorns de la figura 5.12. Sit > 0, el contorn ha d’estar en
el semipla superior, ja que et = e~y i e~ &g fitat superiorment
i la integral sobre el contorn semicircular no hi contribuira. Si ¢ < 0, el
contorn semicircular ha d’estar en el semipla inferior.

g}

—it/QT
t>0 t<0

Figura 5.12: Contorn i pols del problema P5.6, depenent del signe de ¢.

Les arrels del denominador sén it i —it/2, de manera que en tots dos casos
la que hi ha a l'interior del contorn d’integracié és z = it. Com que es
tracta d’un pol simple de l'integrand, el residu és k;; = e/ (4it — it) =
—e*t2i/ (3t). Tenint en compte que el sentit d’integracié és horari per
t < 0, obtenim el resultat

o0 eitr o et
H=[| —C  gp="TC
/() /OOQxQ—itx—l—t? TN

valid per als dos casos t > 01t < 0.
S5.7 (a) La funcié f(z) = 1/[z% + 1/4] no té pols a z = n € Z. Si utilitzem el
teorema 5.2 tenim

T cot(mz
too 1 suma dels residus de #

n?+1/4 1

n=-00 als pols de m
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La funci6 f(z) té dos pols simples a z; = i/2 i zp = —i/2. Els residus de
meot(mz) f(z) a 212 son:

7 cot(mz) i . mecot(mz)
by = lim ZORTEL ) gy TERTE) s cothi(n /2
z_1>rzr/l2 22+ 1/4 <Z 2) z_l>rzr/l2 z+1i/2 ™ coth(m/2),

7 cot(mz) i . mecot(—7z)
ky = lim —————— — )= lim ———— = —wcoth(n/2
ot 22y 1/4 <Z+ 2) i 2 )2 ™ coth(m/2),

i, per tant, k1 + ko = —27 coth(m/2). Com que f(z) és parella tenim

+oo

3 ﬁ—MZm — [~2r coth(n/2)],

d’on deduim que

[e.9]

1
; m = WCOth(ﬂ'/?) — 2.

(b) En aquest cas 1/z2 té un unic pol (doble) a z = 0, on també cot(mz)
hi té un pol simple, i aixo fa que 7 cot(7z)/2* hi tingui un pol d’ordre 3.
Sembla, doncs, que el teorema 5.2 no és aplicable, pero, de fet, si que ho
és, perque el que el teorema afirma és que la suma dels residus de tots els
pols de 7 cot(mz)/2% ha de ser 0. Per tant, tenim

i —+Z——|—£es [%ﬁﬁz)] = 0.

n=—oo

Com que 1/2?% és parella, els dos primers sumands s6n iguals i tenim

22 = — ey {%2(”)]

Per trobar aquest residu podem fer servir (5.2) pero és més rapid utilitzar
els desenvolupaments en serie de potencies de z,

meot(rz) _ m 1—(mx)?/2+ -
22 22 (12) — (w2)3/30 + - -
zg [1_ <7;>2 +} [1+ <7T3Z!>2 +}
1 2
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El residu és, doncs, —m2/3 i tenim

=1 s
_2 .

—~n 6

Una altra manera d’arribar a aquest resultat és demostrar, seguint els
passos de l'apartat (a), que

i 1 mecoth(me) — 1
n?+e 2¢?

n=1

i fer el limit € — 0.
(c) Veiem que
1 111 & 1
AR i) Dl ey
00 2 2

9 1 9 9 T
= gnz_:oom =gg e [3/2)n/3] =+,

on hem usat els resultats de I’exemple 5.9.

S5.8 Sigui

z2=rpe?, 2z —1=re? amb0<6,, 0, <2n.
Considerem la branca de 2°71(z — 1) definida com

Zs—l(z _ 1)—5 _ rg—lrl—sez[(s—l)eo—s&] ’

que té el tall a I'interval [0, 1] sobre l'eix real. Integrem-la sobre el contorn
tancat de la figura 5.9.

Observem que si z = x+ie/2 amb x € [0, 1], quan € — 07 tenim 6y — 7F7
i 0y — 7 i, per tant,

2871(2 . 1)75 N xsfl(l . x)fsei(sfl)(ﬂ':!:ﬂ)fisw _ e:':isﬂx871(1 . x)fs )

En aquest limit la integral sobre els dos segments rectes esdevé

1
/ 2Nz = 1)%dz — (77 — €T / 51 (1 — x)"%dx,
i 0
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que és la integral de la discontinuitat de 257'(z — 1)7* sobre el tall. Ob-
servem també que els dos contorns semicirculars de la figura 5.9 no donen
cap contribucié en el limit € — 0%, ja que si 0 < s < 1 tenim

s [37/2 . —s
[Fr e a =i () [ e 1] a0
¢ 2 w/2
s—1 _ —S — E e
/Dz (z—1) dz-z<2>
7T/2 2w . s—1
0 3r/2

El teorema de Cauchy-Goursat ens permet escriure

1
(e=ism — ¢ism) / 21— z)"%dx +7{ 2Nz —1)"*dz = 0,
0 Cr

és a dir, —2isin(ms)] = — ¢

i 271z — 1)7*dz. Per tant,

I(s) = ;j{c 2Nz —1)"%dz.

 2isin(ms)

L’integrand es pot representar per una serie de Laurent en potencies de z
a la regid |z| > 1, ja que és analitic en aquesta regi6. La serie és

1N\ 1 1
Zs—l(z_l)—SZZS—l—s(l__> :_<1+f+...>:_+%_‘_.“7
z z z z z

i es pot obtenir, per exemple, a partir de la serie binomial (vegeu també
la resolucié del problema P4.8)

(14 2)° = § (Z) 2"

En ser la serie convergent, es pot integrar terme a terme. Tenim

d d
]{ —Z=2m',j[ E o0, n#1,
Cr # Cr ?

I(s) = sin7(T7rs) = 7 cse(ms)

i, per tant,
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Alternativament, podriem haver raonat de la manera segiient. Si fem el
canvi z = 1/w obtenim

foteasg, (o) (8)

1/R

ja que l'integrand té un pol simple a l'interior de la circumferencia C/p
de radi 1/R i centre w = 0 (observem que el numerador és una funcié
analitica al voltant d’aquest punt).

S5.9 (a) De la definicié de la funcié gamma d’Euler tenim

L(s)I'(1—s) :/ 1’816xd$/ y e Vdy = // 2"y Se T Vdady
0 0 z,y=>0

si0<s,0<—s+1,ésadir,si0<s< 1. Laintegral és sobre el primer
quadrant del pla xy. Si fem el canvi

r=uwv, y=(1—-u
veiem que aquest quadrant esdevé la franja 0 < u <1, 0 < v del pla uv, i

’8(:6, y)
a(u, v)

v U
—v 1—u

= .

Aix0 ens permet escriure

1
['(s)I'(1—s) / / "1 — ) e Y dodu = / w1 —u) " Pdu
0

—I 0<s< 1.

(b) Si combinem aquest resultat amb el del problema P5.8 obtenim

['(s)['(1 —s) = wese(ms)

que és 'anomenada formula de reflexio d’Euler. Tot i que hem obtingut
aquest resultat per 0 < s < 1, observem que f(s) = I'(s)['(1—s)—7 csc(ms)
és una funci6 analitica en el domini C — Z i, per tant, I'extensi6 analitica
de la funcié gamma d’Euler també satisfa la relacié en aquest domini.

Sabem que I'(z) té polsa z =0,—1,—2... ino té zeros a z = 1,2,3. ..,
ja que I'(n) = (n — 1)! # 0; per tant, I'(z) no s’anulla a Z C C. D’altra
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banda, si zg € Z fos un zero de I'(z), la funcié I'(1 — z) seria analitica en
un entorn de zg (ja que 1 — zg € Z) i tindriem

0=T"(20)I'(1 — 20) = wese(mzp).

Pero, com que csc(mzg) # 0, arribariem a una contradiccid. Aixi doncs, con-
cloem que la funcié gamma d’Euler no té cap zero.

S5.10 Recordem que si s = —1
s—1
C(=1) = tim /T) / T

s——11 — e2mis o et — 1 )

on C' és un contorn com el que es mostra a la figura 4.11. A s = —1 la
funcié 1/T'(s) hi té un zero, ja que I'(s) hi té un pol. El residu en aquest
pol és (—1)!/1! = —1. Per tant,

C(=1) = Tim —E+ D /t2( L

so—1 ] — e2mi(s+1) et —1)

— lim —(s+1) / L
so—11—[14+2mi(s+1)+---] Jo t2(e! — 1)

B 1]{ Lo
C2mi Jot2(et —1)

on a I'iltima linia hem tancat el contorn C' per la dreta i ’hem convertit
en el de la figura 4.14. Aixo ho podem fer perque I'integrand no té tall
de branca quan s = —1. L’integrand només té un pol d’ordre 3 a 'origen
i I'altima integral la podem calcular usant el teorema dels residus. Per

trobar el residu desenvolupem l'integrand en serie de Laurent al voltant
de z = 0:

1 1

t2(et—1) 31 +t/2+t2/64---)
:tlg[1—(t/2+t2/6+---)+(t/2+t2/6+---)2+---]
1{ t 2t ] 1 1 1

t3 1__+___+... _— — 4 — 4+ ...

24 6 B 92 1y

Per tant,

1 1
res | ——| = —.
=0 [2(et —1)] 12

Alternativament (pero el calcul és més larg), podem usar la férmula

=0 | t2(et —1)| 2ts0dt? (et — 1)
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Finalment obtenim

1
—-1)=——.
(1) =
El signe — és conseqiiencia del fet que C' (figura 4.14) es recorre en sentit
horari.
La suma infinita 14+2+3+-- -, que és clarament divergent, s’escriu també
= 1
>
n=1

Com que ((s) és l'unica funcié analitica a C — {1} que coincideix amb
>, 1/n®, podem definir la suma anterior com ((—1) = —1/12. Aix0
dona sentit a una suma que altrament seria infinita.!

Aquesta és la idea que hi ha al darrere de la regularitzacié mitjancant
la funcié zeta (zeta function regularization en angles) que es fa servir en
diverses branques de les matematiques i la fisica teorica, per exemple, en
teories quantiques de camps i en la teoria de cordes.

'Malgrat que aquest resultat pugui sorprendre, cal recordar que una suma infinita és am-

. . . . s def ;. , N , . . .
bigua i que la prescripcid Zgo s = limy, 00 ZS .-+ és una, pero no 'inica, opcié possible.
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Apendix: Examens resolts

Examen A

PA.1 Considereu la regié del pla complex z

e< |z < 2,
Rez < 0.

En quina regié del pla complex w es transforma per la funcié w = log (2%)?
Suposeu que la branca de log escollida és analitica a la regié donada.
Representeu graficament les dues regions.

1

PA.2 La funcié f té un pol simple a z = ie™" i és analitica a la resta del pla

complex. Sabem que

fe)de =1,  f@) = ———

|z|=1

(a) Calculeu la integral

(Tots els contorns es recorren en sentit positiu.)

(b) Trobeu una funcié f que compleixi les condicions de I’enunciat.

PA.3 Representeu graficament i expresseu en forma polar o binomial tots els
valors de:

(a) 1/ (b) (cosh%)l/g

PA.4 Trobeu el(s) desenvolupament(s) en serie de poteéncies de la funcié

sin z
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al voltant del(s) seu(s) punt(s) singular(s) i especifiqueu-ne la regi6 de
convergencia.

PA.5 Sia és un nombre real positiu, utilitzeu el metode dels residus per calcular
la integral
* zrsin(ax
[t
0 xTre 4+ ].

Nota: Aquesta integral és convergent; no cal comprovar-ho.

SOLUCIONS
SA.1 Laregié del pla complex de I'enunciat és ’area ombrejada de la figura A.1:

ie?

Ch
. _e/ ie
Q —ie
Cs

—1e

Cs

2

Figura A.1: Regié del pla complex z del problema PA.1.

Els diversos segments C', ..., C}y son:

Ci: z=te"? e<t<e? Cs: z=1e%"2 e <t <e?
Cy: z=¢e%e"? 7/2 <0< 3r1/2; Cy z=ce? 7/2 <0< 3n/2.

Notem que (] i C5 no pertanyen a la regié, ja que a ’enunciat s’especifica
que Re z és estrictament negatiu.

La funcié w = log 2? (on la branca del logaritme esta definida per log z =
logr +i0; 0 < 0 < 2m; 2z = re) transforma aquests contorns en els
segments rectes segiients:

Cl: w=s+mi, 2<s <4 Ci: w=s+3mi, 2<s<4;

Cy w=4+1ip, 7 < ¢ < 3m; Clw=2+1i¢p, m < ¢ < 3m;

on s =2logti¢ = 20. La regi6 transformada es mostra a la figura A.2.

Si considerem log z com la funcié multivaluada log z = log r +i(0 + 27k),
k € Z, la regi6 transformada és la banda de la figura A.3, on els segments
horitzontals amb y = (2k 4+ 1)m, k € Z, no pertanyen a la regid.
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| C 3
24 3mi 3 4+ 3mi
me
Ci Cs
2 4
c .
. . —Te
2+ 44

-3
Figura A.2: Regi6 del pla complex w del Figura A.3: Regié del pla complex w
problema PA.1. del problema PA.1 si log és la funcié

logaritmica multivaluada.

SA.2 (a) El pol simple de f és a I'interior al contorn |z| = 1, ja que |ie™!| < 1.
Sia_; és el residu de f a z =ie! tenim

2mia_y = f(z)dz =1,
|z]=1

i, per tant, a_; = 1/(27mi). Com que z = ie™! és I'inica singularitat de f
i es tracta d'un pol simple tenim

1 1
f(z) = %erg(z), (A.1)
on g(z) és analitica. Aix{ doncs, el residu de f(z)/(z —2) a z = ie™ ! és

f(z)}_ 11 1 2

-2 omiie'—2 Ami2e—i

b_y = lim [(z —ie )
z—ie~1
D’altra banda, el residu de f(z)/(z —2) a z =2 és

fH1 .. 1 1
E}_f@)—zm@e—i)_@%—z"

z—2

b, = lim [(z —2)

La integral que busquem és, doncs,

]{ LZ)de =2mi (b_y + b)) = 2mi (—L> - _%'

z|=3 z — 47
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21/3
CAT3ANY L
\ /2 1(3/4)/°
0.001  0.002 ™ N ///
Figura A.4: El conjunt de nombres com- Figura A.5: El conjunt de nombres com-
plexos ¥ k € Z. plexos [cosh(im/6)]'/3.

(b) L’eleccié més simple s’obté si fem que g(z) a (A.1) sigui una cons-
tant k. La determinem imposant que

s bk = f(2)

2mi 2 —ije!
és a dir,
1 2e 1 1 2e 7

k= f(2) - — - S N
12 i 2e —i  4m(2e —i)  Ami2e—i 4w

Aixi doncs, una possible eleccié de f és

1 1 7
ey o
SA.3 (a)
) log1 + 27kt
11/z7r:eXp|:0g + WZ]:GQk,kGZ
17T

‘11/17 _ % ke Z‘
Aquest conjunt de nombres complexos es representa a la figura A.4

(b)

i la resposta és (vegeu figura A.5)

.\ 1/3 1/6
s 3 <
h N 27k/3 —0.1.2
(cos 6> (4) e , k=01,
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SA.4 Linica singularitat de f(z) és z = 7/2 (és un pol doble). Hem de trobar,
doncs, una série de Laurent de potencies de z — 7/2 valida al voltant
d’aquest punt.

sinz  sin[(z —7/2) +7/2]  cos(z—m/2)

J(2) = (r —22)2 4z —m/2)?  4(z—7/2)2
Sabem que cosw = Y >7 (—=1)"w?"/(2n)!. Per tant,
= Wz —m/2)2 2 1 = L (z—m/2)*
J(2) = ;H) e i re ;H) ien+2)

U TE —17r/2)2 - Z(_l)n(&;@;

n=0

Aquesta serie és |convergent a |z — /2| > 0

SA.5 LVintegrand és una funcié parella, per tant,

[:/ :pilnaxdx:_/ a:smaxdx:_lm / e g )

o r2+1 2 ) x?+1 2 |

Les singularitats de l'integrand sén pols simples a z = +i. Usem el
contorn de la figura A.6, ja que, en ser a > 0, tenim assegurat que la

integral sobre la semicircumferencia s’anul-la en el limit R — oo. La
figura també indica la localitzacié dels pols de I'integrand.

Figura A.6: Contorn d’integracio i singularitats del problema PA.5.

Aixi doncs, tenim

1 Zeiaz 1 - Zeiaz
Izélm(ﬁ22+ldz):§Im<2m£i§zQ+1>' (A.2)
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Notem que només contribueix el pol del semipla superior, ja que és 1'inic
interior al contorn d’integracié. El residu corresponent és

res = = lim {(z—@) °c }
e ]

z=1 22 1 22— 2’2 + 1
Zeiaz Zeiaz e @
P [(z Z)(z—i)(z—l—i)} S td 2

Si substituim a (A.2), tenim finalment

/°° T sin ax p Te @
x:
o 241 2

Examen B

PB.1 Considereu la funcié

2x —a — 21y

@)= —=77—>23>

(x —1)%2 + by

ona,beRiz=ux+1y.

(a) Determineu per a quins valors de a i b la funcié f és analitica en
alguna regio.

(b) Especifiqueu aquesta regio.

(c) Trobeu les singularitats de f i determineu-ne el tipus.

PB.2 Una funcié f és analitica a tot C, excepte a z = 0, i compleix
i ()| =1, g o)) = 1

Determineu totes les possibles funcions f que compleixen aquestes condi-
cions.

PB.3 Representeu graficament i expresseu en forma polar o binomial tots els
valors de:

(a) 1 (b) (smh%r)l/4

PB.4 Trobeu els desenvolupaments en serie de potencies de z — 1, en els respec-
tius dominis de convergencia, de la funcio

i+1/2

M= e avi)
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Cs T

04 CQ

—R Cy R

Figura B.1: Contorn del problema PB.5.

PB.5 Considereu la integral §,, dz/cosh z sobre el contorn de la figura B.1

(a) Demostreu que quan R — 00, les integrals sobre Cy i Cy s’anul-len.

(b) Trobeu la singularitat de I'integrand a l'interior del contorn, demos-
treu que és un pol simple i calculeu el seu residu.

(c) A partir dels resultats anteriors, trobeu el valor de la integral real

/°° dz
o coshx

SOLUCIONS

SB.1 (a) Calculem les derivades parcials de les funcions

2r —a —2y

u(z,y) = ( v(x,y) = (x—l)—2+by2

x—1)2+by?’
Per les condicions de Cauchy-Riemann obtenim

0w (@21
or 0y [(z —1)2 4 by?)?’
du Ov 2(1 —b)x + (ab—2)

0:— —
oy "o T e bR
i, per tant,
]a—Q\ ’bzl‘
Aixi doncs,
x—1—1 =1 2
f(z) = L =
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(b) Veiem que ’ f és analitica a tot C, llevat del punt z = 1‘

c) ’L’fmica singularitat de f és z =11 és un pol simple‘

SB.2 Com que
hmzf( ) #0,

la funcié f(z) té un pol simple a z = 0 i el residu corresponent és
res f(z) = lim zf(z) = 1.
Per tant,
1
£2) = < +9(2),

on g(z) és analitica a tot C. D’altra banda,
lim |g(2)| = lim |f(2)| =1, (B.1)
Z—00 Z—00

ja que lim, ,»(1/2z) = 0. Per tant, |g(z)| és fitada i, d’acord amb el
teorema de Liouville, tenim ¢(z) = k. La constant k& ha de tenir modul
1, ja que, altrament, (B.1) no es podria complir.

Per tant,

f(z)z1 e, 6h e R

z

SB.3 (a) 1z — eilogl — ei(27rki) — 67271'14:’ LeZ.

ek ke

Aquests valors es representen a la figura B.2.

6767r

\% 6—47T
O—O
e

o 0 o

Figura B.2: Conjunt de nombres complexos 1° = e~ 27% k¢ Z.
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Figura B.3: Conjunt de nombres com-
plexos e/(7/2+27k)/4 1 —(0,1,2,3

1/4 14
im .
(b) <smh 5 > = (l sin 6>

Figura B.4: Singularitats i regions de con-

vergencia de la funcié f(z) del proble-
ma PB.4.

Z. 1/4 1
— ) = Zeim/mk)/4 (9 1.92.3.

67L(7r/2+27rk)/4, k

=0,1,2,3

Aquests valors es representen a la figura B.3.

SB.4 Les singularitats de f(z) séna z=21ia z = 141i/2 (vegeu la figura B.4)
Si descomponem en fraccions simples veiem que

¢ i
f(z) Py ey R
Ales regions A (|2 — 1/ < 1/2), B(1/2 <[z =1 <1)iC (1 <[z —1))
tenim
i T 1—(2—-1) 2_1 :—zz (z —1)", convergent a AU B;
=2 ) -1 &1
= taC.
1—1/(2_1) l; (z—l)"’ convergent a
Analogament
( 2 00
; 1-2i(1—2) 2—2@' (z—1)", conv. a A
T - 2“
z/z ZZ (2/2) _conv. a BUC:
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on en tots els casos hem usat

1 [e.e]
= E o’ sial < 1.
l—-a —

Per tant,
( oo
Z [2(=2i)" —i] (z — 1)", convergent a A;
n=0
00 [e'¢) . 1
f(z)=4q —i Z(z —1)" — ZZ (1) 1 EE convergent a B;
n=0 n=1
00 i n—1 1
K Z; 1-— (5) ] m, COHVGI‘gth aC.

SB.5 (a) Sobre Cy, z = R+ iy i, per tant, quan R — oo tenim

/ dz / T 1| dy
— I <
o, coshz| = Jy | cosh(R + iy)|
“R

T 2dy 2me
g/o T < T 0 (B2)

on hem usat

—_

| cosh(R + iy)| = % lefe + e e > = (eff — 7).

[\]

Similarment, sobre Cy4, 2z = —R + iy i, per tant, quan R — oo tenim

/ dz
— 1 <
c, coshz| ™

/” || dy
o |cosh(=R +iy)|

T 2dy 2me R
S/o P < =T — 0. (B.3)

(b) Les singularitats de I'integrand sén els valors de z que anul-len cosh z.
Com que cosh z = cosiz aquestes singularitats sén

C2k+1
2L = AT ,
2

ke Z,
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de les quals només zy = im/2 és interior a C. El residu corresponent és

1 . Z — i’/T/Q ) 1. 1
res = lim —— = lim -
z=ir/2 coshz  z—in/2 coshz z—ir/2 sinh z

1 1 .
= b2 sy o (B4

on hem usat la regla de L'Hopital a la igualtat (x). La igualtat (B.4)
demostra que z = zy és un pol simple i alhora ens dona el residu corres-
ponent.

(¢) Observem que sobre Cy, z = x, i, per tant

/ dz _/R dx
¢, coshz ) _pcoshz’

Sobre (5, z = x + 7, i, per tant

/ dz /R dz B /R dz
¢, coshz  Jp  cosh(z+im) J_pcosha’
on hem usat que cosh(z + im) = —cosh z. En el limit R — oo tenim
dz dz dz
2 (—17) = —
mi(=i) fc cosh z /01 cosh z * /03 cosh z

:2/°° dx :4/°° dx 7
_o COshz o coshz

on hem usat el teorema dels residus, (B.2), (B.3) i el fet que cosh z és una
funcié parella. Aixi doncs,

/°° dev 7
o coshz 2

Examen C

PC.1 Representeu graficament i expresseu en forma polar tots els valors de:

(a) i,
(b) /sinh (€ +47) , on & és el nombre real &€ = log(1++/2) (el valor de &

s’ha escollit perque el resultat final sigui molt senzill).
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PC.2 Considereu 'operacié segiient ~ sobre C. Si z = x + iy definim

Z=—x+1y (és una reflexi6 sobre leix y).

Sigui f(z) una funci6 analitica a tot C. Es analitica la funci6 g(z) = f(Z)?
Demostreu que ho és o doneu un contraexemple.

PC.3 Trobeu els desenvolupaments en serie de potencies de z — 1, en els respec-
tius dominis de convergencia, de la funcié

Indiqueu de quin tipus de desenvolupament es tracta i calculeu el residu
de f(z) en el punt z = 1.

PC.4 Sigui I la integral real

I:/Ol\/mClx.

(a) Usant el contorn de la figura C.1, on € — 01, i escollint adientment
la branca de y/z(z — 1), demostreu que

I:§%CR\/z(z—1) iz, (1)

on Cg és una circumferencia de radi R > 1 centrada a l'origen.

(b) Desenvolupeu l'integrand de (C.1) en serie de Laurent de potencies
de z, valida a la regié |z| > 1. Integreu la serie terme a terme i
calculeu I.

(=]
fon)
T

—

Cr

Figura C.1: Contorn d’integracié del problema PC.4.
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(c) El resultat de 'apartat anterior, contradiu el teorema dels residus?
Raoneu la resposta.

PC.5 Feu servir el teorema dels residus i calculeu el valor de la integral real

27 2
/ sin” 0 "
o 1+8cos?d
SOLUCIONS
SC.1 (a)

y L . . x
it = ezlogz _ ez(z2+27rkz) — e 2 27rk’ LeZ

e—Tr/2—67r
/ e—ﬂ'/2—47r ,
/ 6—71'/
-b-0 o— o+
6—71'/2—271' 6—77/2+27r

Figura C.2: El conjunt de nombres complexos e~ 2 2%k € Z.

it=e 2 keZ

Aquests valors es representen a la figura C.2.
(b) De la definicié de sinh tenim

EHim _ p—b—in  _ b | o—& 1++v2—- -1
sinh(¢ + im) = 2@ _ 6;‘3 __ e

(1+v2)?2-1  14+2v242-1
21++v2)  2(1++2)

Per tant, y/sinh(§ +im) = v/ —1 = +i.
\/sinh(€ +im) = +i

Aquests valors es representen a la figura C.3.

SC.2 Definim, com és habitual, u, v, U, V', com les parts reals i imaginaries de
f(2)ide g(2). Es a dir,

f(2) = u(z,y) +iv(z,y); g(z) =Ulx,y) +iV(z,y).
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Figura C.3: Els valors complexos +/sinh(§ + im) = +.

Veiem immediatament que

Ulz,y) +iV(z,y) = g(2) = f(Z) = —u(—z,y) + iv(—z,y),

i, per tant,

U(x,y) = —u(—x,y), V(l‘,y) = U(—l‘,y).

Provem si les condicions de Cauchy-Riemann es compleixen per a U i V.
def

Sin = —x,
0 0 on 0 » 0
0 B 0 on - 0 ) 0 L 0
8xV(w7y) = anv(n,y)ax = 5nv(n,y) = ayﬂ(n,y) = ayU(x,y),

0
U(% y) = a_yv<x7 y)a

on les igualtats assenyalades amb (x) son les condicions de Cauchy-Rie-
mann per a la funcié (analitica) f. Veiem, doncs, que les condicions de
Cauchy-Riemann,

2U(fﬂ,y) - QV(x,y),

0

y

es compleixen per a tot z € C. Per tant,

g(z) és analitica a tot C

SC.3 Observem que

= a"(z—1)"
az __ pa,a(z—1) _ _a —
e¥” = e%e =e E . , VzeC,

n=0
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i que
1 1 ZOO

1 1 -1 1 i (—1)"
(

(=D +1 1+1/(z-1) 2—14(z—1)"
= 3 e —1] > 1.
Per tant,
f(fo‘)zze_alJre"’i:1 2_1 +Z "z —1)"
— Ze_al +Z; [(an‘i)! +(-1)“] (z—1" 0<|z—1] <1,

o0

14 e —-1)" 2 "t (z =1
f(z):%—Zﬁ%—e“;ﬁ, 21> 1.

Aixi doncs,

( e? an—l—lea
—1—2{ +(—1)"](2—1)",0<|z—1|<1
n=0

z—1 (n+1)!

1+e® s > "“Z—l
—1|>1
\ -1 nZ;(z—l e Z 2=l

En tots dos casos es tracta d’un desenvolupament de Laurent. El residu
a z = 1 es llegeix directament del primer desenvolupament i és

res f(z) = e

z=1

SC.4 (a) Si

2 =1y, z—1=r1€e? amb —7w < ¢y, b <,

escollim la branca de y/z(z — 1) definida per

Vz(z — 1) = frorieloten)/2
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Notem que si z = x £+ i¢/2 amb z € [0,1], quan € — 0" tenim ¢y — 0 i
¢ — =+ i, per tant,

Va2(z—1) = Vol —z) 52 = +i\/2(1 — ).

Notem, també, que els dos contorns semicirculars de la figura C.1 no
donen cap contribucié en el limit € — 0T, ja que

_/C\/WdZZ/Dde

=1 (E)?)/z /W/2 e'\/ei[(e/2)ei® — 1] dp — 0.

2 —7/2

El teorema de Cauchy-Goursat ens permet escriure

1 0
z/ \/:c(l—x)dx—z'/ \/x(l—x)dx—i-?{ Vz(z—1)dz =0,
0 1 Cr
és a dir, 2i] = — ¢, +/2(z — 1) dz. Per tant,
I = %f Vz(z—1)dz.
Cr

(b) L’integrand es pot representar per una serie de Laurent en poteéncies
de z a la regié |z| > 1, ja que és analitic en aquesta regi6. La serie és

1 1 11 11
O R H
Hz—1) NPT TR TR T2

i es pot obtenir, per exemple, a partir del desenvolupament en serie de
Taylor /1 —x=1—1x/2—2?/8+---. En ser la série convergent, es pot
integrar terme a terme. Tenim

d d
f{ %=~ omi, ]{ o0, n£1,
Cr % cr 2"

I e

i, per tant,

e

(c¢) L’integrand no té pols a l'interior de Ck i si apliquéssim el teorema
dels residus hauriem de trobar que la integral sobre aquest contorn és
Zero.

El teorema dels residus només s’aplica quan les singularitats de I'integrand
interiors al contorn d’integracié sén aillades. En aquest cas, a I'interior
de Cg, la funcié /z(z — 1) té singularitats que no sén aillades (té punts
d’embrancament i talls de branca). No hi ha, per tant, cap contradiccid,
ja que el teorema dels residus no és aplicable.
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SC.5 En aquest tipus d’integrals reals cal substituir e? per z, amb la qual cosa
—1 -1

zZ—z z24z dz

, cosf = , di=—i—,

21 2 z

i la integracio respecte de 6 a I'interval [0, 27| es converteix en la integraci6

respecte de z sobre la circumferencia C' de radi 1 centrada a lorigen.

Tenim, doncs,
/27r sin? 0 40 = jé (22 —-1)% idz
o 14+8cos20 Jo224452242 4z

Busquem els zeros del denominador

sinf =

1
(22" + 522 +2)2 = 22(2* 4 2) (22 + 5)

=2z<z+z’\/§) (z—z‘\@) (z—l—%) (z—%)
iv2

iNV2

0

—iN2

—iV2

Figura C.4: Contorn d’integracié del problema PC.5. També es representen els pols de
I'integrand.

Per tant, l'integrand té pols simples als punts z = iv/2, z = —iv/2, z =
0, 2 = i/v/2, 2 = —i/V/2, que s'indiquen a la figura C.4. Notem que
unicament els tres dltims son interiors al contorn. Els seus residus son
1 31 31
ko=g: kypa=—15 k2= 15

27 < 2 . . .
/ S0 o (L33
o 14 8cos?d 8 16 16

27 2
/ sin“ 6 J0 —
o 1+8cos?d

i, per tant,

Finalment,

| X
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Examen D

PD.1 Trobeu i representeu graficament totes les solucions de les equacions
(a) e/ = —1, (b) 2" =1.
PD.2 Considereu la branca del logaritme segiient;:
f(z)=logr+i0, w/4<60<9m/4,

on, com és habitual, z = re.

(a) Dibuixeu les seves singularitats i el tall de branca.
(b) Calculeu la série de Laurent de f(z) al voltant del punt z = 1.
(c¢) Determineu i dibuixeu la regi6é on

i) la serie convergeix

ii) la serie convergeix cap a la funcié f(z).

(d) Responeu els apartats anteriors considerant la branca principal del
logaritme

g(z) =logr+if, —m<0<m. (D.1)

PD.3 Trobeu els diferents desenvolupaments en serie de potencies de z de la

funcié . ) .
f(z):; (2—2 a z—l)’

en els respectius dominis de convergencia.

PD.4 Sigui C el foli de Descartes = + y* = 6xy/v/4 en el pla complex (on
r+1y = z) que s'il-lustra a la figura D.1, on també es mostra 'asimptota
de C: v+ y+ 2/\3/1 = 0. Trobeu el valor de les integrals

() /C(z_ci—z_ly (b) /Csz—ZQZ'

Nota: Tant I'equacié de C' com la de la seva asimptota no sén necessaries
per calcular les integrals que es demanen. Us caldra tancar el contorn
d’alguna forma.

PD.5 Calculeu la integral real

ona>b>0.
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Figura D.1: Foli de Descartes 2 + y* = 6xy/v/4 i la seva asimptota = +y + 2/v/4 = 0.

SOLUCIONS

SD.1 (a)

i

= (2n+ )7’

n € 7

Aquest conjunt es representa a la figura D.2.

0.41

0.2f

-0.4

Figura D.2: Els valors complexos ¢/[(2n +

)r], n € Z.

(b)

-0.2 g—g 0.2

-0.21

-0.4"

Zn=e" neZl

{ezniiﬁﬁd@ [0))) %%
y Y
g ®
& i
%% g
N %

Figura D.3: Els 200 primers valors del con-
junt {e?"}. S’observa com aquests punts
van poblant densament la circumferéncia

|z] = 1.

Els nombres {z,} poblen densament la circumferéncia unitat. Es repre-
senten a la figura D.3.

SD.2 (a) Les singularitats i tall de branca de f(z) es mostren a la figura D.4.

(b) Al voltant del punt z = 1 la branca donada del logaritme és derivable
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tall de branca
"\ K

/4

/

singularitat
(punt d’embrancament)

Figura D.4: Tall de branca i punt d’embrancament de f(z) al problema PD.2.

i f'(z) =1/z. Per tant,

[e.9]

P = =g = -2 (D2)

n=0

i si integrem terme a terme obtenim f(z) = k— >~ (1 —2)"/n. La
constant d’integraci6 és k = f(1) = 2w, ja que 27 és I"inic argument d’1
compres entre 7/4 1 97/4. Aix{ doncs,

o0

flz)=2mi - % (D.3)

n=1

Una altra manera, més directa, d’arribar a aquest resultat és adonar-
se que la serie buscada és de Taylor i que, per tant, la podem obtenir
calculant les derivades successives del logaritme a z = 1.

(c) i. La serie (D.3) convergeix a la regié circular |z — 1] < 1 (vegeu la
figura D.5), ja que aquest és el disc de convergencia de la serie (D.2).

A

disc fie . aqui la serie (D.3)
convergencia . A
convergeix a f(z)
Figura D.5: Disc de convergencia de Figura D.6: Regié on la serie (D.3)

la serie (D.3). convergeix a f(z).
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ii. Notem, pero, que la serie (D.3) només convergeix a la funcid f(z) a la

regié indicada a la figura D.6.

(d) Apartat (a) per a la funcid g(z): les singularitats i tall de branca de
g(z) en aquest cas es mostren a la figura D.7.

Apartat (b) per a la funcid g(z): la constant d’integracié és ara k =
g(1) = 0, ja que 0 és I'inic argument d’1 compres entre —m i 7. Per
tant,

ooy = - L2t (D.4)

n

n=1

Apartat (c) per a la funcid g(z): la serie (D.4) és convergent a la regié
circular |z —1| < 1 (vegeu figura D.8) i convergeix a g(z) en tot aquest
disc.

SD.3 Si descomponem en fraccions simples, tenim

1 2 1 1 1 1 1 1

)

22—2  2—z 2 22—1 1—2 2’

Si sumem aquestes igualtats veiem que els termes 2! es cancel-len i que

Les singularitats de f(z) sén, doncs, z =11 z = 2. El punt z = 0 és una
singularitat evitable que desapareix si definim f(0) = 1/2.

tall de branca disc (\ie .
convergencia| =
| |
singularitat aqui la serie (D.4)
(punt d’embrancament) convergeix a g(z)

Figura D.8: Disc de convergencia de la
serie (D.4). La serie convergeix a g(z) en
tot el disc.

Figura D.7: Tall de branca i punt d’em-
brancament de g(z) al problema PD.2.
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En el cercle |z| < 1 fem els desenvolupaments

Per tant,

i, per tant,

Finalment, a la regi6 |z| > 2,

[e.9]

1 11
2—z:_21—2/z:_2ﬁ’ 121> 2,

i, per tant,

|
f(z):ZW, |2 > 2

n=0

SD.4 (a) Tanquem el contorn afegint al foli de Descartes C' (= CoUC7) el tros
de circumferencia C de radi R centrada a zy = 1+ (vegeu la figura D.9)
i separem el contorn sencer pel punt z = 0 (on el foli es talla a ell mateix)
en dos contorns tancats, C'r i Cp U Cr. Notem que la integral sobre el
contorn Cg és zero en el limit R — oo, ja que

dZ 90737’!’/2 ‘ZR629d9| 1 3#/2790
/ 2 S/ 2,20 _/ do
cp (2 —1—1) — 0, |[R2e2?| R Jy,

1 /3rm

:E(7_290) Fawal
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Cr
—z0 | \Co
Cr
Figura D.9: Contorns emprats a la solucié Figura D.10: Contorns emprats a la
del problema PD.4 (a). solucié del problema PD.4 (b).

Per tant, en aquest limit tenim

/ dz B ]{ dz _0
co (2 —1—1)? Cruce (2 —1—1)? 7

ja que el contorn tancat C'r UCp no conté cap singularitat. Notem també

que
dz
%
féT (z—1—1)2 ’

ja que el residu de (2 — 1 —14)72 a 2z és zero. Per tant,

/m—f—z—w:o

(b) Primer de tot observem que

22 —2i=(z—1—1i)(z+141).

Tanquem el contorn exactament com a l’apartat anterior. El tros Cr ara
tampoc contribueix, ja que

/ dz _ /90—37r/2 ‘ZR619d9| _ /3%/2—60 A6
Cr 22— 2|~ —0o |R629HR619+2+22’ N 0o ‘R_2\/§}

1 3T
RN <7 - 290) e

La diferencia amb l'apartat anterior és que ara hi ha també un pol a
I'interior de C'r U Cp. Els residus sén

1 1
T = —
AP\ 222 T 2

1 1—1

ey 2041) 4
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Figura D.11: Contorn del problema PD.5.

Apliquem ara el teorema dels residus a Cr i Cgr U Cp (recordem que es
recorre en sentit negatiu) separadament

/ d:_, [l—i (1
c2—2 s 4 )|

1 la solucid és

SD.5 Si

[_/Oo dz
) (22 +a?) (22 +b?)’

com que l'integrand és una funcié parella, tenim I = (1/2) limg_,, Ig, on

7 _/R dx
Rl

Sigui C el contorn tancat [—R, R] U Cg de la figura D.11. Considerem la

integral
def dz dz
= — _[
) A s B / &+ @) 1 )
dZEf IR + I’R (D5)
Sobre el contorn Cg tenim z = Re?, dz = Re'?idf i, per tant,
N Rdo R—o0
Il < > 0
1= || e /

on hem usat que
24 at] > || -

(analogament per a |22 +0?%]). Aixo vol dir que I, = 0 en el limit R — oo.
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L’integrand de J té quatre pols simples a z = +ia i 2 = +ib. Només
z =1a i z = 1b son a l'interior del contorn. Els residus séon

. 1 1 1
(2 4ida) (22 +02) |, 2ia (b2 —a?)’
fr — 1 S S
PTGt (2 +a?)|,, 2 (a2—-b2)

Per tant, el teorema dels residus ens permet escriure
j = 271'2 (l{?m + kzb)

Llavors, si fem el limit R — oo a (D.5) tenim

1 . ™ 1 1 1 s 1
I'=g0mi) (ot ha) = 5 s (“5> " 2ab

a

La soluci6 és, doncs,

/OO dx o1
o (@2+a)(z2+b2) 2aba+b

Examen E

PE.1 (a) Obtingueu i representeu graficament totes les solucions de 'equa-
ci6 sin z = /2.

(b) Comproveu que tots aquests valors satisfan sin? z + cos? z = 1.
PE.2 Considereu la branca principal del logaritme:

logz =logr+10, —m<6<m,

on, com és habitual, z = re®. Calculeu els tres primers termes (els

d’exponent més baix) de les series de Laurent (si existeixen) de

f(z)=1/logz

al voltant dels punts z = 1, 2 = 01 2 = e. Determineu en cada cas la
regi6 de convergencia i dibuixeu-la.

PE.3 Sigui z = x + iy, sigui f(z) = u(z,y) + iv(z,y) una funcié analitica en
un domini D del pla complex i sigui p un nombre real positiu més petit
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que la distancia minima de z a la frontera de D. Mitjancant la férmula
integral de Cauchy, calculeu

1 2

— u(z + pcos o,y + psin @) do.
2m Jo

Ajut: El resultat és una de les possibilitats segiients: 0, u(z + p,y + p),
f(p), wlp, p), u(z,y), v(z,y).

PE.4 Amb el teorema de la serie de Laurent, determineu ’expressié més general
d’una funcié f(z) analitica en tot el pla C i tal que

lim /()

Z—00 22

=0.

PE.5 Feu servir el contorn de la figura E.1 i calculeu amb el metode dels residus

les integrals
/ > dx
L=[ —— |
o rtE6x2+25

iR —ilog (\/5 - 1)
(o) (o) [0 (o) (0] \-—O (o) (o) [0 (o)
C Il Il Il
/2 5m/2 92 ---
(o) (o) [0 (o) (o) +0O (o) (o) [0 (o)
R /
—ilog <\/§ + 1)
Figura E.1: Contorn utilitzat al Figura E.2: El conjunt dels nombres complexos de la
problema PE.5 forma (1/2 + 2k)m —ilog(v/2 + 1), k € Z.

Ajut: Per trobar les arrels del denominador, observeu que

2t 4622 +25 = (22 — 22+ 5) (22 + 22 + 5).

PE.6 Calculeu amb el meétode dels residus

/2# do
o 3+cosf+2sinf’
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SOLUCIONS
SE.1 (a)
sin z = % =V2 = ¢ —i2vV2 e =0
= (eiz)Q —i2V2e" —1=0 = % =i(v2+1). (E.1)
Per tant,

iz zlog{z'(\/ii 1)} —log(V2+1)+i (g —|—27rk) ke

Aixi doncs,

1
z = (§+2k)7r—ilog(\/§j:1), keZ

(b)
e +e 4 1
cosz:—+2 :§<\/§:|:1—\/§i1>
—ﬁ[(ﬂilf—l}—ii,

on hem usat (E.1) a la segona igualtat. Per tant,

sin z + cos® z = 2 + (+i)* = 1.

SE.2 i. Série al voltant de z = 1:
—logz=—log[l— (1 —2)]
2

(1-2)2 (1-2)?
=(1—
(1—2)+ 5 3 +
(1—-2) (1-2)?
=(1-2) |1
( Z)[Jr 2 3
Per tant,
(N 1
log 2 1—=2 1_}_%4_%4_...

[T

*Fléz)*“32)2*“}2*“'}

2 3 * 22
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Combinant els dos tltims termes obtenim

= ! +1 Z_1+ 0<lz—1|<1
pu— —_—— DY Z_
logz 2—1 2 12 ’

ii. Serie al voltant de z = 0:

no existeix perque z = 0 és un punt d’embrancament‘

iii. Serie al voltant de z = e: log z = log |:6 (1 S 2)}

—1— _
e 2e2
Per tant,
1 1
- e—z (672:)2
log 2z 1—ez gl 4.
e—z (e—2)? e—z (e—2)? 2
-1
+€+262+]+{e+262+ +
e—z e — z)? e—2\2
g 2)+< )+
e 2e e

Combinant els termes quadratics obtenim

1 z—e 3(z—e)?
=1
log z e * 2¢? LA

|z —e|<e—1

Les regions de convergencia de les series obtingudes i les diverses singu-
laritats de f(z) es mostren a la figura E.3.

|z —e|<e—1
pol simple J

tall de branca K
| 1

/ e
punt

d’embrancament

0<|z—1|<1

Figura E.3: Discs de convergencia i singularitats de la funcié f(z) = 1/log z.
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SE.3 Sigui C una circumferencia de centre z i radi p. Com que la funcié f(z) =
u(x,y) + iv(x,y) és analitica sobre i a l'interior a C, tenim

f(z) = %mjéu{(iul dw .

Si parametritzem w = z + pe'®, dw = pei® i d¢ tenim

27
16 =50 [ St pe)ao,

i prenent la part real

1 2w
gy u(z + pcos g,y + psin @) dp = u(x,y)
0
SE.4
lim f(j)zo & Ve >0, EIR:’L? < esi|z| > R.
z—00 2 z

Per tant, per a cada € donat, si z = re’® i r > R tindrem

|f (re'?)]

< €.
r2

D’altra banda, en ser f(z) analitica a tot C,

o0

f(z) = Zanz", vz € C,

n=0

on a1 )

ap = p
21 Jo 2ntt

i C' és qualsevol contorn tancat que envolti I'origen. Si com a contorn C'

escollim una circumferéncia de radi r > max{1, R} i centre z = 0, tenim

1 2 f(rei®) 1 [ f(re)

- L L re®idg = — —d
2w fy (rei®)ntl revide 27 J,  rmend ¢,
i, per tant,
L[ [f(re?)] 1
dso [ A
janl < 27r/0 r2  rn=2 ¢
1 [ ¢ €

do = <e (sin>2).

<_
2 J, 12 yn—2
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En ser a, nombres complexos determinats (independents de ), aquesta
ultima desigualtat vol dir que a,, = 0 per a n > 2. Per tant,

f(z) =ao+ a1z, ap,a; € C

Un raonament alternatiu per arribar a aquest resultat és que, en ser f(z)
analitica a tot el pla complex, es pot expressar

o0

f(z) = Zakzk, Vz € C,

k=0

i, per tant,

f(Z> Qo aj - k—2
22 = ? + ; + Z arz
k=2

Qo ay
= — e A
=+ T 9(2),

on g(z) també és analitica a tot C. Com que limy,| o f(2)/2* = 0, i els dos
primers termes també tendeixen a zero, es conclou que lim|,|— g(z) = 0.
Aixo vol dir que |g(z)] és fitada a tot el pla complex, ja que si, per exemple,
considerem un disc |z| < p, podem fer |g(z)]|, fora del disc, tan petit com
vulguem prenent p suficientment gran, mentre que al disc, |g(z)| és fitada
perque és continua i el disc és un conjunt compacte.

El teorema de Liouville ens assegura que si g(z) és analitica i de modul
fitat a tot el pla complex, ha de ser constant. En aquest cas, g(z) = 0, ja
que el seu limit quan |z| — oo és zero. Aixi doncs,

f(z) _ 0 m

2 ;—F; = f(z):a0+a1z.

SE.5 Considerem la integral

dz
ﬁ 24 +622+257
on C' és el contorn de la figura E.1. Per obtenir els residus hem de trobar
els zeros de z* 4+ 622 + 25. Si fem servir la informacié de ’enunciat, aixo
és equivalent a trobar els zeros de z? 4+ 2z + 5. Un senzill calcul ens dona
els quatre zeros segiients:

1+2i, —(1+20).
Per tant, tenim

4622 +25=(2—1-20) (2 +1+2i) (2 — 1 +2i) (2 + 1 — 2i).
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iR
Cr
—1+2¢0 o1 +2;

—1—240 ol —2z

Figura E.4: Pols de 1/(2* 4 622 + 25). Només 1 + 2i és interior al contorn d’integracié.

Aquests quatre zeros sén pols simples de la funcié 1/(2* +62%+25) i estan
representats a la figura E.4. L™nic pol interior al contorn d’integracié
és z =1+ 21. El residu és

kii2; = lim (Z_ ! _Qi)
=142 | (24+1420) (2 —1+28) (2 +1—2i) (2 — 1 — 29)
B 1
(z4+1+2i)(z—=14+20) (2 +1—26)|,_,

1 1 1—-20 1-2

(2+4d) (40) (2)  16i(1+2i) 1—2i  80i

Pel teorema dels residus tenim
d 1—2¢ 1—2¢
f—z—m 20 _ m(1—2i) (E.2)
c

La contribucié de Cg és zero en el limit R — oo, ja que, per exemple,

|2* + 627 + 25| = 2% — (1 +20)?||2* — (1 — 20)*| > (R* - 5)%,

on hem usat la desigualtat |z — w| > ||z| — |w]||. Per tant,

/ dz __ 7R .
Cr 24 + 622 + 251 — 2<R2 — 5)2 R%oo/

La integral sobre l'eix real és

/OO dx _ g
o rt+6224+25

mentre que la integral sobre 1’eix imaginari és

/0 d(ix) , /°° dx T
=—1 — - = —u_.
o (12)* +6(ix)% + 25 o xt—622+25
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Aixi doncs, en el limit R — oo tenim

dz
L — .
ji,z4+622+25 +t

Si ho comparem amb (E.2) arribem a

SE.6 Si

d_ef/27r d@
~Jo 3+cosf+2sinf’

9 = 2, df = —idz/z, tenim

i substituim e’

B 2iz (—idz/z) B 2dz
I_£(2+i)z2+6iz—(2—i) _]i[z—l—(lJr%)][(Z—l—i)z—I—i]

2 dz
:2+i]€;[z+(1+2i)] [z +35] "

on C és la circumferéncia |z| = 1. Només el pol situat a z = —i/(2 + 9)

és interior al contorn i el residu és
2 1

T 94 2-—;Z.+1+2¢:2@“

Per tant, I = 2mi (2%) =, és a dir,

/27r de
=7
o 3+cost+2sinb

Examen F

PF.1 Trobeu tots els nombres reals a, b, i B per als quals es compleix

ae® +be? =0.

PF.2 Sigui f(z2) = u(z,y) + iv(z,y), on z = = + iy. Trobeu la funcié v(zx,y)
per tal que f(z) sigui analitica i especifiqueu el domini d’analiticitat, si
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(a) w(z,y) =1 -2y (b) u(x,y) =1 —2(z* +¢?)

PE.3 (a) Amb el teorema de la serie de Laurent, determineu l’expressié més
general d’una funci6 g(z) analitica en tot el pla C i tal que

lim ¢g(z) = 0.

Z—00

(b) Una funcié f(z) té un pol doble a z = 0 i és analitica a la resta del
pla C. Sabem que f(1/2) =4, que lim, ,, f(z) =01 que

f(z) =0,

Co

on Cq és el contorn quadrat de la figura F.1. Determineu f(z).

Ch

Figura F.1: Contorn del problema PF.3.

PF.4 Considereu la funcié f(z) =

en serie de Laurent de f(z),

T2 Trobeu tots els desenvolupaments
z

(a) en potencies de z (b) en potencies de z + ¢

Especifiqueu o dibuixeu les regions de convergencia.

PFE.5 Calculeu la integral
* rsinax
I = —d
/0 (T+a22 "

on a és un nombre real positiu.
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SOLUCIONS

SFE.1 Tenim que ‘ .
ae® = —beb. (F.1)

Dos nombres complexos son iguals si ho son els seus moduls i els seus
arguments difereixen en multiples enters de 27. Per tant,

o si a ib tenen el mateix signe, (F.1) es pot escriure |a| e’ = |b| €777 i

tenim
a=b, a=0+2n+1)r, ne€Z
o si a i b tenen signes oposats, (F.1) es pot escriure |ale’™ = [b| e, i
tenim

’a:—b, a:ﬁ—i-er,nEZ‘

SF.2 (a) La funci6 u(x,y) és harmonica, ja que
Upy = Uyy =0 = Upy + Uy, =0

i, per tant, és la part real d'una funcié f(z) analitica. Per les condicions
de Cauchy-Riemann tenim

vy=uy =2y = v=—y +g(z),

on g(x) és una funcié arbitraria. Per I'altra condicié de Cauchy-Riemann
tenim

J(x)=v,=-u,=2r = g(z)=2"+ constant.

Per tant,

v(x,y) = 2% — y* + constant

L’expressié de f(z) com a funcié de z es pot trobar fent les substitucions
r=(2+4+2"/2, y=(2—2")/2i

a la funcié u(z,y) +iv(z,y), i s'obté f(z) = iz + constant. El seu domini
d’analiticitat és tot el pla complex.

(b) La funcié no és harmonica, ja que
Upg = Uyy = —4 = Ugy + Uy = =8 # 0.

Per tant, no existeix cap funcié v(z,y) tal que f = u + v sigui analitica.

No existeix
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SFE.3 (a) Enser g(z) analitica en tot el pla complex, admet un desenvolupament
en serie de Taylor g(z) = Y °°,a,2" que convergeix a tot el pla. Els

coeficients son | )
_ A
I = o j{C Zntl 4z,

on C' és un contorn tancat qualsevol que envolti el punt z = 0.
El significat de lim,_,o, g(z) = 0 és: Ve > 0, IM tal que |g(z)| < ¢,
si |z| > M. Aix{ doncs, si per cada e donat escollim com a contorn C

una circumferéncia de radi R > max {1, M} i parametritzem z = Re®,
6 € [0,27], dz = Re?i df, tenim

l9(=z )|| iz =
= 27 Jo |2t 27 R"

Jan| <

27
| isrenyan < <
d’on deduim que a,, = 0, Vn > 0. Aixi doncs,
g(z) =0

(b) La funcié f(z) ha de ser de la forma

on g(z) és analitica. Com que els dos primers sumands tendeixen a zero
quan |z| — oo, la condicié lim,_, f(z) = 0 implica que lim,_,» g(z) = 0
i, d’acord amb l'apartat anterior, aixo vol dir que g(z) = 0.

D’altra banda, en ser fCEI f(z) = 0, pel teorema dels residus tenim que

a_; = 0. Per tant, f(z) = a_3/2%. Determinem a_, amb la condi-
ci6 f(1/2) = 4:
a_2
f( / ) (1/2)2 a_2,

és a dir, a_y = 1. Aix{ arribem a

flz) =1/2*

SF.4 (a) La funcié z/(1 + 2?) té singularitats a z = +i. Com que busquem
desenvolupaments al voltant de z = 0 (que no és una singularitat), les
diferents seéries (de potencies de z) convergiran al disc |z| < 1 (serie de
Taylor) i a la corona |z| > 1 (serie de Laurent). Aquestes regions es
representen a la figura F.2, que també mostra els pols de f(z). A la
regi6 |z| < 1 tenim

5 00 00
o 1 — Z n 2 Z(_1>n22n+1’
n=0

n=0
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. 2| > 1 i |lz+il>2
2] <1 0<|z4i <2
4
Figura F.2: Regions de convergencia de les Figura F.3: Regions de convergencia de les
series (F.2). series (F.4).

ialaregid |z| > 1

z 1 Ie= (=) &K (=1)
22+1_;1— 1/22 _;Z 2 Zz2n+1'

n= n=0

Aixi doncs,

Z(—l)"z%“, 2] < 1
fz)=4 " (F.2)

00 (_1)71

S >
2n+1

n=0 zan

(b) Ara els desenvolupaments sén al voltant de z = —i (que és una sin-
gularitat), les diferents series (de potencies de z + i) convergiran a les
corones 0 < |z +i| < 2 (seérie de Laurent) i |z + i| > 2 (seérie de Laurent).
Aquestes regions es representen a la figura F.3. Descomponem la funci6
en fraccions simples

z 1/2 1/2
= -+ -
241 z4+i z—i
El primer terme ja és una poténcia de z + i i esta definit per Vz # —i.
A la corona més interna, escrivim el segon terme en la forma

/2 1/2 RS (z+z)"

B - %

(F.3)

si—2 21— (z+414)/(2)] i

que és convergent quan |(z + ¢)/(2i)] < 1, és a dir, quan |z +i| < 2.
Llavors, ho substituim a (F.3) i arribem a

P 1/2 = (—1)min+! n :
Z2+1:Z+i+z 2n+2 (z+4)" 0<|z+i] <2

n=0
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A la corona |z + i| > 2 hem d’expressar el segon terme de (F.3) com

/2 1/2
Z4+i—2 (z+i)[1—2i/(z+i)]
B 1/2 > i on—1l;n B > ok—2;k—1
_(z—l—i)n z—l—z — z+z"+1_k:2 (z+a)F

on hem redefinit I'index de sumacié k¥ = n + 1. Ho substituim a (F.3) i

tenim
e 2n—2in—l

1 )
f(z):z+i+zm’ |z 41| > 2.

n=2
Aixi doncs,

( > n n+1

QZ_H—l—nZ:O 2n+2 (z+49)", |z41] <2
fz) = (F.4)
1 0 2n72z‘n71 '

—t Dy —, |z 4+ 1] > 2.
z+1 (z+1)"

\ n=2

SF.5 En ser I'integrand una funcié parella, tenim

1 [ xsinax
[=—- ——dx.
) T

Aquesta integral és del segon tipus dels descrits a la secci6 5.3 i, per tant,
suma de tots els residus de

/ . o zeiaz
=5 |2mi e
en el semipla Imz > 0

La funcié només té un pol doble al semipla Im z > 0, en el punt z =i. El

residu és J )
Zezaz ae—a
k; = li — —)2 = = )
i g | =

—a

Aixi doncs,

o T sin ax Tae
[: d —
/o N




230 Materials Emili Bagan, Antoni Méndez i Oriol Pujolas

Examen G

PG.1 Trobeu tots els valors de
(a) cosh(1 + i) (b) #*

PG.2 Considereu la funcié definida per
“log(1 —
F) = — / log(l—w) ;.
0

w

on log z és la branca principal de la funcié logaritme que té el tall sobre
I’eix real negatiu.

(a) Determineu on és analitica la funcié F'(z) i quins tipus de singulari-
tats té.

(b) Calculeu la seva serie de Taylor o Laurent en potencies de z. Dibuixeu
la regi6é on convergeix.

Nota: No proveu de fer la integral, ja que no es pot expressar en termes
de funcions elementals. Useu els teoremes sobre integrals independents
del cami.

PG.3 Sigui f(z) una funcié que no s’anul-la a cap punt del contorn C, definit
per |z| = 1, ni al seu interior. Suposeu que a linterior de C' la funcié
f(2) té dos pols simples i un pol d’ordre 3, i que és analitica a la resta
de punts (inclosos els del contorn C'). Calculeu el valor de

17 f'(z)
21 Jo f(2) 4z,

on C' es recorre en sentit positiu (antihorari).
Ajut: Apliqueu el teorema dels residus a la funcié g(z) = f'(2)/f(z).

PG.4 Considereu la funcié )
z) = - + 2%
fa) =1
Trobeu tots els desenvolupaments en serie de Laurent de f(z) en poténcies
(negatives i/o positives) de z — 1 i especifiqueu o dibuixeu les regions de

convergencia.

PG.5 Amb el teorema dels residus, calculeu la integral

*® rsinz
I = —d
/0 o

on b és un nombre real, no nul.
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SOLUCIONS
SG.1 (a) coshz = (e* + e *)/2. Per tant,
1im | =1 —ir  _ 1 _ —1
cosh(1 +im) = ‘ +2€ —— 5 C  — _coshl.

cosh(1 +im) = —cosh 1

(b) z* = exp(wlog z). Per tant,
i’ = exp(ilogi) = exp [ <@§ + 27rk@>} — ¢ /27 2mk

on k és un nombre enter qualsevol. Aixi doncs,

ii — e*ﬂ(2k+%)7 ke

SG.2 (a) Apliquem el teorema 3.6 a la funcié f(z) = —z'log(1 — z). Aquesta
funcié només és singular als punts z per als quals 1 — z € (—o0, 0] de I'eix
real (tall de branca del logaritme), és a dir, z € [1,+00). Aparentment,
sembla que també hi ha un pol simple a z = 0, perod aquest punt és una
singularitat evitable, ja que —log(l — 2) = 2 + 22/2 + - -+, la qual cosa
implica que f(z) = z7Y(z2 4+ 2%/2+ ) = 1+ 2/2+ ---. Aix{ doncs,
f(2) és analitica en el domini simplement connex constituit per tot el pla
complex, llevat d’un tall de branca que va des del punt d’embrancament
z = 1 fins a +o0o de l'eix real (vegeu la figura G.1). El teorema 3.6 ens
assegura que F'(z) és analitica a la mateixa regié, i és evident que té el
mateix tipus de singularitats que f(z).

F(z) és analitica a tot el pla complex, llevat d’un tall de branca
que va des de z = 1 (punt d’embrancament) fins a +oo, sobre
’eix real.

(b) La funcié f(z) és desenvolupable en serie de potencies al voltant de
I’origen
k-1

f(z):—llog 1—2) Z e =
k=1

Aquesta serie és de Taylor, ja que z = 0 no és una singularitat de f.
El disc de convergencia és |z| < 1, ja que la distancia de z = 0 a la
singularitat més propera z = 1 (punt d’embrancament) és 1. Si z és un
punt d’aquest disc, podem integrar terme a terme la serie anterior per
arribar a
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punt
d’embrancament

ChOVA
'

tall de branca

Figura G.1: Regions de convergencia de la
funcié f(z) = —(1/z)log(1l — z) del pro-
blema PG.2. També s’indiquen les seves
singularitats.

regi6 11
‘ |z —1|<1

1
regi6 1

|z —1|>1
|

Figura G.2: Regions de convergencia i pol
de la funcié f(z) del problema PG.4.

que té el mateix disc de convergencia. Aixi doncs,

> k
z
k=1

SG.3 Sigui g(2) = f'(2)/f(2). Com que el denominador, f(z), mai s’anul-la a
|z| <1, les uniques singularitats de g(z) sén els pols de f'(z) (que també
sén pols de f(z), ja que alla on f és analitica, f' també ho és).

Si 2z és un pol d’ordre m de f(z), en un entorn d’aquest punt tenim

b,

bferl

flz) =
bm

(z — zo)™

(z —zo)™

(z — 2z9)m!

b_m+1
b (z—z0)+---], (G.1)

on b,, # 0. Si derivem terme a terme tenim

"(5) = _mbm <_m + 1)b—m+1
F'z) (z — z9)m+! (z — z)™
 —mby, (—m 4+ 1)b_mi1 L .
(z — zp)m+1 [1 —mb,, ( o) + } . (G.2)

Veiem, doncs, que alla on f té un pol d’ordre m, f’ hi té un pol d’ordre
m + 1. Dividint (G.2) per (G.1) tenim

9(2)

—m

(1+),

zZ— 20
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on els punts suspensius (---) indiquen poténcies positives de z — z.
Aquesta igualtat ens diu que g(z) té un pol simple alla on f(z) hi té
un pol d’ordre m i que el corresponent residu és

res g(z) = —m,
z=20

és a dir, és l'ordre del pol de f(z) amb signe canviat. Aixi doncs,

1
— @ g(z)dz = — (2 pols) x (ordre 1) — (1 pol) x (ordre 3) = —5.
21t Jo
Per tant,
1 /
I O A
2mi Jo f(2)

SG.4 La funcié f(z) = 1/z + 2% té un pol simple a z = 0. Aix{ doncs, té
dos desenvolupaments de Laurent en potencies de z — 1, un valid a
|z — 1] < 1ilaltre valid a |z — 1| > 1 (regions I i II de la figura G.2).
Regio I:
1 1

e =14 (1- (1—2)? (1-—
P +(1—-2)+ z) ~|—kZ:; 2)"

i, també,
=1-1-2)P2=1-2(1-2)+(1—2)%

Sumem aquestes dues expressions i obtenim

fz)=2—(1-2)+2 1—22+§:1—z
k=3

Regio 1I:
1 1 1  — 1 >
;__1—21—(1—z)1__1—z§(1—z ;1—2

i, com abans,
=1-1-2)P2=1-21-2)+(1—2)%

Sumem aquestes dues expressions i obtenim

==y — = +1-2(1—2)4 (1 —2)?

k=1
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SG.5 En ser Iintegrand una funcié parella, tenim

1 [ xsinzx
[ =— ——dx.
2/_Oox2+b2 v

Aquesta integral és del segon tipus dels descrits a la seccié 5.3 i, per tant,

suma de tots els residus de
Zeiz
22 4+ b2

en el semipla Imz > 0

1
I:§Im 271

La funcié només té un pol simple en el semipla Imz > 0, en el punt
z = i|b|. El residu és

iz 1z —[b]
ze ze €
W =il [(z i1l z2+b21 il [z+¢yb|] 2

Aixi doncs,
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PENARROCHA, J.; SANTAMARIA, A.; VIDAL, J. 2006. Metodes matematics.
Variable complexa. Universitat de Valencia.

RupIN, W. 1976. Principles of Mathematical Analysis. McGraw-Hill, Inc.

SPIEGEL, M. R.; LipscHUTZ, S.; SCHILLER, J. J.; SPELLMAN, D. 2009.
Schaum’s Outline of Complex Variables. 2a ed. McGraw-Hill, Inc.

SPIVAK, M. 1975. Calculus. Reverté.



M...

EmiLiI BAGAN és catedratic de Fisica Tedrica a la UAB i investigador en els camps
de la fisica d’altes energies i de la informacié quantica. Ha fet recerca al BNL
(Nova York), al DAMTP (Cambridge), a 'ITP (Heidelberg), al CQT (Singapur), al
Hunter College (Nova York) i al CSD de la University of Hong Kong. Es professor
de la UAB des de 1981, on ha impartit docéncia de calcul en variable complexa,
equacions diferencials, teoria de grups, mecanica, electrodinamica, teoria
quantica de camps i informacié quantica.

ANTONI MENDEZ és catedratic emérit de Fisica Tedrica a la UAB i investigador en
el camp de la fisica d’altes energies. Ha fet recerca a la Universitat d’Oxford, al
CERN (Ginebra), al DESY (Hamburg) i a les universitats de Florida (Gainesville)
i de California (Berkeley). Es professor de la UAB des de 1971, on ha impartit
docéncia de calcul en una i diverses variables, calcul en variable complexa,
espais de Hilbert, teoria de grups, fisica quantica i fisica de particules.

ORIOL PujoLAs és professor associat de recerca a I'Institut de Fisica d’Altes
Energies (IFAE) i professor investigador vinculat a la UAB. Treballa en els camps
de la gravitacio i de la fisica de particules i ha fet recerca al Yukawa Institute
for Theoretical Physics (Kyoto), a la New York University i al CERN (Ginebra). Es
professor de la UAB des de 1997, on ha impartit docéncia de calcul en variable
complexa, mecanica quantica, relativitat general i cosmologia.

El calcul en variable complexa és una part de les matematiques fascinant, que
combina conceptes analitics i geométrics per arribar, de manera senzilla, a
resultats molt importants. Les seves aplicacions s’estenen a moltes arees de
la fisica i de I’enginyeria. Aquest manual recull material didactic, acumulat
al llarg dels anys, sobre calcul en variable complexa. Inclou apunts de teoria
amb exemples, i nombrosos exercicis, problemes i examens resolts. Aquesta
matéria és part del curriculum del grau de Fisica de la UAB. Els autors han
fet un esfor¢ per adaptar el material al grau actual donant pes als aspectes
formals, al rigor matematic i a les demostracions. El contingut també va dirigit
a estudiants d’altres titulacions, com Matematiques i Enginyeria, interessats
en una introduccié assequible, perd rigorosa, al calcul en variable complexa.
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