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Prologo

Tras muchos cursos impartiendo la asignatura de Estadistica I en la Facultad de
Economia y Empresa de la Universitat Autonoma de Barcelona hemos creido oportuno
ofrecer la coleccion de problemas, junto con sus respectivas soluciones, que se ha ido
generando a lo largo del tiempo. En un principio, los problemas se entregaban en listas
individuales asociadas y pautadas al desarrollo del curso. Tras una primera experiencia, la
lista se conformo en un tnico documento, eso si, sin soluciones explicitas.

Con el paso del tiempo hemos ido afiadiendo y quitando problemas, depurando la
coleccion, con el objetivo que el nivel de la misma fuese el adecuado al de los estudiantes
de la Facultad. Creemos que a pesar de que perduran ciertas diferencias de nivel, y
también de extension, hay una uniformidad suficiente entre los ejercicios y que cualquier
alumno de Economia y Empresa deberia ser capaz de resolverlos, o como minimo de
empezar a resolverlos, con elevada probabilidad de éxito. No hay en la coleccion
ejercicios imposibles, pero si hay ejercicios exigentes que precisan un grado de
pensamiento profundo y de dedicacion y esfuerzo, pero que no requieren capacidad
técnica o analitica especial. Los ejercicios son para estudiantes de Economia y Empresa, y
por esa razén huimos voluntariamente de los tecnicismos y apostamos por las aplicaciones
que pueden ser de interés para los estudiantes de Economia y Empresa. No todos los
ejercicios tiene un aire “econdmico”, pero muchos han sido disefiados para que se vea la
potencialidad de la estadistica en las aplicaciones econdmicas.

La materia de Estadistica en los planes de estudio de los nuevos grados adecuados
al plan de Bolonia puede equipararse a la antigua asignatura de Estadistica en las
licenciaturas de las facultades de Ciencias Economicas y Empresariales. La presente
coleccion corresponde al primer semestre de esta materia en los grados y es aplicable tanto
al grado de Economia como a los grados de orientacién empresarial, como son los de
Administracion y Direccion de Empresas, Contabilidad y Finanzas y Empresa y
Tecnologia. La materia es comun a todos los grados, siguiendo el espiritu bolofiés. Tras
una primera y breve aproximacion al tratamiento de datos empiricos, el primer semestre de
la materia de Estadistica se centra esencialmente en el ambito del calculo de
probabilidades. Ello incluye una descripcion de las reglas basicas de la probabilidad y una
introduccion extensa a las variables y vectores aleatorios. La inferencia estadistica es
objeto de estudio en el segundo semestre de la materia.

La paternidad de la coleccion es amplia, pues ha habido muchos profesores
dedicados a la imparticion de esta materia y nosotros somos, simplemente, los que con
mayor frecuencia hemos asumido la responsabilidad. Si diésemos nombres, lo mas
probable es que nos dejasemos a alguien por el camino. A pesar de ello, y de ser
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seguramente injustos, no podemos obviar a Jordi Caballé y Michael Creel, profesores
permanentes del departamento responsable de la imparticion y colegas de aventura
docente en esta materia. Aunque la mayoria de los ejercicios son de cosecha propia hay
también un buen numero que son “universales” y ‘“atemporales”, pues responden a
preguntas basicas del calculo de probabilidades. La coleccion incluye también un
considerable ntimero de ejercicios que aparecieron en las pruebas y exdmenes de
evaluacién. Los hemos distinguido afiadiendo un asterisco identificativo (*). De esta
manera los estudiantes pueden visualizar cudles son las dificultades reales a las que se
deben enfrentar en el momento de la verdad, cuando se deben aportar los elementos que
permitan garantizar que el nivel de conocimientos y de competencias adquiridos son los

requeridos.

Bellaterra, junio de 2011



100 ejercicios resueltos de estadistica basica para economia y empresa Materials 7

Estadistica descriptiva

1. Un pais ficticio esta compuesto por tres autonomias. La primera (Tacanyuna) tiene dos
habitantes cuyas rentas personales son 30 y 25 M (miles de euros). La segunda autonomia
(Felicia) tiene tres habitantes con rentas de 45, 62 y 15. La tercera (Andamaria) tiene
cinco habitantes con rentas de 38, 86, 43, 65 y 24.

a.
b.

b.

C.

Calcular la renta per capita de cada autonomia.

Calcular la renta per capita “promedio” de las autonomias (use la media aritmética
simple).

Repetir el apartado anterior usando la media ponderada (piense cudles son los
pesos).

Calcular la renta per céapita de pais y compararla con los resultados de b) y c).
Comentar.

Calcularemos el promedio. El promedio de un conjunto de observaciones es la
suma de los valores del conjunto dividida por el numero de observaciones.

I
X=N'§xi

En cada caso tendremos

2
T, = 30;’ 2275

% B2+ 4 67
3
%, - 38+86+453+65+24 512

Si calculamos el promedio de las tres rentas tendremos

- -
g o 2ISTAOGTESI2 g
3

Tenemos que sumar las rentas de todos los habitantes del pais (las tres
autonomias) y dividir por el total de habitantes

30+25+45+62+15+38+86+43+65+24
xpercapita = -
10
_55+122+256
10

=433
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Vemos que la renta per capita no coincide con el promedio de las rentas per capita
de cada una de las autonomias. Esto se debe a que para calcular la renta per capita
del pais a partir de las rentas per capita de las autonomias estas se tendrian que
ponderar por el nimero de habitantes.

2. (*) La cartera de activos de un inversor estd compuesta por dos planes de inversion
(planes I y II). El plan I se inicid con una aportacion de 1.000 euros, tiene dos afios de
vida y ha obtenido rentabilidades del 10% en el primer afio y del 14% en el segundo. El
plan II aporté 4.000 euros, tiene un afio de vida y ha obtenido una rentabilidad del 9%.
Calcular la rentabilidad “promedio” del plan I y estimar la rentabilidad de la cartera de
inversiones.

El plan 1 compromete 1.000 euros a que las rentabilidades obtenidas se
transforman al final de los dos afios en 1.254 euros. En efecto, al final del primer
afio el rendimiento es de (1+0,10)-1.000=1.100 euros. Esta cifra se transforma al
final del segundo afio en (1+0,14) - 1.100=1.254 euros. La rentabilidad “promedio”
del plan ha de ser la tasa anual r; que, aplicada durante dos afios a la cifra
inicialmente comprometida, genera un rescate final de 1.254. Debe cumplirse pues

1.000-(1+7,)-(1+7,) =1.000-(1+7,)* =1.254

de manera que

(1+7,) = 1254 1,254
1.000

y finalmente
1, =4/1,254 -1=0,1198 =11,98%

Es interesante observar que esta rentabilidad “promedio”, calculada usando
matematicas financieras, coincide con la rentabilidad promedio calculada usando
la media geométrica a los factores anuales de incremento.

(L+7) = J(1+7)-(1+1) =/(1,10)-(1,14) = 1,254 =1,1198

Para evaluar la rentabilidad de la cartera hemos de ponderar de alguna manera las
rentabilidades “promedio” de los dos planes. Una posibilidad es tener en cuenta
que los recursos comprometidos en ambos planes (1.000 y 4.000 euros) son
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distintos y usarlos como pesos. Procediendo asi, la rentabilidad “promedio” de la
cartera 7 se podria aproximar usando una media ponderada

S

F:

7+ =1, =(0,2)(0,1198) +(0,8)-(0,09) = 0,0959 = 9,59%

| —
()]

3. Un aficionado a los coches acaba de adquirir una coleccion compuesta por:

1 Ferrari, con un precio de 200.000 €/unidad
2 Audis, con un precio de 50.000 €/unidad
4 Seats, con un de precio 15.000 €/unidad
1 Jaguar, con un precio de 100.000 €/unidad

a. Calcular el precio “promedio” de un coche (discutir qué medida debe usarse).
b. Calcular un indice de precios de la compra y compararlo con el anterior.

a. Se trata de considerar qué media ponderada es adecuada en este caso. Se pregunta
cual es el precio “promedio” de un coche y ello sugiere ponderar por los coches
comprados, que en total han sido 8. Podemos usar los siguientes pesos:

w1
g
—
28
w3
8
w1
* 8

de manera que el precio “promedio” de un coche sera:

4
p = Ea) ‘p. = l'200.000 +z'50.000 +ﬂ'15.000 +l -100.000 = 57.500
¢ 8 8 8 8

b. Ahora se trata de usar una ponderacion que se corresponda con la tradicional
ponderacion de los indices de precios al consumo. En este caso los pesos se
obtienen teniendo en cuenta el gasto dedicado a cada uno de los items adquiridos.
En otras palabras, para el primer tipo de coche
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Y mP 1-200.000 _
! i”'l’ 1-200.000+2-50.000 +4-15.000 +1-100.000

s
i=1

donde #n; indica el numero de coches adquiridos de cada una de las marcas.
Repitiendo el célculo para el resto de marcas tendriamos:

_2:50000 -

w,=————=0,
460.000

o, = 4-15.000 ~0.130
460.000

@, = 1-100.000 0,217
460.000

Se verifica que los pesos suman la unidad (excepto por error de redondeo). El indice
de precios resulta ser en este caso:

4
D, = Ea)i - p, =0,435-200.000 +0,217-50.000
i=1

+0,130-15.000+0,217-100.000 =121,15

Las diferencias de ambos “promedios” son significativas y llamativas. En el primer
caso la ponderacion se basa en el nimero de unidades compradas mientras que en el
segundo caso se basa en el valor de adquisicion de las unidades compradas. Que los
resultados sean tan distintos pone de manifiesto la necesidad de pensar con cuidado
qué pesos son los mas apropiados en cada caso que se analice.

4. Las calificaciones de los alumnos en un examen de Estadistica han sido: 6, 4, 4, 3, 6, 10,
1,0,2,6.,6,8,5

a. Calcular la media aritmética simple, la moda, la mediana y la media geométrica.

b. Si usted fuese un lider estudiantil, ;qué medida de centralidad escogeria para
argumentar la buena “calidad” del grupo?

c. Siusted fuese el profesor de la materia, ;qué medida de centralidad escogeria para
argumentar la pésima “calidad” del grupo?

d. Siusted fuese un observador imparcial, ;qué podria decir sobre el nivel del grupo?

a. Lamedia

)?:6+4+4+---+8+5=g:4’69
13 13
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La moda de un conjunto de observaciones es el valor que aparece con mayor
frecuencia. Por lo tanto, en esta coleccion de datos la moda es 6.

Si ordenamos las observaciones en sentido creciente, la mediana es, si no es impar,
. N+1
el valor de la observacion que ocupa el lugar central (T) . Puesto que

N +1

(

)=7y el valor de la observacion 7, la mediana es 5.

Finalmente, la media geométrica es la raiz n-ésima del producto de las
observaciones dividida por el numero de observaciones

=
I
=
=
~
=

En este caso,

x=N6-4-.-5=0

Vemos que la media geométrica queda “desvirtuada” ya que al existir una
observacion igual a cero hace que esta media geométrica sea cero.

b. La moda, ya que obtenemos la nota mas alta con un 6.
La media, ya que el resultado es suspenso, con un 4,69.

d. Lanota con mayor frecuencia es 6. Los que aprobaron, no lo hicieron con buena
nota. Y el promedio esta por debajo del aprobado.

5. En una empresa se pagan los siguientes salarios (en euros):

Salarios | N°empleados
1.200 5
1.300 3
1.400 10
1.500 9
1.600 8
1.700 5
1.800 4

a. Calcular el salario “promedio”.
b. Dilucidar qué grupo de empleados tiene un mayor peso en la formacion del salario
“promedio” entendido como media ponderada (use dos tipos diferenciados de
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pesos).

c. Determinar a qué grupo de empleados corresponde el punto medio de la escala
salarial.

d. Uno de los empleados que cobra 1.800 € va a ser trasladado a otra sede y va a ser
susstituido por un empleado que recibird 3.500 €. Verificar si este cambio afecta
las respuestas anteriores.

a. En el céalculo del salario “promedio” hemos de tener en cuenta que un mismo
salario estd compartido por mas de un empleado y que el nimero de empleados es
dispar segiin nivel salarial. Una opcidn natural es calcular el salario “promedio”
usando una media aritmética ponderada en la que los pesos son el nimero de
empleados que comparten un mismo salario sobre el total de empleados. Asi, hay
5 empleados que ingresan 1.200 euros mensuales y un total de 44 empleados, de
forma que el peso de este nivel salarial seria de 5/44. Otra alternativa seria calcular
pesos en funcion del gasto asociado a cada tipo de salario. En este caso, el gasto en
el nivel salarial 1.200 seria de 6.000 euros mientras que el gasto total puede verse
que llegaria a 65.900 euros y el peso en este caso seria de 6.000/65.900. La tabla
siguiente resume los pesos posibles:

Salario Empleados  |Pesos empleados Masa salarial Pesos salarios
1.200 5 0,114 6.000 0,091
1.300 3 0,068 3.900 0,059
1.400 10 0,227 14.000 0,212
1.500 9 0,205 13.500 0,205
1.600 8 0,182 12.800 0,194
1.700 5 0,114 8,500 0,129
1.800 4 0,091 7.200 0,109

Sumas 44 1,000 65.900 1,000

Tenemos pues 7 pesos, uno por cada categoria de nivel salarial. Gracias a estos
pesos (tercera columna de la tabla) podemos calcular los salarios “promedio”
cuando usamos los pesos derivados del nimero de empleados

7
X, = ij X, = 1.497

Jj=1

Mientras que si usamos los pesos de la masa salarial (quinta columna)
obtendriamos:

7
)?w=2wj-xj=l.517

Jj=1



100 ejercicios resueltos de estadistica basica para economia y empresa Materials 13

El salario “promedio” es bastante similar en ambos casos.

b. En ambos casos, el nivel salarial tercero, el que corresponde a 1.400 euros,
representa el mayor peso en el calculo del promedio ponderado.

c. El punto medio de la escala salarial se corresponde con la mediana. En la tabla
apreciamos que los niveles salariales estdn ordenados de forma creciente. Hay 44
empleados, un numero par, de forma que la mediana se corresponderd con las
posiciones 22 y 23 que pertenecen al cuarto nivel salarial, es decir, con 1.500
euros.

d. El punto medio de la escala salarial medido por la mediana no se verd alterado. En
cambio, el salario “promedio” medido por la media ponderada si que sera
afectado, pues los pesos se modificaran al haber una nueva clasificacion de
empelados y niveles salariales. Con pesos basados en el nimero de empleados el
salario “promedio” nuevo pasara a ser X, =1.536, mientras que con pesos basados

en la masa salarial serd de X, =1.612.

6. El ingreso mensual medio de los empleados agricolas es de 1.300 euros. El de los
empleados no-agricolas es de 2.000 euros.

a. Determinar la distribucion de empleados que generaria un ingreso medio conjunto
de 1.500 euros.

Repetir si el ingreso medio conjunto fuese de 1.800 euros.

c. Con los datos del apartado anterior, suponer que los empleados no-agricolas se
clasifican en empleados de la industria y empleados de los servicios, con
proporciones del 40% y 60% respectivamente. Si el ingreso medio de los
empleados de la industria es de 1.900 euros, hallar el de los empleados de
servicios.

a. Conocemos el salario medio agrario, el no-agrario y el que corresponde al
conjunto de ambos:

X, =1.300
X, =2.000
¥ =1.500

También sabemos que el salario conjunto puede calcularse como una media
ponderada del salario agrario y el no agrario, en la que los pesos son las
proporciones de empleados en ambas categorias:

x=ax,+(l-a)x,,
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Despejando para la proporcion a hallamos que es a=5/7.

b. Se trata de repetir el apartado anterior si ahora x =1.800. Hallariamos que la
proporcion de empleados agrarios seria a=2/7.

c. El salario medio en la industria es de X,

empleados industriales del 40% y del 60% en los servicios. El sector no-agrario
incluye a la industria y los servicios y sabemos que su salario medio es de 2.000
euros. En estas condiciones tendremos:

=1.900 con una proporcion de

Xy, =0,40-x,, +0,60- X,

Y de aqui:

- 'YNA _0’40.f1ND — 2,000—0,40'1’900

=2.066,67
SER 0,60 0,60

7. Una empresa de pavimentacion de calzadas ha reconstruido 240 metros de calle. La
primera mitad se rehizo en 10 dias mientras que para la segunda mitad se necesitaron 8
dias. El alcalde del pueblo le pregunta al gerente de urbanismo cual es la productividad
“promedio” (metros de calzada por dia) de la empresa. Ayude al gerente a responder a
esta cuestion.

Vemos que la productividad (espacio pavimentado/tiempo empleado) difiere en las
dos mitades de la calzada:

120 metros en 10 dias — 12 metros/dia

120 metros en 8 dias — 15 metros/dia

La productividad en ambas mitades es claramente diferente. Si el gerente cree que la
productividad “promedio” es la media aritmética de ambas productividades, le
contestard al alcalde que dicha cifra es de 13,5 metros por dia (13,5 = (12 + 15)/2). Sin
embargo, es inmediato ver que si esta productividad promedio se aplica a las dos
mitades se genera una distancia que no corresponde a la efectivamente pavimentada.
En efecto,

13,5 metros/dia x 18 dias = 243 metros

Si el gerente de urbanismo hubiese usado el promedio denominado media armonica,
sin embargo, la respuesta hubiese sido otra. En este caso, el promedio de
productividad seria:
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— =13,333 metros/dia

+
2 12 15

Este promedio, aplicado al numero total de dias empleado en la pavimentacion, genera
la distancia correcta:

13,333 metros/dia x 18 dias = 243 metros

8. (*) Una empresa produce coches en tres plantas distintas (A, B y C). En la planta A se
producen 500 coches en 20 dias, en la B se producen 500 en 25 dias y en la C también
500 pero en 30 dias.

a. La direccion de la empresa le pide que le informe de cudl es la productividad
“promedio” de sus plantas. Discuta el concepto adecuado de promedio y calcule la
informacion solicitada.

b. Suponer a continuacidn que las cifras de produccion fueran de 500 en A, 600 en B
y 700 en C. Volver a responder a la pregunta de la direccion de la empresa
especificando cudl es la contribucion de cada una de las plantas a la productividad
global de la empresa.

a. La productividad promedio de la empresa es fécil de calcular pues se producen
1.500 coches en 75 dias, es decir, tenemos una productividad promedio de 20
coches por dia. Sin embargo, si queremos calcular la productividad de la empresa
en funcion de las productividades de las plantas necesitamos usar el concepto de
media armonica. En este caso con productividades de plantas:

A: 500 coches en 20 dias: 500/20 = 25
B: 500 coches en 25 dias: 500/25 =20

C: 500 coches en 30 dias: 500/30 = 16,667

La productividad de la empresa sera:

! =20 coches/dia

/1 1 1
=+t
3125 20 16,667

b. La productividad promedio es en este caso de 24 (1.800 coches/75 dias = 24). Las
productividades en las tres plantas son:
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A: 500 coches/20 dias = 25
B: 600 coches/25 dias =24
C: 700 coches/30 dias = 23,333
Si usamos estas tres productividades para obtener el promedio basado en la media

armonica obtendriamos:

! = 24,092 coches/dia

1/1 1 1
=+t
3125 24 23,333

Cifra que no coincide con la productividad global de la empresa, que hemos visto
era de 24. ;Cual es el problema aqui? Resulta que en este segundo caso las plantas
no estan produciendo el mismo volumen de output y es necesario ponderar este
hecho. Si usamos la formula de la media armoénica ponderada:

donde @, son pesos no-negativos que miden el tamafio de las plantas y x; son las
productividades en las plantas, encontraremos el resultado correcto:

—-a — 1 —_—
@ 1 1 1
a)1 — + 602 — (U3 .
25 24 23,333
- ! =24
500 1 600 1 700 1
- . - + - . _ + .

1.800 25 1.800 24 1.800 23,333

La contribucion de cada planta a la productividad de la empresa depende de su
tamafio relativo, caracteristica que viene medida por los pesos w

i

9. Un recién licenciado esta buscando su primer trabajo y ha recibido dos ofertas de empleo
por parte de las empresas A y B. El salario medio mensual es el mismo en ambas
empresas (1.200 euros), mientras que la desviacion estandar en los salarios es de 120
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euros en la empresa A y de 60 euros en la B. ;En qué empresa obtendria el mejor salario
inicial? Explicar. ;En qué empresa obtendria el mejor salario a los diez afios de estar
empleado? Explicar.

A pesar de compartir el mismo salario mensual medio, la empresa A presenta una
escala de salarios mas amplia que la empresa B, segin se desprende de las
desviaciones estandar. Si las retribuciones tienen algo que ver con la experiencia
laboral, es de prever que en un principio un empleado (en A o en B) obtendra un
salario inicial cercano a los mas bajos de su empresa. Puesto que hay mas dispersion
salarial en A que en B, el salario inicial en B no seria posiblemente tan bajo como
en A. Sin embargo, con el paso de los afios y la acumulacién de experiencia
profesional, un empleado en A podra llegar a salarios méas altos que en B, puesto
que el intervalo de los mismos es mayor en A que en B. En definitiva, en el inicio
de su carrera B es posiblemente mejor que A, pero con experiencia acumulada A es
posiblemente mejor que B.

10. (*) Una empresa estd interesada en saber la variabilidad de sus salarios y a qué puede
deberse tal variabilidad. La plantilla de la empresa esta compuesta en su integridad por
cuatro operarios, dos administrativos y dos técnicos. Las retribuciones mensuales (en
euros) son:

operario 1: 1.000
operario 2: 1.100
operario 3: 900
operario 4: 1.000
administrativo 1: 700
administrativo 2: 1.300
técnico 1: 1.400
técnico 2: 1.800

a.

b.

a.

Calcular las medidas de centralidad y dispersion habituales para la plantilla de la
empresa.

Catalogar adecuadamente la plantilla y obtener la descomposicion de la varianza
en intervarianza e intravarianza. Explicar qué fuente de variabilidad es mas
importante.

Lo primero que vamos a hacer es reescalar los datos para evitar que en las
operaciones aparezcan numeros excesivamente grandes. Expresaremos pues las
cifras en miles de euros. Tendremos:

1+1,1+0,9+1+0,7+1,3+1,4+1,8
8

Moda: 1 (es el valor que mas se repite)

Media:

=1,150

Mediana: si ordenamos las observaciones de menos a mayor tenemos 0,7; 0,9;
1;1;1,1;1,3; 1,4; 1,8.
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Por lo tanto la mediana esta entre la cuarta y la quinta observacion,

1+1,1

=1,05.

Varianza: si usamos el simbolo o’para representar la varianza de una
coleccion de datos:

52 (115 +(L1-1,150° 4.+ (1,8-L,15)
8

=0,1025

Desviacion estandar: o 0,1025=0,3202

b. La coleccion de observaciones puede catalogarse distinguiendo 3 grupos:
operarios, administrativos y técnicos. La variabilidad del conjunto de todas las
observaciones puede atribuirse en parte a las diferencias de retribucion que existen
entre los tres grupos y en parte a las diferencias que se dan dentro de cada grupo.
La primera de estas fuentes de variabilidad se denomina intervarianza, mientras
que la segunda se denomina intravarianza. Por definicion la intervarianza se mide
como la varianza de las medias de los grupos mientras que la intravarianza se mide
por la media de las varianzas de los grupos. Usando las formulas:

;(x -x) :
R

donde tenemos que

n: numero total de observaciones en la coleccion (n = 8 en nuestro caso)
h: namero de grupos en la coleccion (4 = 3)
nj: nimero de observaciones dentro del grupo 4 (3,2 y 2)

X : media de la coleccidon

X, : media del grupo A

2., :
o, : varianza del grupo /
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Usando los datos suministrados en el problema hallariamos:

Se verifica que la variabilidad total es la suma de la intervarianza y la

intravarianza:
0% =0,1025=0, +0} =0,0675+0,035
Si expresamos esta propiedad en porcentajes:

2 2
Te*9p 100 2975 100 2035 160 65,859+ 34,15%
- 0,1025 @ 0,1025

de forma que podemos concluir que casi el 66% de la variabilidad en los datos
puede atribuirse a la variabilidad que existe entre los grupos (intervarianza).

11. Demostrar que las varianzas de una poblacion y de una muestra también se pueden
calcular como:
1 N _
§F = Ex? - X’
N-1<« ' N-1

J

donde x; representa las observaciones y X representa la media aritmética.
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En el primer caso y partiendo de la definicion tenemos:

i(xi - x)° i(x? - 2x, ‘X+Xx%)

S2=l'=1 — =l =
N -1 N -1
1 <~ I I ~_»
= 3 xX2+— NV (2x. - D+— VN x’=
Vo2 TN 2RI 2

:N—12x3+—12(_2xf')7)+NN =
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12. Se ha compilado de un censo la informacion sobre el sexo, la edad y el origen geografico
de una poblacion de individuos, asi como sus rentas mensuales en euros. Los datos
aparecen en la siguiente tabla:

Individuos Renta mensual
H,AN 4.000
M,J,S 1.400
H,J,N 3.500
H,J,S 3.200
H,AN 3.900
M,AN 2.400
M,J,N 1.600
M,A,S 2.200
H,J,S 3.100
H,J,N 3.300
M,A,S 2.100
M,J,S 1.300
M,A,S 2.150
M,J,N 1.500
H,J,N 3.300
H,AN 3.900
M,A,S 2.000
M,A,S 2.200

donde M: masculino, H: femenino, A: adulto, J: joven, N: norte y S: sur. Estudie estos
datos intentando extraer toda la informacion estadistica que pueda. En particular:

a. Analice la centralidad de la distribucion de las observaciones.

b. Analice la variabilidad de la distribucion.

c. Estudie qué papel juegan el sexo, la edad y el origen regional en la variabilidad de
la renta.

a. Se trata de calcular la media aritmética de las observaciones. Si reescalamos las
cifras para que se expresen en miles de euros tendremos:

18 40+1,4+3,5+...+2,0+2,2
f=i2x_=( )=2,613
18j=1 / 18
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b. Ahora hemos de calcular la variabilidad de la coleccion de observaciones salariales
y lo hacemos usando la varianza:

18

‘LE(" _f)z_(4,0—2,613)2+(1,4—2,613)2+...+(2,2—2,163)2
184 18

=0,792

c. El siguiente paso consiste en estudiar como los atributos que escriben las
observaciones influencian la variabilidad y a este efecto comenzaremos
distinguiendo las observaciones en dos grupos por razon de sexo (H, M). Una vez
clasificadas las observaciones calculamos la media aritmética y la varianza en cada
uno de los dos grupos:

X,=3,525 x,=1,885
o;=0,112 o} =0,140

y a partir de aqui podemos calcular la intervarianza y la intravarianza y
descomponer el total de variabilidad en estos dos componentes:

LS55 -
((2 614-3,525)> -8+ (2,614 -1,885)° 10) 0,664
A

(0,112-8+0,140-10) =0,128

—
OO

Podemos verificar que la varianza de la coleccion completa es la suma de estos dos
componentes:

0%=0,792=0; +0, =0,664+0,128
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Si expresamos esta relacion en porcentajes veremos que practicamente el 84% de la
variabilidad puede atribuirse a las diferencias de salarios entre sexos:

o.+o0; 1002 %664 150, 0:128

o’ 0,792 0,792

100 =83,83%+16,17%

13. (*) La siguiente tabla presenta informacion sobre los resultados de un examen de
estadistica (variable X) y las horas por semana dedicadas al estudio de esta asignatura
durante el curso (variable Y') referentes a un grupo de 107 estudiantes.

menos de 10 entre 10y 20 mds de 20
Excelente 0 2 2
Notable 2 10 7
Aprobado 14 23 3
Suspendido 37 7 0

En base a la informacion proporcionada se pide:

a. Obtener las distribuciones de frecuencias marginales, absolutas y relativas, de las
dos variables.

b. Si transformamos las calificaciones categoricas en sus equivalentes numéricos tal
como se hace en la Facultad de acuerdo con el siguiente baremo:

Excelente = 3, Notable = 2, Aprobado = 1, Suspenso =0

(Cual es la nota promedio de este grupo de estudiantes? ;Cual es la desviacion
estandar? ;Cual es la nota mediana?

c. De entre los estudiantes que estudiaron menos de 10 horas, ;qué porcentaje superd
la asignatura?

d. De entre los estudiantes que superaron la asignatura, ;qué porcentaje estudiod
menos de 10 horas?

e. (Coinciden los porcentajes hallados en los apartados (c.) y (d.)? ;Por qué?

f. Si transformamos las calificaciones categdricas en numéricas como hemos hecho
en el apartado (b.), {qué medida mide mejor la dispersion, la desviacion estandar o
el coeficiente de correlacion? Justificar la respuesta.

a. Las frecuencias marginales absolutas se obtienen de la suma por filas (variable X,
calificacion en este caso) y la suma por columnas (variable Y, horas de estudio en
este caso). Una vez tenemos las frecuencias marginales absolutas, las frecuencias
marginales relativas se obtienen dividiéndolas por el total de observaciones, 107
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en este caso. Asi, a partir de la tabla con los datos originales podemos obtener las
frecuencias marginales que se piden:

menosde 10 entre 10y 20  mds de 20 n;. [
Excelente 0 2 2 4 0,0374
Notable 2 10 7 19 0,178
Aprobado 14 23 3 40 0,374
Suspenso 37 7 0 44 0,411
n; 53 42 12 107
fi 0,495 0,393 0,112 1

b. En este caso, podemos sustituir las calificaciones categoricas (o cualitativas) de la
tabla anterior por sus equivalentes numéricos (o cuantitativos).

menosde 10 entre 10y 20 mds de 20 n;. fi-
3 0 2 2 4 0,0374
2 2 10 7 19 0,178
1 14 23 3 40 0,374
0 37 7 0 44 0,411
n.; 53 42 12 107
fi 0,495 0,393 0,112 1

Media: para calcular la media, dado que no tenemos las observaciones originales
s1 no su resumen en frecuencias, usamos la formula:

f=l-2n[}xl_

n

Asi tenemos

F o (434192+401+440) = -2 _ 0,841
107 107

Desviacion estandar: para calcular la desviacion estandar (que denotaremos por S)
. . 2

calculamos primero la varianza (S°). De nuevo, dado que no tenemos las

observaciones originales sino su resumen en frecuencias, usamos la férmula:
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1
S?==-Vn(x-x)
(%= %)

Asi tenemos S* =0,713

Por tanto,

S =+/5? =[0.713 = 0,844

Mediana: para calcular la mediana calcularemos primero las frecuencias absolutas
acumuladas. Es importante recordar que los valores de la variable deben estar en
orden creciente. Por tanto, tenemos que reordenar las filas de la tabla, de menor a
mayor. Entonces calculamos las frecuencias acumuladas.

menos de 10 entre 10y 20 mads de 20 n;. N,
0 37 7 0 44 44
1 14 23 3 40 84
2 2 10 7 19 103
3 0 2 2 4 107

A continuacion, dado que tenemos

vemos que la observacion “mediana” corresponde al valor 1 (Aprobado), ya que
53,5 se encuentra entre la frecuencia acumulada de 0 y la frecuencia acumulada de
1.

c. A partir de la tabla con las frecuencias marginales (apartado a.) observamos que:

* Estudiantes que estudiaron menos de 10 horas = 53
* Estudiantes que superaron la asignatura de
entre los que estudiaron menos de 10 horas=0+2 +14 =16

Por tanto, el porcentaje que se pide es:

E—03

53

d. A partir de la tabla con las frecuencias marginales (apartado a.) observamos que:
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* Estudiantes que superaron la asignatura =4 + 19 + 40 = 63

* Estudiantes que estudiaron menos de 10 horas de entre los que superaron la
asignatura=0+2 +14=16

Por tanto, el porcentaje que se pide es:

16 =0,25
63

e. No, no coinciden. Y no lo hacen porque se trata de conceptos diferentes.

Primero calculamos la “frecuencia de aprobados condicionada a que se ha
estudiado menos de 10 horas” y luego calculamos la “frecuencia de quienes han
estudiado menos de 10 horas condicionada a haber superado la asignatura”.

f. Claramente, la desviacion estandar.

La desviacion estdndar es una de las “medidas de dispersion”, la raiz cuadrada de
la varianza. El coeficiente de correlacion mide el grado de relacién entre dos
variables. Aunque en su célculo intervienen la covarianza y la desviacion estandar,
su calculo no aporta ninguna informacion sobre la dispersion de las observaciones
de una variable con respecto a su media.
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Probabilidad: espacio muestral, sucesos, reglas de la probabilidad

14. Demostrar las siguientes propiedades de conjuntos, donde 4, B, y C son subconjuntos de
un espacio Q y donde A° representa al conjunto complementario del conjunto A

(4°)°=A

. (AUBNC=ANC)UBNCO)
(ANB)UC=AUC)N(BU C)

d. Leyes de de Morgan: (4 U B)’=4°N B° y (4 N B)=4 ‘U B°
e. B=(BNA)UBNA)

o o w

Para demostrar las igualdades propuestas representaremos, en cada caso, mediante
diagramas de Venn el conjunto resultante de las operaciones entre conjuntos que
aparecen en la expresion izquierda de la igualdad. La demostracion se completa
comprobando que la expresion derecha de la igualdad conduce al mismo resultado.

a. Representamos primero A° para comprobar luego que su complementario, (4°), es A

5

A (A°)°=A

b. Ambos lados de la igualdad corresponden al conjunto sombreado en el grafico
siguiente:




28 Materials Ferran Sancho; Xavier Vila

c. Ambos lados de la igualdad corresponden al conjunto sombreado en el grafico
siguiente:

d. Para la primera ley de Morgan tenemos,

a
e

Para la segunda ley de Morgan tenemos,
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e. En este caso representamos por separado los dos componentes de la expresion
derecha, (BﬂA) y (BﬂAC). Se comprueba inmediatamente que la expresion

izquierda, B, coincide con la union de estos dos componentes.

(BN A) (BNAY)

15. Representar graficamente mediante diagramas de Venn los siguientes supuestos:

El suceso A ocurre.

El suceso A4 no ocurre.

Ocurren los sucesos 4y B.
Ocurren 4 o B.

Ocurren 4 o B, pero no ambos.
Ocurre A4 pero no ocurre B.

No ocurren ni 4 ni B.

Ocurren 4, B,y C.

Ocurren A4 y B, pero no C.
Ocurren 4 o B, pero no C.

No ocurre 4 pero si ocurren By C.
No ocurre 4 pero si ocurren B o C.

mAETITEE e a0 o

El area sombreada representa, en cada caso, el suceso propuesto:
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oy
o
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&
a‘
XN

XN
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16. Una urna contiene una bola blanca, una bola negra y una verde. Considere los
experimentos aleatorios siguientes:

a. Se extraen secuencialmente dos bolas de la urna. Una vez extraida la primera se
anota el color y se vuelve a poner en la urna; a continuacion se extrae por segunda
vez una bola y se vuelve a anotar el color (este procedimiento se denomina
muestreo con reemplazamiento). Construir el espacio muestral () .

b. Este apartado es como el anterior, pero una vez la primera bola ha sido extraida no
se devuelve a la urna (este procedimiento se denomina muestreo sin
reemplazamiento). Construir el espacio muestral Q.
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c. Determinar las probabilidades de los sucesos simples e, que componen Q en el

apartado a. utilizando el concepto de probabilidad objetiva cldsica (casos
favorables sobre casos totales).
d. Lo mismo que en c. para los sucesos simples del apartado b.

a. Representemos el color de cada bola por su inicial: B, N, V. Dado que las bolas se
extraen secuencialmente y que se habla de “primera bola” y de “segunda bola”
entenderemos que el orden importa. En este caso, dado que hay reposicion,
tenemos:

={(B.B).(B.N).(BV).(N.B).(N.N).(N.V).(V.B).(V.N).(V.V)}
b. Al no haber reposicion una misma bola no puede aparecer dos veces. Por tanto,
={(B.N),(B.V),(N,B),(N.V),(V',B),(V,N)}

c. Dado que tenemos 9 resultados (sucesos simples) posibles, todos ellos
equiprobables, la probabilidad de cada uno de ellos sera:

1
p(ei) = §

d. De la misma manera, si ahora hay 6 resultados equiprobables diferentes
tendremos:

1
p(ei) = g

17. Una urna contiene dos bolas blancas y una bola negra. Considerar el experimento
aleatorio de extraer secuencialmente dos bolas de la urna y anotar el color.

a. Construir el espacio muestral € si la extraccion es con reemplazamiento.
. Lo mismo si la extraccion es sin reemplazamiento.
c. Determinar las probabilidades de los sucesos simples e, del apartado a) usando el

concepto clasico de probabilidad.

d. Lo mismo que en c) para los sucesos simples del apartado b).

e. Calcular la probabilidad del suceso compuesto 4: “las bolas son del mismo color”
para los dos experimentos de extraccion.
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a. Representamos con B; y B las dos bolas blancas, y con N la bola negra. Si hay
reemplazamiento el espacio muestral sera:

Q= {(Bl,Bl), (B,,B,),(B,,N),(B,,B),(B,,B,),(B,,N),(N,B),(N, B,),(N, N)}
b. Sin reemplazamiento tenemos:
Q={(B,B,).(B,,N),(B,,B,),(B,,N),(N,B),(N,B,)}

c. Dado que tenemos 9 resultados (sucesos simples) posibles, todos ellos
equiprobables, la probabilidad de cada uno de ellos sera:

1
p(ei) = §

d. De la misma manera, si ahora hay 6 resultados equiprobables diferentes
tendremos:

1
p(ei) = g

e. En el caso con reemplazamiento, hay 5 resultados en los que las dos bolas son del
mismo color. Por tanto,

5
pA)=3

Si no hay reemplazamiento, solo en 2 resultados de los 6 posibles tenemos las dos
bolas del mismo color. Asi,

2
p()=7
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18. Imaginar un dado ficticio “honesto” que tuviera inicamente tres caras numeradas 1, 2 y 3.

b)

Construir el espacio muestral Q correspondiente al experimento aleatorio repetible
de lanzar el dado dos veces y anotar los nimeros que aparecen.
Determinar la probabilidad de cada uno de los sucesos simples e; de Q.

Considerar a continuacion los sucesos compuestos definidos por:

A1: no aparecenni el 1 niel 2.
A»: aparece al menos un 2.
Aj: la suma de los nimeros que aparecen es menor que 5.

Definir estos sucesos en base a los sucesos simples que los componen.
Definir los sucesos simples que componen los sucesos:

AUA, AUA, A UA, ANA,
ANA, ANA, AUA, AUA, A U(4,NA4,)

Determinar la probabilidad de cada uno de los sucesos compuestos anteriores

Representaremos los posibles resultados del experimento de azar por duplas del
estilo (1,1). En este caso estariamos diciendo que al lanzar el dado dos veces
aparece un 1 en cada lanzamiento. El espacio muestral sera:

Q ={(L1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3.1),(3.2),(3,3)}

Puesto que el dado es “honesto”, cada una de las tres caras es equiprobable.
Asimismo, y por la misma razon, cada una de las 9 duplas en Q sera un suceso
equiprobable. Puesto que el total de probabilidad es siempre 1, ello conduce a
concluir que cada dupla tiene probabilidad 1/9.

Se trata de identificar los sucesos simples que forman parte de cada uno de los
nuevos sucesos. Tendremos:

4,={3.3)}
4, ={(1,2),(2,1),(2,2).(2,3),(3,2)}
4, ={1,D,(1,2),(1,3),(2,1),(2,2), 3, 1)}
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d) Similar al caso anterior, se trata de usar las propiedades de las operaciones de
conjunto para listar los sucesos simples que constituyen cada uno de los sucesos
compuestos. A titulo de ejemplo presentamos algunos de ellos y dejamos el resto
para el lector:

4,04, ={(1,D,(2,),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}
ANA4, =0
A,N4, = {(1,2),(2,1),(2,2)}

e) Para los ejemplos previos:

P(4UA4)=6/9
P(4N4,)=0
P(4,N4,)=3/9

19. (*) Vamos a suponer que se presentan 4 candidatos a las futuras elecciones a la
presidencia del Barga (A, B, C y D). Un estadistico profesional ha establecido sin ningin
tipo de duda que la probabilidad de ser escogido president es directamente proporcional al
numero de afios que el candidato ha participado en las tertulias futboleras (La Graderia,
El Rondo, Punto Pelota, etc.). Para los 4 candidatos estas experiencias son,
respectivamente, de 2, 3, 4 y 5 afios.

a. Evaluar la probabilidad que tiene cada candidato a ser elegido president.
b. Evaluar la probabilidad que sea elegido presidente uno de los 2 candidatos con
menor experiencia tertuliana.

a. Representaremos por A4 el suceso “el candidato 4 ha sido elegido president”, idem
con B, C'y D. Si hacemos que p represente la probabilidad de base, de momento
desconocida, que corresponde a 1 afio de experiencia en tertulias futboleras,
tendremos que por proporcionalidad se ha de cumplir:

P(4)=2-p
P(B)=3"p
P(C)=4p
P(D)=5p

Ademas el espacio muestral es Q={A,B,C,D}. Sabemos que P(Q)=1y

también:

P()=P{¢B¢10}=P@®+Pun+P«3+Pun=2;p+3p+4¢p+5p
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y de aqui se encuentra que p= 1/14. Por consiguiente, P(4)=2/14, etc.

b. Se trata del suceso AU B . Por la regla aditiva y dado que son sucesos excluyentes
(ambos no pueden ser president) tendremos:

P(AUB) = P(A)+P(B)=2/14+3/14=5/14~36%

20. Los ordenadores han de estar protegidos de los ataques de los virus informaticos. Estamos
considerando dos productos antivirus. El primero (4) se sabe que detecta un 50% de los
virus, mientras que el segundo (B) solo detecta el 40% de los virus informaéticos.
Queremos saber cual seria la efectividad protectora de usar ambos programas a la vez. Y
para ello hemos de evaluar el porcentaje de deteccion si se usan ambos programas (pista:
una manera de proceder es partir de calcular los porcentajes minimo y maximo de
efectividad conjunta que corresponden al peor y mejor escenario de efectividad conjunta.)

El peor escenario posible es aquel en el que los programas A y B comparten la
deteccion de una misma base de virus pero 4 detecta un poco mas que B (es decir:
B C A4). En este caso los virus detectados por ambos programas serian 4N B =B de
forma que P(4MNB) = P(B)=0,40. En el mejor escenario posible 4 y B detectan virus
totalmente distintos, de forma que ANB=Y y asi PANB) = 0. El suceso
“efectividad en la proteccion si se usan ambos programas” se puede representar por
AU B. Por la regla aditiva de la probabilidad:

P(AU B)=P(4) + P(B) — P(AN B) = 0,90 (en el mejor escenario)

P(AU B)=P(A) + P(B) — P(AN B) = 0,50 (en el peor escenario).

21. Una caja contiene cuatro monedas, 3 de las cuales son “honestas” y una esta trucada
(tiene dos caras). Una moneda es escogida al azar de la caja y es lanzada al aire dos veces.
Considere el suceso A: “aparecen dos caras”. Hallar la probabilidad p(4) del suceso.

Hay dos posibilidades mutuamente excluyentes de observar el suceso. La primera es si
la moneda elegida es la ‘“honesta” (llamemos a esta posibilidad E;, que tiene
probabilidad 3/4) y la segunda si la moneda es la trucada (£, con probabilidad 1/4). En
el primer caso se observaran dos caras con probabilidad 1/4, mientras que en el
segundo caso se observaran las dos caras con certeza, o probabilidad 1. Se trata de
ponderar ambas vias para llegar al suceso deseado y ello conduce a usar la regla de la
probabilidad total

P(A)= P(E,)-P(A] E)+ P(E,) P(A/E,) = >~ +—-1 =%

B w
NI
NG
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22. Suponer que de una tabla actuarial se sigue que la probabilidad que un individuo de 30
afos muera en el transcurso de un afio es de 0.1. Tomar un grupo de 10 individuos de esa
edad y determinar las probabilidades de los siguientes sucesos:

e o o

Aj: ninguno de ellos muera.
A»: no muera mas de uno.
Asz: muera mas de uno.

A4: muera por lo menos uno.

Tenemos 10 individuos, j=1,2,..,10, y cada uno de ellos puede seguir viviendo
(suceso V) o fallecer durante el periodo en cuestion (suceso M;). El suceso A4,
puede visualizarse como el suceso “todos los individuos perviven” que podemos
suponer son independientes entre si y usar la regla multiplicativa de la
probabilidad:

P(4)=PV,0NV,N..0V,))=PV,)- PWV,).... P(V,,) =(0,9)"" = 0,349

Este suceso corresponde a una situacion en la que todos perviven o como mucho
muere uno de los individuos. Para el primer caso hemos evaluado la probabilidad
en el apartado previo. Para el segundo caso podemos empezar considerando que
muere el primero de los individuos. Seria un suceso con probabilidad evaluada
por:

P(M, OV, NV,..00, )= P(M,) P(V,)".... P(V;) = (0,1)-(0,9)’ = 0,039

Ahora bien, hay 10 secuencias distintas que tienen la misma probabilidad, en
funcion de que quien muera sea el primero, segundo, etc. Asi pues, la
probabilidad que muera solo uno de los 10 individuos sera:

10-(0,1)-(0,9)° = 0,387

La probabilidad del suceso A4, incluye esta probabilidad més la de que no muera
ninguno, calculada en a), al ser ambos sucesos excluyentes. En definitiva:

P(4,) =0,349 +0,387 = 0,736
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C.

d.

El suceso 43 puede verse facilmente que es el complementario del suceso 4. Por
consiguiente:

P(4,)=1-P(4,)=1-0,736=0,264

El suceso A4 es el complementario del suceso 4;. Usando de nuevo la regla del
complementario hallamos:

P(4,)=1-P(4,)=1-0,349=0,651

23. De una encuesta se deduce que el porcentaje de individuos entrevistados que leen el
periodico 4 es del 25% mientras que los que leen el periddico B es del 40%.

Discutir y comentar si estos sucesos son independientes y/o mutuamente
excluyentes.

En el caso que fueran independientes, calcular la probabilidad que un individuo lea
por lo menos uno de los periddicos.

En el caso que fueran excluyentes, volver a calcular la misma probabilidad.

No tienen por qué ser excluyentes (si leo Sport, ello no excluye que lea El Mundo
Deportivo) ni independientes (si leo Sport, la probabilidad de leer EI Mundo

Deportivo es seguramente mas alta que si no leo Sport al indicar que soy fanatico
del deporte).

Usando las probabilidades suministradas y la regla aditiva, si los sucesos fuesen
independientes tendriamos:
P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(ANB)=P(A)+ P(B)- P(A)- P(B)=0,55

Si fuesen excluyentes tendriamos:

P(AUB) = P(4)+ P(B)- P(ANB) = P(4)+ P(B)- P(D)=0,65

24. Suponer que la probabilidad que un consumidor repita marca en la compra de renovacion
de un electrodoméstico es p. Hoy estd usando la marca 4.

Calcular la probabilidad de que en la segunda renovacion del electrodoméstico
siga comprando la marca 4.

Calcular la probabilidad de que en la segunda renovacion cambie de marca.
Determinar el porcentaje de clientes fieles, entre los que usan hoy la marca, para
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que la empresa productora del electrodoméstico 4 consiga que el porcentaje de
segundas renovaciones sea del 80%.

Discutir qué vias podria usar la empresa para incentivar la fidelidad de los clientes
a su marca.

Definamos por R, el suceso enésima renovacion. Dos renovaciones suponen
probabilidad:

P(RNR)=P(R) P(R, /Rl)=p-p=p2

siempre que la segunda renovacién no dependa de la primera.

No renovar es el suceso complementario de renovar. Ahora tendremos:

P(RNR)=p-(1-p)

Para que el porcentaje de personas que renueven dos veces sea del 80% hace falta
que se cumpla p* = 0,8 de manera que la probabilidad de renovacion habria de ser
como minimo de p = 0,894.

A mayor probabilidad de renovacion, mayor fidelidad de los clientes. Una mejora
de la calidad percibida del producto, las condiciones de la garantia, o la calidad del
servicio postventa serviran para incrementar la probabilidad p.

25. Una empresa de venta de productos por correo considera tres tipos de errores que pueden
ocurrir al enviarse un pedido.

A: el articulo que recibe el cliente no es el solicitado.
B: el articulo se extravia y el cliente no lo recibe.
C: el articulo que recibe el cliente sufre desperfectos durante el transporte.

En cualquiera de estos tres casos el cliente esta insatisfecho.

e o o

Dar un argumento para sostener que A y B son independientes.

fdemcon Ay C.

Dar un argumento para sostener que By C son mutuamente excluyentes.

Suponer que las probabilidades de ocurrencia de los errores son p(4)=0,02,
p(B)=0,01 y p(C)=0,04. Calcular el porcentaje de clientes insatisfechos con el
servicio de la empresa.
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a. Si el cliente no recibe nada, no puede recibir un producto distinto.

b. Si hay desperfectos, ellos tienen poco que ver con si el articulo recibido es el
solicitado, o no.

c. Si se recibe algo, no puede ser que no se reciba nada.

d. Podemos suponer que si se sufre uno de los tres errores el cliente esta insatisfecho.
En este caso, el porcentaje de clientes insatisfechos se puede calcular a partir de la
probabilidad:

P(AUBUC)

Usando la regla aditiva a la union de tres sucesos, este calculo requiere evaluar:

P(AUBUC) = P(4)+ P(B)+P(C)
~P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)
+P(ANBNC)

Usando las probabilidades dadas y aceptando los argumentos previos en a., b. y c.
tendremos:

p(ANB) = p(4)- p(B)=(0,02)-(0,01)
p(ANC) = p(4)- p(C) =(0,02)-(0,04)
p(BNC)=p()=0
p(ANBNC)=P(BNC)-P(4/BNC)=0

Sustituyendo estos valores hallariamos el porcentaje de clientes insatisfechos:

P(AUBUC)=0,069 =6,9%
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26.

27.

El valor de las cotizaciones de las acciones esta relacionado con el crecimiento del PIB de
la economia, de forma que cuando el PIB aumenta (cae, o se mantiene) el valor de las
acciones aumenta (cae, o se mantiene) con determinada probabilidad. Cuando el PIB
aumenta, la probabilidad que el valor de las acciones aumente es del 80%, mientras que
cuando el PIB se mantiene la probabilidad de aumento de las acciones es del 20% vy,
finalmente, cuando el PIB cae solo existe un 10% de probabilidades de que las acciones
aumenten de valor. Suponga que se espera que el PIB seguiré creciendo en un horizonte a
corto plazo con probabilidad 0,6. Con un 0,3 de probabilidad se espera que se mantendra
y también con un 0,1 se espera que caera. Averiguar la probabilidad que las acciones
aumenten de valor en dicho horizonte.

Vamos a usar la siguiente notacion para analizar esta cuestion:

V: el valor de las cotizaciones aumenta

Ay: el PIB aumenta, con P(4,)=0,6 y ademas P(V/4,)=0,8
A»: el PIB se mantiene igual, con P(4,)=0,3 y P(V/42)=0,2
As: El PIB cae, con P(43)=0,1 y P(V/A43)=0,1

Las tres situaciones A, A, y A3 forman una coleccion exhaustiva y excluyente de
sucesos. Podemos pues usar la regla de la probabilidad total para evaluar la
probabilidad que las acciones aumenten de valor:

P(V)=P(A) P(V | A)+P(4) P(V | A)+P(4) P(V | 4,)=0,55

(*) La Guerra de las Galaxias. La nave estelar Halcon Milenario ha de viajar del planeta
Tatooine al planeta Aldebaran. La nave dispone de dos motores de impulso i6nico, cada
uno de los cuales tiene una probabilidad p = 0,10 de fallar durante el vuelo. Si fallan los
dos motores la nave queda inutilizada y detenida en el espacio. Si falla uno de los
motores, sin embargo, la nave continua operativa y funcional. El capitan Han Solo planea
tomar la ruta mas directa entre ambos planetas.

a. Evaluar numéricamente la probabilidad que la nave llegue a su destino.

b. El servicio de espionaje de Darth Vader ha averiguado la ruta que la nave de Han
Solo va a tomar y ha enviado cruceros imperiales para capturar al Halcon
Milenario. Han Solo, en consecuencia, decide cambiar la ruta y adentrarse en el
cinturdn de asteroides conocido como Rocky. Se sabe que de cada 100 naves que
cruzan el cinturén sin detenerse, solo 10 son destruidas por un asteroide. Una vez
cruzado el cinturdn, la nave de Han Solo usa una nueva ruta en la que no hay
ningin crucero imperial. Evaluar la probabilidad que la nave sea destruida en el
transito en el cinturon.

c. Evaluar la probabilidad que la nave llegue a Aldebaran si Han Solo usa la ruta de
los asteroides.

d. Como Darth Vader tiene un magnifico servicio de espionaje galactico, sabe que
Han Solo va a usar la ruta de los asteroides y decide enviar dos cruceros imperiales
a la zona de salida del cinturén de asteroides en el que debe aparecer el Halcon
Milenario, si es que antes no ha sido destruido por un asteroide. Cada crucero esta
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equipado con un sensor positronico de localizacion capaz de detectar una de cada
cuatro naves que circulan por su zona de actuacion. Evaluar la probabilidad que
Han Solo llegue a Aldebaran.

a. Vamos a introducir la siguiente notacion que serd de ayuda para encarar la
resolucion del problema. Llamaremos:

A: El Halcon Milenario funciona en cualquier momento del vuelo.
D: La nave es destruida al cruzar el cinturon de asteroides.

T: la nave es detectada por las fuerzas imperiales.

B: la nave llega a Aldebaran.

F: los dos motores del Halcon Milenario fallan.

La nave llega a su destino (suceso B) siempre que funcione (suceso A). Y funciona

siempre que no fallen los dos motores (suceso F). Si los motores i6nicos funcionan
independientemente, la probabilidad de que ambos fallen sera de:

P(F)=pp=0,01

y asi

P(B)=P(A)=1-P(F)=0,99

b. La nave puede ser destruida (suceso D) tanto si funciona (suceso 4) como si no
funciona (suceso complementario 4°). Ademas, con probabilidad 0,1 una nave que
funciona es destruida en el cinturdn, y con certeza lo son las que no funcionan.
Usando esta informacion en la regla de la probabilidad total tenemos:

P(D)=P(A)-P(D/ A)+ P(A)-P(D/ A°) = (0,99)-(0,1)+(0,01)-1=0,109

c. En este caso, la nave llega (B) si cruza el cinturdn sin ser destruida (D) y esta
funcional (4) en el resto del trayecto. En otras palabras B = 4N D° de forma que:

P(B)=P(AN D)= P(D° N A)=P(D°)- P(4/ D°) = P(D)- P(A)

puesto que P(A/ D)= P(A), atendiendo a que una vez la nave no ha sido

destruida en el cinturon de asteroides, la probabilidad de seguir funcionando es la
misma. En consecuencia:
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P(B)=P(D°)- P(4) = (1- P(D))- P(4) =(1-0,109)-0,99 = 0,882

d. Finalmente, en este apartado, la nave llega a Aldebaran (B) si cruza el cinturon sin
ser destruida (D), no es detectada (7°) y esta funcional (4). Estos tres sucesos son
independientes de forma que usando la regla multiplicativa:

P(B)=P(D°NTNA)=P(D)-P(T*)- P(A)

Por otra parte, hay dos cruceros imperiales intentando detectar al Halcon Milenario
y cualquiera de ellos puede detectarlo. O sea que 7'=7,UT,. Usando la regla

aditiva:

P(T)=P(TUT,))=P(T)+P(T))-P(T NT,) = 0,25+0,25-0,25" = 0,438

De aqui podemos concluir ahora que la probabilidad que el viaje del Halcon
Milenario llegue a buen puerto se evaluaria por:

P(B)=P(D°)- P(T)- P(4)=(0,891)-(0,562)-(0,99) = 0,496

28. Una empresa petrolera estd inspeccionando una zona para estudiar la existencia de nuevos
yacimientos. Los gedlogos de la empresa consideran que la probabilidad que el terreno
contenga petroleo es del 60%. Sin embargo, al efectuar un analisis del subsuelo a 200
metros de profundidad encuentran que el subsuelo contiene carbonita. La experiencia
demuestra que el 20% de los terrenos con yacimientos de petroleo estdn rodeados por este
tipo de subsuelo mientras que el 80% de los terrenos que no tiene petroleo tienen este
subsuelo. Dada esta informacion, averiguar la probabilidad de que el terreno contenga
petroleo.

Cuando se hace la exploracion se acaba encontrando petréleo o no. Vamos a
utilizar la notacion A;: se encuentra petrdleo y A,: no se encuentra. Ademas B
representara el suceso “hay carbonita en el subsuelo”. Sabemos:

P(41)=0,6
P(B/4) =02
P(B/4) = 0,8
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Mientras que deseamos calcular la probabilidad que haya petroleo si el subsuelo
contiene carbonita. Usando la regla de Bayes y las probabilidades suministradas
podemos escribir y hallar:

P(4,)-P(B/ 4))

P " P(4)-P(B/ A)+P(d4,)-P(B/ A)

A/ B) =0,2727=27,27%

29. (*) La probabilidad que llueva en Alemania manana (suceso A) es P(4)=0,5. La
probabilidad que llueva en Espafia mafiana (suceso £) es P(£)=0,2. La probabilidad que
llueva en Alemania y en Espafia mafiana es 0,15. Se pide:

a. Calcular la probabilidad de que llueva en Alemania o en Espafia mafana.
,Son los sucesos A4 y E independientes? Justificar la respuesta.

c. Suponga que ya es mafana y nos dicen que esta lloviendo en Alemania, ;cual es la
probabilidad de que llueva en Espaiia?

a. Sabemos lo siguiente: P(A4)=0,5; P(E)=0,2; P(ANE)=0,15
Simplemente, aplicando la regla aditiva, o formula de la union,
P(AUE)=P(A)+P(E)-P(ANE)=
=0,5+0,2-0,15=0,55

b. Para que dos sucesos, 4 y E, sean independientes se debe cumplir que:
P(ANE)=P(A)-P(E)

En este caso, P(A4)-P(E)=0,5-0,2=0,1. Vemos que esta probabilidad es
diferente de P(ANE)=0,15. Por tanto, podemos concluir que NO son
independientes.

c. Nos preguntan ahora por la probabilidad P(E/ A). A partir de la formula de la
probabilidad condicionada tenemos:

P(ENA) _015_ ,

PE/ )= P(4) 05

Asi, si nos informan que esta lloviendo en Alemania, debemos “actualizar” la
probabilidad que llueva en Espaiia, desde 0,2 hasta 0,3.
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30. Una clase contiene igual numero de estudiantes masculinos y femeninos. Después de un
examen se observa que el 50% de los estudiantes ha obtenido un aprobado. Al mismo
tiempo, el 30% de los exdmenes obtienen un aprobado y han sido escritos por un varon.
Averiguar la probabilidad que un examen con nota de aprobado haya sido contestado por
un varon.

Este es otro ejemplo en que es apropiado usar la regla de Bayes. El conjunto de
estudiantes puede dividirse en dos subconjuntos que son excluyentes y
exhaustivos, E; el de los chicos y E; el de las chicas. Ademads al haber el mismo
numero de miembros en ambos subconjuntos tenemos que P(E;) = P(E>) = 0,5.
También sabemos que la probabilidad de obtener un aprobado es del 50%, o sea,
P(4) = 0,5 y que un 30% de los exdmenes ha obtenido un aprobado y ha sido
escrito por un chico, es decir, P(ANE;)=0,3. La probabilidad buscada corresponde
a que el examen haya sido contestado por un chico si sabemos que la nota es de
aprobado:

P(E)-P(A/E) P(E,NA) 0,3
P(A) P4 05

P(E, | A)= = 60%

31. Las empresas de seguros compilan estadisticas de accidentes de trafico. Se sabe que
aproximadamente el 10% de los conductores tienen mas de un accidente de trafico al afio.
Las compaifiias instalan en sus oficinas unos simuladores de conduccion para que todos
los conductores pasen un test de conduccion (en el momento de la renovacién de la
poliza, por ejemplo). Después del primer afio de funcionamiento del test, se comprueba
que el 70% de los conductores que han tenido més de un accidente al afio fallaron el test
mientras que solo lo fallaron un 20% de los otros conductores. Con esta informacion las
compaiiias de seguros quieren evaluar si aceptaran o no nuevos clientes, por lo que
cualquier solicitante de una poliza debe realizar el test. Informar a la compaiiia de
seguros para la que usted trabaja de cual es la probabilidad que un solicitante que falle el
test vaya a tener mas de un accidente al afio.

Vamos a distinguir dos tipos de conductores, los que tienen mas de un accidente
al afio (£, los malos conductores) y los que como mucho solo tienen uno (£>, los
buenos). Estos dos tipos constituyen una clase de sucesos exhaustivos y
excluyentes. Usaremos B para identificar el suceso “fallar el test”. De la
informacion del texto sabemos:

P(E)=0,1
P(E,)=0,9
P(B/E)=0,7

P(B/E,)=0,2
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Queremos evaluar la probabilidad que un conductor sea del tipo “malo” si
sabemos que ha fallado el test. Entonces, usando la regla de Bayes hallariamos:

) P(E)-P(B/E,) ) (0,1)-(0,7) B
" P(E))-P(B/E)+P(E,)-P(B/E,) (0,1):(0,7)+(0,9)-(0,2)

5

P(E. / B)

y observamos que la probabilidad a priori de 0,1 aumenta hasta 0,28 cuando se
dispone de la informacion adicional de B.

32. (*) Tenemos tres dados indistinguibles externamente, pero uno de ellos estd trucado con
un peso de plomo que hace que la cara con el 6 aparezca la mitad de las veces. Se escoge
un dado al azar, se lanza y se anota el nimero que aparece.

a. Siaparece un 6, decir cudl es la probabilidad que el dado sea el trucado.
b. Siaparece un 2, decir cudl es la probabilidad que el dado no sea el trucado.

a. Vamos a usar T para identificar el suceso “dado trucado” y H el suceso “dado
honesto”. Sabemos P(7)=1/3 y P(H)=2/3. Denominaremos A4 al suceso ‘“aparece un
6 en el lanzamiento de un dado”. Para el dado trucado sabemos que la probabilidad
de observar un 6 sera P(A/T)=0,5, mientras que si el dado es uno de los honestos
tendremos P(A/H)=1/6. La probabilidad deseada es P(7/4), que se puede evaluar
usando la regla de Bayes:

PT T 4) P(T)-P(A/T) _ (1/3)-(1/2) _
P(T)-P(A/T)+P(H)-P(A/H) (1/3)-(1/2)+(2/3)-(1/6)

2

b. En este caso haremos que B represente el suceso “aparece un 27, siendo la
probabilidad buscada P(H/B). Usando de nuevo la regla de Bayes:

P(H I B) P(H)-P(B/ H) _ (2/3)-(1/6) _
P(H)-P(B/ H)+P(T)-P(B/T) (2/3)-(1/6)+(1/3)-(1/10)

b

El tnico aspecto de este calculo que merece ser comentado es la probabilidad de
que aparezca un 2 si se lanza el dado trucado. Para este dado, la probabilidad de
obtener un 6 es de 0,5. El resto de caras acumularan también 0,5 de probabilidad,
pero como hay 5 niimeros distintos al 6, bajo el supuesto de que el unico efecto
perverso del dado se da en el namero 6, la probabilidad debe repartirse entre los 5
resultados distintos. Asi:

P(B/T)=O;5— 1

10
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33. (*) Tenemos una urna vacia y la vamos a llenar de bolas de colores en funcion del
lanzamiento de una moneda honesta dos veces. Si en el primer lanzamiento sale cara (H)
anadimos 2 bolas blancas (B) y si sale cruz (7) afiadimos 4 bolas negras. Si en el segundo
lanzamiento de la moneda sale cara (H) afiadimos 3 bolas negras (N) y si sale cruz (7) 6
blancas (B). Después de los dos lanzamientos de la moneda se extrae una bola de la urna
al azar.

a. Evaluar la probabilidad P(N) que la bola extraida sea negra (N).
b. Sila bola extraida es negra (N), ;cudl es la probabilidad que hayan salido dos caras
(HH) en los lanzamientos de la moneda?

a. La bola extraida puede ser negra a través de cuatro caminos distintos: HH, HT,
TH, TT. Segln la regla estipulada para rellenar la urna tendriamos la siguiente
composicion de bolas de color negro (N) en cada una de esas cuatros rutas:

HH: 0+3=3 (con 2 bolas blancas)
HT: 0+0=0 (con 8 bolas blancas)
TH: 4+3=7 (con 0 blancas)
TT: 4+0=4 (con 6 blancas)

La bola puede ser de color negro, en principio, siguiendo cualquiera de estas
cuatro rutas. Usando la regla de la probabilidad total podemos calcular la
probabilidad buscada:

P(N)=P(N/HH)-P(HH)+P(N | HT)- P(HT)
+P(N/TH)-P(TH)+ P(N / TT)- P(TT)

Como la moneda es honesta sabemos que P(HH)=P(HT)=P(TH)=P(TT)=0,25.
Sustituimos y hallamos:

P(N) = (3/5) 0,25 + (0/8) 0,25 + (7/7) 0,25 + (4/10) 0,25 = 0,50

b. Una vez observamos que la bola extraida es de color negro (N) podemos evaluar la
probabilidad que ello sea asi a través de la ruta HH usando la regla de Bayes:

P(N/HH)-P(HH) _(3/5)-0,25

P(HH/ N) = B
(N) 0,50

=0,30
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34. (*) El conductor tipico de un automovil tiene una probabilidad de sufrir un accidente del
1%. Esta probabilidad aumenta al 5% cuando llueve. Se sabe, ademads, que la probabilidad
de lluvia en un dia dado es del 24%.

a. Sinuestro conductor tipico ha tenido un accidente de transito, ;cudl es la
probabilidad de que haya estado lloviendo?

b. (Cuadl es la probabilidad de que no llueva o no tenga un accidente? (una pista: si
R es el suceso “llueve” y 4 el suceso “tener un accidente”, lo que buscamos es la

probabilidad del suceso RU A4 .

a. Sabemos lo siguiente: P(R)=0,24. Sabemos también que la probabilidad de
accidente aumenta cuando el tiempo pasa a ser lluvioso. Esto quiere decir que
conocemos coémo aumenta la probabilidad de tener un accidente si hay lluvia:

P(A4/R) = 0,05 (cuando hay lluvia)
P(A/R)=0,01 (cuando no hay lluvia)

Deseamos evaluar la probabilidad P(R/4) y lo podemos hacer usando la regla de
Bayes:

P(A/R)-P(R)

P(R/ A) = 20

En esta expresion conocemos las probabilidades del numerador y solo
necesitariamos calcular la del denominador, y esta tltima la podemos evaluar
usando la regla de la probabilidad total:

P(A)=P(A/R)-P(R)+P(A/R)-P(R) =
=(0,05)-(0,24) +(0,01)-(0,76) = 0,0196

Sustituyendo hallariamos que P(R/4) = 0,6122.

b. Elsuceso RUA equivale al suceso RN A (se sigue de la ley de De Morgan).
Usando esta relacion, la regla del complementario y la regla multiplicativa
tendriamos:

P(RUA)=P(RNA)=1-P(RNA)=1-P(R)- P(4/ R)
=1-(0,24)-(0,05) = 0,988
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Probabilidad: combinatoria

35. Un banco tiene capacidad para sentar cuatro personas pero hay diez personas que quieren
sentarse. Calcular de cuantas maneras distintas pueden sentarse esas diez personas.

Este ejercicio puede interpretarse de dos maneras diferentes. La primera es considerar
que cuatro personas en concreto sentadas en ordenes diferentes constituyen, a efectos
del recuento que se pide, cuatro maneras distintas de sentarse. Se trataria en este caso
de calcular las permutaciones de 10 elementos en grupos de 4. La segunda posibilidad
es considerar, por el contrario, que las mismas cuatro personas sentadas en 6rdenes
diferentes constituyen, de hecho, una misma manera de sentarse. Se trata ahora de
calcular las diferentes combinaciones de 10 elementos en grupos de 4.

Primer caso: permutaciones de 10 elementos en “listas ordenadas” de 4
P(10,4)=10-9-8-7 =5.040

Segundo caso: combinaciones de 10 elementos de “grupos” de 4

10! 10-9-8-7
4r(6!)  43-2-1

C(10,4) = 210

36. Considere los diez digitos 0, 1, 2, 3, ..., 9. Calcular el nimero de nimeros de cuatro cifras
que pueden formarse con esos digitos si:

a. los digitos pueden repetirse.
los digitos no pueden repetirse.
c. laultima cifra es cero y los digitos no pueden repetirse.

a. Podemos pensar que hay 4 posiciones (cada una ocupable por un digito). Si los
digitos pueden repetirse, en la primera posicion hay 10 digitos posibles, en la
segunda también, etc. Dado que hay 4 posiciones ellos implica que el nimero de
numeros de 4 cifras vendra dado por: 10-10-10- 10=10".

b. Si los digitos no pueden repetirse, una vez uno de los 10 digitos ocupa la primera
posicion, quedan 9 disponibles para la segunda, 8 para la tercera, y 7 para la
cuarta. Se trata, por tanto, de calcular las diferentes permutaciones de 10 digitos en
“listas” (numeros) de 4 cifras:

P(10,4) =10-9-8-7 = 5.040
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C.

Finalmente, si la ultima cifra debe ser el cero y los digitos no pueden repetirse,
tenemos 9 digitos (ya que el 0 no lo podemos utilizar) a colocar en 3 posiciones
(ya que la tltima esta ocupada por el 0). Por tanto, tenemos permutaciones de 9
digitos en “listas” de 3 digitos.

P(9,3)=9-8-7 = 504

37. Una bibliotecaria tiene la tarea de poner unos libros en una estanteria. Tiene cuatro libros
de matematicas, seis de fisica y dos de economia. Calcular de cuantas maneras distintas
pueden ordenarse los libros si

a. los libros de cada materia han de estar juntos.
b. solamente los libros de matematicas han de estar juntos.

a.

Si los libros de cada materia han de estar juntos, podemos ver el problema de la
siguiente manera. Hay 3 “zonas”, una para cada materia, en la que los libros
ocuparan posiciones. Por ejemplo, en la “zona” de matematicas hay 4 libros que
pueden ordenarse de 4! maneras, en la “zona” de fisica habran 6! posibilidades y
en la de economia 2! maneras. Ahora bien, cada una de las ordenaciones en la zona
de matematicas podra agruparse con cada una de las de la zona de fisica y con
cada una de las de la zona de economia. En consecuencia habran:

(4D)-(61)-(21)

maneras distintas. Sin embargo, esto no es todo. El calculo anterior presupone que
la primera zona es la de matematicas, la segunda la de fisica, y la tercera la de
economia. Evidentemente no tiene por qué ser asi. La primera zona puede
reservarse a fisica, por ejemplo. Como hay 3 materias diferentes, hay 3! maneras
de ordenar esas materias, y en cada una de ellas tendremos el nimero anterior de
posibles ordenaciones de los libros. Al final, habra un nimero:

[(41)-(61)- (21)]-3!

de ordenaciones de libros distintas.
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b. El trabajo de la bibliotecaria no ha acabado. Si tUnicamente los libros de
matematicas han de estar juntos, podemos ver esos 4 libros como una “unidad” de
forma que hay 1 + 6 + 2 =9 objetos distintos. Pueden ordenarse de 9! maneras. En
cada una de estas maneras los libros de matematicas estan juntos aunque ellos
también pueden ordenarse manteniendo la unidad de agrupacion. Como hay 4, esa
unidad se mantiene para cualquiera de las 4! maneras de ordenarlos. En definitiva,
habran:

ON-(4)

ordenaciones de libros bajo el prerrequisito que los de matemadticas estén juntos.

38. Queremos sentar cinco chicos y cuatro chicas en fila de forma que las chicas ocupen las
posiciones pares. Calcular de cuantas maneras se pueden sentar.

Las cuatro chicas deberan ocupar las posiciones 2, 4, 6 y 8. Los cinco chicos
deberan, por tanto, ocupar las posiciones 1, 3, 5, 7y 9. Asi, por un lado tenemos que
calcular las diferentes permutaciones de 4 chicas en 4 posiciones (las pares) y por
otro las diferentes permutaciones de 5 chicos en 5 posiciones (las impares). Esta
claro que estas permutaciones serdn sin reposicion, ya que una misma persona no
puede ocupar dos posiciones.

P(4,4)=4321=24
P(5,5) = 54321=120

Finalmente, debemos observar que para cada una de las 24 posibles permutaciones
de las chicas tenemos 120 posibles permutaciones de los chicos. Por tanto, para
hallar el total de permutaciones que se nos piden debemos multiplicar ambos
resultados.

Total de permutaciones de chicas en posiciones pares y chicos en posiciones
impares:

24-120=2.880
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39. (*) Un estudiante de econdmicas tiene cinco monedas: una de 1 céntimo, una de 5
céntimos, una de 10 céntimos, una de 20 céntimos y una de 50 céntimos. ;Cudntas sumas
diferentes de dinero se pueden hacer con esas cinco monedas?

Si el estudiante elige una sola de las 5 monedas podra hacer 5 sumas (triviales,
claro, en este caso), pues puede elegir 1 objeto entre 5, es decir, C(5,1)=5
combinaciones. Si elige 2 de las 5 monedas, y como para la suma de los valores
nominales el orden de aparicion de las monedas es irrelevante, tendrd C(5,2) = 10
posibles sumas. En general, y siguiendo esta ldgica, las sumas posibles seran:

5
Y C(5,))=31
j=1

40. (*) Un departamento universitario tiene doce profesores, tres de los cuales son
catedraticos y el resto son profesores titulares. Se ha de constituir un tribunal de cinco
miembros para juzgar una tesis doctoral. Calcular cuantos tribunales pueden formarse si:

mo Qo o

a.

la composicion del tribunal es libre.

ha de haber siempre un catedratico, exactamente.

han de haber siempre dos catedraticos, exactamente.

al menos ha de haber un catedréatico.

el catedratico mas antiguo forma parte de cualquier tribunal.

el catedratico mas antiguo y el titular mas joven forman parte de cualquier
tribunal.

suponer que el director de tesis es un catedratico y que el director no puede formar
parte del tribunal. Repetir (a), (b), (¢) y (d).

Asi pues, tenemos 12 profesores en total, que hemos de combinar en “comités”
(tribunales) de 5 miembros bajo los supuestos que se enumeran en el enunciado del
ejercicio. Notese en primer lugar, que en cada uno de estos supuestos el orden de
los profesores no sera importante. Efectivamente, una vez constituido un tribunal
este sera el mismo independientemente del orden con que se nombre a sus
miembros. Por tanto, en todos los casos, se tratara de calcular las diferentes
combinaciones de profesores (catedraticos y titulares) que podran formar los
tribunales.

En este caso los 12 profesores son candidatos a ocupar cada una de las 5 plazas del
tribunal. Por tanto, tenemos:

12! 12-1110---32:1 _ 797

TSI 543217621

C(12,5)
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b. En este caso, como la comision ha de contener necesariamente un catedratico, este
se debe escoger entre los tres disponibles y esto se puede hacer de C(3,1) maneras.
A su vez, para las restantes 4 posiciones del tribunal tenemos 9 candidatos titulares
a elegir 4 entre ellos. Esto se puede hacer de C(9,4) maneras. Finalmente la
comision al completo puede verse como las parejas formadas con los elegibles del
primer grupo (el de los catedraticos) con los elegibles del segundo (los titulares).
Por tanto, tenemos:

| |
CG.)-CO4) == 2 31262378
1121 4151

c. En este caso, siguiendo la misma ldgica que en el apartado anterior, tendriamos:

3! |
C(.2)-C(9.3) == . 2 _3.84-252
211 316!

d. Aqui la manera mas eficiente de proceder es ver cuantos tribunales no tendrian
ningln catedratico. Una vez obtenido este numero se resta del total de comisiones
y tendremos las comisiones en las que por lo menos hay un catedratico.
Tendremos:

|
C(12,5)—C(9,5) = 792—% =792 126 = 666

e. En este caso, una vez el catedratico més antiguo ocupa un puesto en el tribunal,
solo 11 profesores son candidatos a ocupar cada una de las 4 plazas libres del
tribunal. Por tanto, tenemos:

1 11.10--23.2.1
4171 (4:3.2:1)+(7-6++-2-1)

C(11,4) =

f. En este caso, una vez el catedratico mas antiguo y el titular mas joven ocupan un
puesto cada uno en el tribunal, solo 10 profesores son candidatos a ocupar cada
una de las 3 plazas libres del tribunal. Por tanto, tenemos:

| «0...3.2.
ca0y - 109321 o
3170 (3:241)(7-6--2-1)
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g. Este apartado se resuelve siguiendo exactamente las pautas anteriores pero
reduciendo el nimero de catedraticos elegibles de 3 a 2.

41. (*) Tarde o temprano volveremos a tener elecciones presidenciales en Can Barca. Suponer
que en ese momento aparecen 6 candidatos “de cambio” y 2 de “continuistas”. La cadena
de radio TOPEGUAY est4d pensando en realizar tertulias con los candidatos a raiz de la
campaia.

a. (Cuantas tertulias diferentes se pueden hacer con 4 de los candidatos?
(Y cuantas de 4 candidatos si 2 son “de cambio” y 2 son “continuistas”?

c. (Cudl es la probabilidad que una tertulia de 4 candidatos elegida al azar tenga 3
candidatos “de cambio” y 1 “continuista?

a. Las tertulias son agrupaciones en las que el orden es irrelevante. Se corresponden a
la idea de “comité”, en otras palabras, a combinaciones. En este caso tendremos
(C(8,4) =70 tertulias diferentes al disponer de 8 candidatos y 4 plazas en la tertulia.

b. Entre los 6 tertulianos “de cambio” se pueden escoger 2 de ellos segun C(6,2) pues
de nuevo son agrupaciones en las que el orden no importa. Por su parte, y
siguiendo los mismos principios, entre los 2 tertulianos “continuistas” se pueden
escoger (C(2,2) agrupaciones diferentes. Entre la seleccion “de cambio” y la de
“continuistas” se pueden establecer, en conjunto, C(6,2)- C(2,2)=15-1=15 tertulias
diferentes.

c. Para la nueva configuracion usamos el mismo procedimiento que en b), pero
cambiando la composicidon y retomamos la informacidon obtenida en a) tendremos
probabilidad:

_C(6,3):C(2,1) _20-2
O C84 70

=0,571

42. En el sorteo de los cuartos de final de la Champions League se han de aparejar 8 equipos.
Suponga que entre estos equipos estan el Barca y el Real Madrid. Evaluar la probabilidad
de que estos dos equipos queden emparejados en cuartos de final si el proceso de
seleccion es totalmente aleatorio, es decir, si se realiza una primera extracciéon de dos
equipos y estos son el Barca y el Madrid.

Entre 8 equipos se pueden formar parejas de 2 (y el orden no importa, son
“comités”) en numero igual a C(8,2)=8!/(6!-2!) = 28. Entre estos 28 “comités” solo
hay 1 que corresponde a un emparejamiento Barca-Real Madrid. En consecuencia,
la probabilidad de que se emparejen en primera instancia es 1/28=3,57%. Que acabe
el Barca emparejado con el Real Madrid tras efectuar todo el sorteo tiene una
probabilidad de 1/7 (1 caso sobre 7 casos posibles en total).
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43. Consideremos un experimento de azar en el que todos los objetos que intervienen son
“honestos”. Primero se lanza un dado y se observa el nimero de puntos obtenidos (1, 2, 3,
4, 5 0 6). A continuacion se lanzan un numero de monedas igual al nimero de puntos
obtenidos en el lanzamiento del dado.

a. Calcular la probabilidad que se observe una secuencia que contenga 4 caras.
b. Si sabemos que se han observado 4 caras, calcular la probabilidad que el nimero
de puntos haya sido de 5.

a. Usaremos la siguiente notacion: P(4¢/1) representara, por ejemplo, la probabilidad
de observar 4 caras si en el lanzamiento del dado sale un 1. En este caso es
evidente que P(4¢/1)=0 pues el suceso “observar 4 caras” es imposible cuando
solo se lanza una moneda. De manera similar podemos concluir que
P(4¢/2)=P(4c/3)=0. El suceso “4c/4” ya no es imposible y se observara con
probabilidad:

P(4c/b)= (0,5)-(0,5)- (0,5)- (0,5)=0,0625

El suceso “4¢/5” se observara en situaciones distintas pues hay varias secuencias
con 4 caras en el lanzamiento de 5 monedas. En concreto hay C(5,4) secuencias de
cuatro caras, cada una de ellas con probabilidad (0,5)*(0,5). En consecuencia, la
probabilidad (binomial, en este caso) estara dada por:

P(4¢/5)=C(5,4)- (0,5)*-(0,5)'=0,1563

Una consideracion similar nos permite evaluar la probabilidad de 4 caras en 6
lanzamientos:

P(4¢/6)=C(6,4)- (0,5)*- (0,5)*=0,2344

Finalmente estamos en condiciones de evaluar la probabilidad de observar 4 caras,
“4¢”. Necesitamos usar la regla de la probabilidad total:

< . . 1 1 1 1 1
P(4c)=EP(4c/])'P(])=O-g+0-g+0-g+(0,1563)-g+(0,2344)-g=0,0755

j=1



100 ejercicios resueltos de estadistica basica para economia y empresa Materials 57

b. Aqui debe usarse la regla de Bayes. Queremos evaluar P(5/4c) y para ello

podemos proceder asi

P(4c/5)-P(5) _(0,1563)-(1/6)

P(5/4c) =
P(4c) 0,0755

=0,3450

44. Aterriza como Puedas. Un Jumbo 747 tiene cuatro motores de vuelo. Las estadisticas de
vuelos indican que en uno de cada cien vuelos un motor falla. Si fallan a la vez mas de dos
motores durante un vuelo, el avion corre un serio riesgo de accidente.

a.

b.

Calcular la probabilidad de que un avién no sufra un accidente causado por la falla
de los motores. ;Se queda usted tranquilo?

Recalcule la probabilidad anterior en el caso que 1) el fallo de un motor ocurriera
en uno de cada diez vuelos, y i1) en uno de cada doscientos vuelos.

Cada uno de los 4 motores puede fallar o funcionar, con probabilidades respectivas
de py 1-p. En nuestro caso sabemos que p = 0,01. Podemos asumir, ademas, que
el funcionamiento de cada motor es independiente del del resto de motores.
Hagamos que F; represente el suceso “fallan i motores exactamente” con i = 1, 2,
3, 4. Representaremos por A4 el suceso “riesgo serio de accidente” de forma que 4
= 35U Fy. Tres de los cuatro motores pueden fallar a la vez de C(4,3) = 4 maneras;

a cada una de estas maneras le corresponde una probabilidad de p’-(1-p). Asi,
por tomar un ejemplo, la probabilidad que fallen 3 de los 4 motores viene dada por
P(F,))= C(4,3)-p’-(1-p). El fallo de los 4 motores a la vez solo puede
producirse de una Gnica manera que tiene probabilidad P(F,)= p*. De aqui es

inmediato ver que:

P(4)=P(F,UF,)=P(F,)+P(F)=C(4,3)-p’-(1- p)+ p'

puesto que F;UF, =@ . Sustituyendo hayamos que P(4) = 0,00000397 y por tanto
P(A4) =0,99999603. Puede usted volar tranquilo.

Para finalizar, rehaga usted mismo los calculos para las dos probabilidades
alternativas especificadas en este apartado usando los procedimientos delineados
en el subapartado a.
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45. Una caja contiene 8 bolas rojas, 3 bolas blancas y 9 azules. Considere el experimento
aleatorio de extraer tres bolas al azar. Usando exclusivamente combinatoria, calcular la

probabilidad de que
a. Las tres bolas sean rojas
b. Las tres sean blancas
c. Las tres sean azules
d. Dos sean rojas y una sea blanca
e. Al menos una sea blanca
f. Haya una de cada color
g. Se extraigan en el orden roja, blanca, azul.

Tenemos un total de 8 + 3 + 9 = 20 bolas. Si se extraen tres bolas al azar de entre
veinte, el numero de extracciones posibles es de ((20,3), ya que el orden no
importa.

Puesto que hay 8 bolas rojas, que las 3 extraidas sean de ese color supone que ello
puede ocurrir de ((8,3) maneras. La probabilidad que las 3 sean rojas (casos a
favor sobre casos totales) se puede evaluar como:

poLBI 36 g,
C(20,3) 1140

Las tres blancas se pueden extraer de C(3,3) = 1 manera. En este caso:

p_CB3 1
C(20,3) 1140

=0,088%

Como hay 9 bolas azules, siguiendo el mismo protocolo que arriba, ahora
tendremos:

p_CO3) _ 84
C(20,3) 1140

=7,37%

Las dos rojas se han de escoger de entre las ocho de ese color y ello puede hacerse
de C(8,2) maneras. La bola blanca debe ser una de entre las tres de ese color y hay
en consecuencia C(3,1) maneras. Para constituir el trio de bolas, con dos rojas y
una blanca, tenemos que ver las parejas posibles de dos rojas y una blanca y este
numero se obtiene de ((8,2)- C(3,1). La probabilidad buscada sera:

»_C82CEY _283
C(20,3) 1140

=7,37%
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.

Habra al menos una bola blanca en estos tres escenarios excluyentes: 1 blanca, 2
blancas, 3 blancas. Ahora no interesa distinguir el color del resto de bolas, es como
si fuesen “no blancas” y de estas hay 8 + 9 = 17. El primer escenario corresponde a
1 bola blanca y 2 no blancas. Las maneras posibles son:

C@3,1)-C(17,2)

Cuando se trata de dos bolas blancas el calculo requerido sera ahora de:

C@3,2)-C(17,1)
Finalmente, para tres de color blanco tendremos:
C(3,3)-C(17,0)

Asi, recordando que los sucesos son excluyentes, la probabilidad deseada se puede
evaluar usando la regla aditiva de la probabilidad mediante:

_C(3,1)-C(17,2) + C(3,2)-C(17,1) + C(3,3)- C(17,9)
- C(20,3)

P

Ha de haber una bola de cada color. En este caso la de color blanco se puede
extraer de C(3,1) maneras, la de color rojo de C(8,1) maneras y la de color azul de
(C(9,1) maneras. Los trios se obtendran multiplicando y la probabilidad se evaltia
por:

»_CBD-CED-COD
- C(20,3)

En el apartado anterior tenemos una bola de cada color, pero sin que el orden de
aparicion de las mismas sea relevante. Ahora sin embargo queremos ver la
probabilidad que aparezcan en el orden roja-blanca-azul. Con los tres colores hay
3! maneras de que aparezcan en la extraccion (por ejemplo, r-b-a, r-a-b, etc.). De
estas 3! maneras solo hay una que interese (r-b-a). Por tanto, la probabilidad
anterior, que corresponde a cualquier orden de aparicion, debe ahora minorarse
para el Uinico caso que interesa, que es uno entre 3!. La probabilidad seré ahora:

p_ 1. CEDCEDCOY
31 C(20,3)
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46. Determinar la probabilidad que aparezcan 3 seises en 5 lanzamientos de un dado.

Este es sencillo. La aparicion de un “seis” puede verse como un “éxito” (y su no-
aparicién como un “fracaso”). La probabilidad de éxito en un lanzamiento es de 1/6,
siempre que el dado sea honesto. Hay cinco repeticiones del suceso que, siendo
independientes, permiten analizar la cuestion usando la variable binomial bajo el
supuesto de querer la probabilidad de tres éxitos en cinco repeticiones. Por tanto:

P(“3 seises en 5 lanzamientos™) = C(5,3)-(1/6)* - (5/6)* =0,032

47. (*) En una escuela de musica hay 4 cajonistas, 6 guitarristas, 3 bajistas y 2 saxofonistas.
La maestra tiene que elegir una banda de 4 alumnos para la representacion de la escuela
en una competicion internacional. Si la maestra elige los 4 miembros del grupo al azar,
cual es la probabilidad que:

a.

En el grupo haya un cajonista, un guitarrista, un bajista y un saxofonista
En el grupo haya solo guitarristas
En el grupo haya al menos 2 guitarristas

Calculamos en primer lugar el nimero de resultados diferentes que componen el
espacio muestral, es decir, el nimero de bandas de 4 miembros diferentes que
podemos formar con los 15 musicos que hay en la clase. Dado que el orden no
importa tendremos:

15!
ng = C(15,4) = = =1.365

[Notese que este resultado nos servirda para los tres apartados, ya que el espacio
muestral es siempre el mismo]

Calculamos ahora el nimero de resultados diferentes que componen el suceso.

A="“En el grupo haya un cajonista, un guitarrista, un bajista y un saxofonista”

n, =C(4,1)-C(6,1)-C(3,1)-C(2,1) =
=4-6-3-2=144

Por tanto, la probabilidad que se pide es:

P4y =4 0,084
1365
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b. Calculamos el numero de resultados diferentes que componen el suceso:

B=“En el grupo haya solo guitarristas”
n, =C(6,4)=15

Por tanto, la probabilidad que se pide es:

P(B)=—>- 20,011
1365

c. Nos piden la probabilidad del suceso

C=“En la banda hay al menos dos guitarristas”

Lo podemos calcular por dos métodos distintos:

Método directo: si definimos los sucesos:

C, = “En la banda hay exactamente 2 guitarristas”
C; = “En la banda hay exactamente 3 guitarristas”
C4 = “En la banda hay exactamente 4 guitarristas”

Vemos que C=C,UC,UC,. Por tanto, dado que estos tres sucesos no tienen
interseccion entre si tendremos que:

ne=ne +N. +n,

Calculando tenemos:

n., = C(6,2)C(9,2) =15-30 = 540
n. =C(6,3)-C(9,1)=20-9 =180
ne, = C(6,4)-C(9,0)=15-1=15



62 Materials Ferran Sancho; Xavier Vila

Por tanto, nc = 540 + 180 + 15 = 735. En definitiva,

P(C) =12 _0,538
1365

Método complementario: si definimos los sucesos:

Co = “En la banda hay exactamente 0 guitarristas”
C; = “En la banda hay exactamente 1 guitarrista”

Vemos que C = C,UC,. Es decir, “En la banda hay al menos 2 guitarristas” es el

complementario de “En la banda hay menos de 2 guitarristas”, que es equivalente
a “En la banda hay 0 guitarristas o en la banda hay 1 guitarrista”. Por tanto, dado
que estos dos sucesos no tienen interseccion entre si tendremos que:

P(C)=1-P(C)=1-P(C,UC)=1-[P(C,)+ P(C))]

Calculando tenemos:

n., = C(6,0)xC(9,4) =1x126 =126
n.. =C(6,1)xC(9,3) = 6x84 = 504

Por tanto,
— 126 504
P(C)=P(C)H+P(C)=—+—=0,462
(C)=P(C,) +P(C) 1365 1365
Finalmente,

P(C)=1-P(C)=1-0,462=0,538
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48. Crimen y castigo. La policia de fronteras revisa los camiones a fin de descubrir la entrada
ilegal de objetos. Llega un camion con 10 contenedores que contienen 100 conejos de
peluche cada uno. Suponga que usted sabe (a través de un soplo de un confidente policial)
que en uno de los cajones hay 10 conejos rellenos de diamantes de contrabando. La
policia, que desconoce el hecho, realiza una revision rutinaria, razon por la que solo abrira
al azar uno de los contenedores y solo verificara tres de los conejos de peluche, también
escogidos al azar.

a.

b.

Informe al comisario de fronteras sobre la probabilidad que un registro rutinario
del camion descubra el contrabando.

Se produce una llamada anénima informando que en un camién de los que
cruzaran la frontera con conejos de peluche habra un cajén con contrabando. El
comisario no tiene suficiente personal para registrar concienzudamente todos los
camiones, asi que contempla dos opciones. La primera consiste en abrir dos
cajones al azar y comprobar tres de los conejos en cada cajon. La segunda consiste
en abrir solo un cajon pero comprobar cuatro conejos al azar. ;Qué curso de accion
le aconsejaria usted tomar al comisario de entre estos dos?

Cuando se elige uno de los contenedores hay C(100,3) maneras de extraer tres
conejos de peluche del mismo. Se descubre el contrabando en el caso que al menos
uno de los tres conejos esté relleno de diamantes. Ello puede ocurrir de tres formas
diferentes. En la primera hay un tnico conejo con diamantes, en la segunda hay
dos y en la tercera hay tres. Las maneras en que puede ocurrir el primer caso se
pueden contar teniendo en cuenta que habria uno de entre diez posibles con
diamantes mientras que quedarian dos conejos de entre los otros 90 que no ocultan
diamantes. De este tipo habran un total de C(10,1)-C(90,2) trios. En el caso que
aparezcan dos conejos con diamantes ocultos, el nimero de posibilidades de este
tipo de trios es de C(10,2)-C(90,1). Finalmente trios con los tres conejos
ocultando diamantes habrd un total de C(10,3)-C(90,0). EI total de trios con
deteccion positiva es en consecuencia de:

C(10,1)-C(90,2) + C(10,2)-C(90,1) + C(10,3)- C(90,0) =
= 40.050 +4.050 +120 = 44.220

Puesto que el total de extracciones posibles es de (C(100,3) = 161.700, la
probabilidad de detectar el contrabando una vez se ha seleccionado un contenedor
es de (casos a favor/casos posibles):

44.220/161.700=27,35%

Ahora bien, hay 10 contenedores a escoger y solo uno de ellos es examinado. En
este caso la probabilidad de detectar el contrabando debe ponderarse por la
probabilidad de escoger el contenedor en el que efectivamente hay contrabando,
que es de 1/10. En definitiva, la probabilidad buscada es:

(1/10)%(44.200/161.700) = 2,74%
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b. Se trata de repetir el apartado anterior bajo dos escenarios distintos. Para
seleccionar dos contenedores de entre diez hay C(10,2) = 45 maneras. Como hay
un unico contendor con contrabando habran C(1,1)-C(9,1) = 9 maneras de que
aparezca el contenedor con contrabando en la seleccion. Asi, la probabilidad que la
seleccion de dos contenedores contenga contrabando es de 9/45. Ahora toca abrir
cada contenedor, extraer tres conejos y ver si contienen contrabando. Esta
probabilidad, para un contenedor dado, ya ha sido calculada en el apartado anterior
y su valor es 27,35%. Por tanto, la probabilidad de detectar contrabando es ahora
de:

(9/45)-(0,2735) = 5,47%

La segunda opcion consiste en seleccionar un contendor y revisar cuatro conejos.
Es lo mismo que en el apartado anterior excepto por el nimero de conejos
revisados. En este caso tendremos un total de C(100,4)=3.921.225 extracciones y
entre estas con al menos un conejo con diamantes tendremos:

C(10,1)-C(90,3) + C(10,2)- C(90,2) + C(10,3)- C(90,1)
+C(10,4)-C(90,0) =
~1.174.800 +180.225 +10.800 + 210 = 1.366.035

La probabilidad sera en consecuencia de:

(1/10)- (1.366.035/3.921.225) = 3,48%

En términos de probabilidad es mas conveniente para el comisario seleccionar dos
contenedores y examinar tres conejos que seleccionar uno y examinar cuatro.

49. Expediente X. En el universo hay 100 mil millones de galaxias detectables. La Via Lactea
es una galaxia del todo ordinaria dentro de ese conjunto de galaxias y se sabe que contiene
150 mil millones de estrellas. Entre estas se calcula que solo 6 mil millones son del mismo
tipo que el Sol. Sin embargo, no todas las estrellas similares al Sol contienen sistemas
planetarios en los que pueda desarrollarse la vida. Se calcula que en solo uno de cada diez
de estos sistemas se puede desarrollar vida o ser habitable. La presencia de vida no
implica que esta sea necesariamente inteligente. Suponga que solo en uno de cada diez
planetas con vida, esta ha llegado al nivel necesario para denominarse inteligente. La
inteligencia no conlleva necesariamente la presencia de tecnologia avanzada (solo hemos
de mirar a la raza humana para comprobarlo). Suponga que en solo uno de cada diez
planetas con vida inteligente, esta ha llegado a desarrollar tecnologia avanzada.
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®

Calcule la probabilidad de vida en la galaxia y en el universo.

Calcule la probabilidad de vida inteligente en la galaxia y en el universo.

Calcule la probabilidad de vida inteligente tecnologica en la galaxia y en el
universo.

Con las probabilidades anteriores, estime el numero de planetas que pueden
contener vida de los tres tipos mencionados.

Nos centraremos en evaluar la probabilidad en la Via Lactea. Siendo una galaxia
tipica, la probabilidad de vida en el universo serd la misma que en la galaxia, pues
al evaluar la probabilidad en términos de casos a favor sobre casos totales tanto en
el numerador como en el denominador del universo se aplicaria el mismo factor
corrector (i.e. el numero de galaxias). Con los datos suministrados la probabilidad
de vida en la galaxia es (casos a favor sobre casos totales) de:

PV = 600 millones de estrellas habitables
150.000 millones de estrellas en la galaxia

=0,004

A continuacion hemos de evaluar la probabilidad que haya vida y sea inteligente,
que puede evaluarse usando la regla multiplicativa:

P(VNI)=PW)-P(I/V)=(0,004)-(0,10) = 0,0004

Siguiendo pasos similares, evaluamos la probabilidad que hay vida y sea
inteligente y haya desarrollado tecnologia:

P(YNINT)= PV NI)-P(T/VNI)=(0,004)-(0,10) = 0,00004

Finalmente, para evaluar el nimero de planetas en el universo que pueden albergar
vida con las caracteristicas descritas, partimos de cuantos planetas de esas
caracteristicas pueden existir en una galaxia tipica como la nuestra (600 millones,
60 millones y 6 millones, respectivamente) y multiplicar por el nimero de galaxias
en el universo (i.e. 100.000 millones). Asi, y aceptando los datos suministrados, en
el universo existirian (100.000 millones de galaxias) X (600 millones de planetas
habitables por galaxia) = 60 trillones (60.000.000.000.000.000.000) millones de
planetas habitables en el universo!! Un ejercicio interesante es reducir las ratios
usadas pasando de 1/10 a 1/100 o a 1/1.000. Repita el célculo y determine el
numero de planetas con las caracteristicas de disponer de vida tecnoldgica.
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50. (*) Un equipo de baloncesto esta formado por cinco jugadores titulares. Cada uno de ellos
habra nacido en un lunes o un martes, etc. Evaluar la probabilidad que exista como
minimo una coincidencia en el dia de nacimiento de los cinco jugadores del equipo (ello
quiere decir que dos o mas jugadores compartan el lunes o el martes, etc., como dia de
nacimiento).

El procedimiento para resolver esta cuestion es absolutamente idéntico al usado en
el problema de los cumpleafios, pero ahora las coincidencias son en el nombre del
dia de la semana y no en el nimero del dia del mes. Tomemos pues n = 7 (los siete
dias de la semana) y » = 5 (los cinco jugadores). Cada jugador del equipo puede
haber nacido en uno de los 7 dias de la semana y como hay cinco jugadores,
tendremos que el total de todas las posibles combinaciones de dias de nacimiento
estara dado por:

nnnnn=n

Este nimero nos da la lista de posibles dias de nacimiento para los cinco
jugadores. Por otra parte, en esta lista las no-coincidencias se pueden enumerar
calculando las permutaciones de los » = 7 dias tomadas en bloques de » = 5.
Hemos de calcular permutaciones, pues si el primer jugador hubiese, por ejemplo,
nacido un lunes, ese dia ya no podria ser considerado para el segundo jugador, si lo
que deseamos es contar las no-coincidencias. En consecuencia los casos de no-
coincidencia serian:

P(n,ry=n-(n-1)-(n=-2)-...-(n—(r-1))

La probabilidad p de que no haya ninguna coincidencia se evalua como el cociente
de los casos de no-coincidencia sobre los casos totales:

p=n-(n—l)-(n—2)-...'(n—(r—1)) =7‘6-5'4-3

=0,15
nnnnn=n 7’

Usando la regla del complementario la probabilidad del suceso “por lo menos una
coincidencia en el dia de nacimiento” serd de 1-p = 0,85, una probabilidad
verdaderamente alta.
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Variables aleatorias discretas

51. Considere el experimento aleatorio repetible de lanzar un dado dos veces y para las
siguientes funciones (variables aleatorias) definidas en el espacio muestral del
experimento obtenga las distribuciones de probabilidad correspondientes.

a.

C.

X: Q—R donde X mide las ganancias de un apostador que obtiene como premio
de un lanzamiento tantos euros como puntos aparecen en el primer dado pero ha de
pagar tantos euros como puntos aparecen en el segundo dado.

X: Q — R donde X mide las ganancias de un apostador que recibe como premio en
euros la cifra mas alta de los dos dados pero ha de pagar la cifra mas pequeia.

X: Q — R donde X mide las ganancias de un apostador que recibe como premio en
euros la cifra mas alta que aparezca en las dos caras.

La siguiente tabla muestra los posibles resultados del lanzamiento de dos dados
(D1 y D2) junto con el valor de las ganancias (D1-D2):

D1/D2

(NS}
o
N
D
(=

1
—
1
\9)
1
(98]
1
N
1
()]

1
—
1
\9)
1
(%)
1
N

N [WIN =[O~

SN T EN I I
AW~
W=
N |— |

—_

ol

Vemos que hay 36 resultados equiprobables del lanzamiento de los dos dados, y
cada uno de estos lanzamientos corresponde a un valor de la variable aleatoria. Sin
embargo, algunos valores de la variable se repiten en mas de un resultado. Asi,
contando en cuantos resultados aparece cada uno de los valores de las variables
tenemos la siguiente distribucion de probabilidad:
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X px)
> V6
B %6
> Y6
N Y6
! %6
1 %
o K
> K
Pl M
Y %
> K

b. La siguiente tabla muestra los posibles resultados del lanzamiento de dos dados
(D1 y D2) junto con el valor de las ganancias que se pueden expresar de forma
algebraica usando la expresion MAX{D1, D2} — MIN{D1,D2}. En este caso al
valor mas alto se le resta el valor menor y cuando ambas caras coinciden una es
atribuida como mayor y la otra como menor, de forma que en este caso la ganancia
es nula:

D1/D2

N B (WIN =[O~

BRI —[O|—N

WIN = (O|—|N W

N |— | DWW

— O [N WA
O (N|W[HA | Dy

Q| AW
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De nuevo hay 36 resultados equiprobables del lanzamiento de los dos dados, y
cada uno de estos lanzamientos corresponde a un valor de la variable aleatoria.
Como antes, contando en cuantos resultados aparece cada uno de los valores de la
variable tenemos la siguiente distribucioén de probabilidad:

X p)
0 6
P30
1 10
36

2 8
Y6
3 6
Y6
4 4
Y6
5 2
Y6
c. Finalmente, la siguiente tabla muestra los posibles resultados del lanzamiento de

dos dados (D1 y D2), junto con el valor de las ganancias medidas en este caso
simplemente por la expresion MAX{D1, D2}:

D1/D2

SN EN [N
AN N[ |WIN [~
NI EN TSI T
N[N | B |W[W|W|Ww
PN ITIFNENFNFN N
N[ |hn|[hn|hn|n
DA [N DN DN DN DN

Vemos que, nuevamente, hay 36 resultados equiprobables del lanzamiento de los
dos dados, y cada uno de estos lanzamientos corresponde a un valor de la variable
aleatoria. Como antes, contando en cudntos resultados aparece cada uno de los
valores de la variable tenemos la siguiente distribucion de probabilidad:
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X p(x)
V36
L s
* |
P T
> | D
6 1%6

—_—

52. Tenemos un grupo de 50 estudiantes de Estadistica, 10 de los cuales son chicos y 40 son
chicas. El profesor piensa regalar 3 matriculas de honor al azar a los estudiantes. En el
espacio muestral de este experimento defina una funcion (variable aleatoria) X: Q =R
que mida el nimero de matriculas asignables a los chicos.

a. Obtener la distribucion de probabilidad de X.
Repetir el ejercicio si X midiera las matriculas asignables a las chicas.
c. Repetir los dos apartados anteriores si el nimero de matriculas a regalar fuese 4.

a. SiX=“Numero de matriculas asignables a los chicos” tenemos que X € {0,1,2,3}

Calculamos en primer lugar el nimero de las diferentes posibles asignaciones de
las tres matriculas, considerando tanto chicos como chicas. Esto es, cuantas
combinaciones de 3 alumnos se pueden formar con los 50 del grupo:

|
C(50.3) = =2~ _19.600
31471

Para obtener ahora la distribucion de probabilidad de X debemos obtener, para
cada X €{0,1,2,3}

De cuantas maneras se pueden
asignar X matriculas entre 10
chicos y (3- x) entre 40 chicas _ C(10,x)-C (40,3 - x)

De cuantas maneras se pueden C(50,3)
asignar x matriculas entre los 50
del grupo

P(X=x)=
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Calculando obtenemos:

C(10,0)-C(40,3) _

P(X =0)= CG03) 0,504

pox o1y CAOD-CA0.2) o 100
C(50,3)

pox =2y CA0.2)-CA0D o o)
C(50,3)

pox =32 CU0D-CE00) o o0
C(50,3)

b. En el caso de contar las matriculas asignadas a las chicas tendriamos el resultado
simétrico, esto es:

De cuantas maneras se pueden
asignar X matriculas entre 40

chicas y (3-x) entre 10 chicos _ C(40,x)-C(10,3 - x)
De cuantas maneras se pueden C(50,3)
asignar x matriculas entre los 50

del grupo

P(X=x)=

Calculando obtenemos:

_ C(40,0)-C(10,3) _

P(X =0) G0 0,006

pox -1y CEODCA0.2) o 0o
C(50,3)

pOx =2y~ CAOD-CAOD o0
C(50,3)

pOx =32 C@03)-CU00) o oo
C(50,3)

Finalmente, si el nimero de matriculas a asignar es 4 tendriamos ahora que
X €{0,1,2,3,4}.

C.
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Para el caso de los chicos tendremos:

C(10,0)-C(40,4)

PO =0) = = = = 0,397
P =1=4 051()5.54(30’ 3 _0,429
P -2)=- &4 Ojcz()s.oi(;;m’ 2 _o,152
px =3 =l 02:3()5.0?45;10’1) = 0,021
P(X = 4) = C(IO’CL?S'O?SO’ O _ 0,001

Y para el caso de las chicas observamos el resultado simétrico:

C(10,0)- C(40,4)

P(X =0)= =0,001
C(50,4)

PX =1) = C(10.1)-C(40.3) _ o,
C(50,4) ’

PX =2)= C(10,2)-C(40.2) _ |55
C(50,4) ’

PX =3)= C(10,3)-C(40.1) _ 1 4rg
C(50,4) ’

P(X =)= C(10,4)-C(40,0) _ 104
C(50,4) ’

53. En una caja tenemos 5 cartas (un 2, 3 y 4 de copas y un 5 y 6 de espadas). Se realiza el
experimento aleatorio de extraer dos cartas (sin reemplazamiento).

a. ;Cuantos puntos contiene el espacio muestral del experimento?

b. Considere la variable aleatoria X que mide la suma de los valores numéricos de las
dos cartas. Obtener su distribucion de probabilidad.

c. Considere a continuacién que X solo asigna una suma positiva si las dos caras son
del mismo tipo. Si no son del mismo tipo se repite la extraccion. Obtener su
distribucion de probabilidad.

d. Repetir los apartados anteriores si la extraccion se realiza con reemplazamiento.

e. Obtener la funcion de probabilidad acumulada en los casos anteriores.
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a. Dado que tenemos 5 cartas diferentes y se extraen 2 cartas (sin reemplazamiento)
tenemos 5 posibles resultados para la primera carta y 4 para la segunda, un total de
20 posibilidades. La extraccion, por ejemplo, que contiene el 2 de copas y el 5 de
espadas (2C, SE) es distinta de la extraccion (SE, 2C). El orden es relevante y el
resultado se puede calcular como una permutacion:

|
P(5,2)=—>  =54220

(5-2)!

b. La tabla siguiente muestra todas las posibilidades y los correspondientes resultados
de la variable aleatoria X= “suma de los valores numéricos de las dos cartas” (una
x indica que ese resultado no es posible al no existir reemplazamiento).

Ci/C2 2C 3C 4C SE 6E
2C % 5 6 7 8
3C 5 x 7 8 9
4C 6 7 x 9 10
SE 7 8 9 % 11
6E 8 9 10 11 %

Dado que los 20 posibles resultados son equiprobables tenemos que la
probabilidad de cada uno de ellos es de 1/20.

Vemos que la variable aleatoria puede tomar cualquier valor en el conjunto
{5,6,7,8,9,10,11}. La probabilidad de cada uno de estos valores la hallaremos

multiplicando 1/20 por el nimero de resultados en los que aparece el valor en
cuestion. Asi tenemos:

%0 x=3
%0 x=6
%0 x=7

fyn= A x=8
4

Ao x=9
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c. En este caso tendremos la tabla siguiente. De nuevo las casillas marcadas con x
son resultados que no son posibles:

Cl/C2 2C 3C 4C SE 6E
2C X 5 6 % %
3C 5 X 7 % %
4C 6 7 % % %
SE X% X% X% 3 11
6E X X X 11 3

Ahora solo tenemos 8 posibles resultados equiprobables. Por tanto, la probabilidad
de cada uno de ellos sera de 1/8.

Vemos que la variable puede tomar ahora cualquier valor en el conjunto
{5,6,7,11}. La probabilidad de cada uno de estos valores la hallaremos de nuevo
multiplicando 1/8 por el nimero de resultados en los que aparece el valor en
cuestion. Asi tenemos:

Sy (x) =3

d. Si la extraccidn se realiza con reemplazamiento tendremos inicialmente la tabla de
resultados siguiente:

Cl/C2 2C 3C 4C SE 6E
2C 4 5 6 7 8
3C 5 6 7 8 9
4C 6 7 8 9 10
SE 7 8 9 10 11
6E 8 9 10 11 12

De este modo tenemos 25 posibles resultados equiprobables,
probabilidad de cada uno de ellos de 1/25. Los valores posibles de esta variable

siendo la
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aleatoria estan en el conjunto {4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Obtenemos la probabilidad
de cada uno de estos valores igual que antes y tenemos:

%5 x=4
%5 x=5
%5 x=6
%5 x=7

£ (x)= 525 x=8

%5 x=9
%5 x=10
%5 x=11
%5 x=12

Finalmente, si solo suman las cartas del mismo tipo los resultados posibles son:

Cl/C2 2C 3C 4C S5E 6E
2C 4 5 6 % %
3C 5 6 7 3 3
4C 6 7 8 3 3
SE X% X% X% 1 11
6E X% X% X% 12

Ahora tenemos 13 posibles resultados equiprobables. Por tanto, la probabilidad de
cada uno de ellos sera de 1/13. La variable puede tomar cualquier valor en el
conjunto {4,5,6,7,8,10,11,12}. La probabilidad de cada uno de estos valores sera
ahora de:
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Jr(¥) =1

e. Nos centraremos en la funcion de probabilidad acumulada para la primera de las
variables aleatorias del apartado b.; para el resto se procederia exactamente igual y
lo dejamos para el lector. Recordemos que la funcion de probabilidad acumulada
estd definida como:

F,.(x)=P(X =x)

De manera que tendremos:

%0 x=35

%0+ %50= Y50 x=6

Y0+ Y0t a0~ o x=17

Fo(x)= %0+%0+%0+%0=1%0 g
Y0+ Fo0* Hro* oot Yoo %0 x=9

Yo+ Fao* oot Voot ot Foom B0 Xm0

Y0+ Fo0* ot Yoot oot Fao* oo Yoom 1 5o
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54. Considere una variable aleatoria discreta X que toma valores x=1, 2, 3 con idéntica
probabilidad.

a. Obtener la funcién de probabilidad f,(x) y la funcion cumulativa de
probabilidad F, (x)

b. Obtener la esperanza matematica £(X) y la varianza var(X) de la variable aleatoria.
c. Considerar la funcidon g : R — R definida como g(x)=2x+3. Obtener la distribucion

de probabilidad de la variable aleatoria g (X) asi como su esperanza y varianza.

a. Al ser todos los valores equiprobables tendremos la funcién de probabilidad:

% x=1

fe@) =114 x=2

% x=3

En cuanto a la funcién de distribucion, dado que F (x) = E /() tenemos:

I=sx

0 x<l1
}é 1=x<2
F,.(x)=
2 2<x<3
3
1 x=3

b. Para hallar la esperanza E(X) debemos calcular:
E(X)=Yx f,(x)
En este caso,

E(X)=tastoslsig
3373
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Para hallar la varianza var(X) podemos usar la formula:

var(X)= ¥ x*+ f, (x)= E(X)’

Y en este caso,

var(X)= L2ty L2 2
3 37 3 3

c. Dado que X €11,2,3; tendremos que g(X)=2X+3€E15,7,9; con la siguiente
g

asociacion:

gx)=5 = x=1
gx)=7 = x=2
gx)=9 = x=3

Por tanto,

Y g5

fun(@) = W ex)=7
Y an=9

En consecuencia,

111
E(g(X)=="5+=T+=9=7
(g(X)) =25+ 2T+

Este resultado también se podria haber obtenido a partir de las propiedades de la
esperanza matematica:

E(g(X)=EQ2-X+3)=2-E(X)+3=2-2+3=7
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De la misma manera,

vau~()()=1-52+1-72+1-92-72 _8
3 3 3 3

O bien,

Var(g(X))=Var(2-X+3)=4-Var(X)=4-§=§

55. Considere una variable aleatoria discreta X que mide la demanda diaria de un determinado
producto. La distribucioén de probabilidad de X viene dada por:

P(X=x)= c-2—| x=1,2,3,4
x!

Suponer que el producto genera un ingreso de 5 euros por unidad vendida y que no hay
otro coste que el de almacenar las unidades no vendidas. El fabricante produce
diariamente k£ unidades (k = 1, 2, 3, 4) con un coste de almacenamiento de 3 euros por
unidad no vendida.

Calcular el coeficiente c.

Obtener la demanda esperada.

Obtener la varianza de la demanda.

Obtener la distribucion de probabilidad del beneficio diario en funcion del output.
Averiguar el nivel de produccion que maximiza el beneficio diario esperado.

oo o

a. Sabemos que el total de probabilidad es necesariamente 1. En consecuencia debe
cumplirse:

1=2P(X=x)=2c~i—:=c-

X

~ x!

Y de aqui se sigue que el valor de ¢ que verifica la propiedad es:
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una vez hechos los célculos pertinentes. Con esta constante la distribucion de

probabilidad es:

P(X—l)—l

3

P(X—2)—l

3

8
P(X=3)=—
( ) Y
16
P(X=4)=—
( ) 144

Sumando se verifica que efectivamente el total de probabilidad es 1.

b. Calculamos la esperanza matematica y hallamos:

E(X)=Yx P(X =x)=2,111

c. A continuacion calculamos la varianza para obtener:

var(X) = E(X*)- E(X)’ = ¥ x* - P(X = x) - E(X)* =0,988

d. Quizas la mejor manera de visualizar la situacion es preparando una tabla en la que
por filas aparecen los posibles valores de la demanda (una variable aleatoria) y por
columnas las producciones (una variable de decision de la empresa) y en las celdas
tenemos el beneficio en funcion de la materializacion de la demanda y la decision
de la empresa. Asi en la celda x = 2, k = 3 aparece una cifra de beneficio 7
obtenida por la diferencia entre el ingreso neto, 2 x 5 = 10, de las dos unidades
compradas por la demanda menos el coste de la unidad no vendida y almacenada,
(3 -2) x3=3.Y asi sucesivamente para el resto de las celdas de la tabla.
Obsérvese que si la empresa produce k = 1, entonces en todos los escenarios de
demanda el beneficio es 5 pues como mucho los demandantes solo podran adquirir
la tinica unidad producida por la empresa.

x /k 1 2 3 4
1 5 2 -1 -4
2 5 10 7 4
3 5 10 15 12
4 5 10 15 20
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Vamos a proceder ahora a estudiar la distribucion de probabilidad del beneficio en funcion de
la decision de la empresa. Para £ = 1, el beneficio es 5 con probabilidad 1. Para £ = 2 el
beneficio es 2 si la demanda es x =1 y 10 en los casos contrarios, etc. Usando B(k) como el
beneficio segun output k tendremos:

B(1)=5 con probabilidad =1

B(2)= 2 conP(X=1)=1/3
10 conP(X>1)=2/3
-1 conP(X=1)=1/3
B3)= 7 conP(X=2)=1/3
15 conP(X>2)=1/3

-4 conP(X=1)=1/3

4 conP(X=2)=1/3
12 con P(X =3)=8/36
20 conP(X =4)=16/144

B(4)=

e. Bajo las cuatro posibles decisiones de la empresa podemos evaluar el beneficio
esperado pues disponemos de las probabilidades necesarias. Asi, obtendremos:

E(B(1))=5
E(B(2))=17,333
E(B(3))=17
E(B(4))=4,888

Si la decision de la empresa se basa en maximizar el beneficio esperado diario, la
opcidn Optima seria producir k = 2.

56. (*) Considere dos experimentos aleatorios (o juegos de azar). El primero consiste en
lanzar cuatro monedas honestas al aire. Introducimos una variable aleatoria X que otorga
en euros el doble del nimero de caras que aparezcan en la realizacion del juego. El
segundo consiste en lanzar una moneda honesta al aire y en este juego se introduce una
variable aleatoria Y que otorga un premio de 8 euros en caso de cara y nada en caso
contrario.

a. Si pudiera escoger en qué juego participar, ;cudl elegiria basandose en la
esperanza matematica de las variables aleatorias?
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b. Suponga a continuacion que el criterio de decision fuese la utilidad de los premios
obtenibles. ;Qué juego elegiria si: 1) u(x) = Jx, i) u(x)=x, iii) u(x)=x"

c. En terminologia econdémica, ;qué tipo de actitud delante del riesgo tendriamos en
cada uno de los tres casos?

a. La variable aleatoria X en cuanto mide el nimero de caras refleja un fenomeno

binomial en el que X =0, 1, 2, 3, 4 con probabilidad de éxito (salir cara) de 0,5.
Las probabilidades se pueden calcular en consecuencia por:

P(X =x,)=C(4,x,)-0,5%-0,5*"

con x; = 0, etc. El premio en euros, que vamos a representar por Gy, estd dado por
Gx=2-Xde forma que su esperanza matematica se calculara por:

E(GX)=Eg[ -P(G, =g[)=22-xl_ “P(X =x))

que puede verificarse genera un valor esperado E(G) = 4. Para el segundo
experimento tenemos una variable aleatoria binaria con Y = 8 con probabilidad 0,5
e Y =0 con la misma probabilidad. Las ganancias en este caso tienen esperanza
matematica:

E(G,)=80,5+0-0,5=4

Desde la perspectiva de la esperanza matematica ambas situaciones de azar dan
lugar a la misma esperanza matematica y tienen el mismo valor econdémico.

b. Pasemos a considerar ahora que lo relevante es la utilidad de los premios. Si la

utilidad es lineal, es decir u(x) = x, estamos en la situacion del apartado anterior.
En el caso en que no es lineal, por ejemplo, si:

u(x) = Jx

entonces hemos de calcular la utilidad esperada (o esperanza matematica de las
utilidades de los premios):

E(G,)) = Yu(g) PG, =g)=X\2x P(X =x)

i
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Se puede verificar, sustituyendo los premios y las probabilidades requeridas, que en
este caso la utilidad esperada del primer tipo de experimento asciende a:

E(G,))=1,892

En el segundo experimento, es también facil de verificar que la utilidad esperada
asciende a:

E(G,))=/8-0,5+/0-0,5=1,414

Asi pues, la primera situacion de azar seria preferida a la segunda teniendo en
cuenta que la utilidad esperada que reporta es mayor. Para la funcion de utilidad del

tipo u(x) = x> dejamos que realice usted el calculo.

c. Con utilidad lineal el comportamiento se cataloga de “neutral” delante del riesgo.
Para la funcion u(x) = J/x tendriamos un comportamiento “adverso” al riesgo

mientras que alguien con una utilidad como wu(x)=x" seria descrito como
“amante” del riesgo.

57. Un conductor desea vender su viejo coche, razon por la que considera gastar 50 euros
poniendo un anuncio en una web especializada de compra/venta de coches usados. El
precio de venta del coche es de 750 euros. Sin publicidad la probabilidad de vender el
coche es del 50%, mientras que con publicidad el conductor sabe que nueve de cada diez
coches puestos a la venta en la web son efectivamente vendidos. Si no consigue vender el
coche, lo cederd a un amigo que le ofrece 650 euros. Discuta si el vendedor debe contratar
el anuncio o no.

Hay dos situaciones a valorar y comparar: “contratar el anuncio”, o bien “no contratar

el anuncio”. Sino se efectiia el anuncio, la esperanza para el vendedor es de:

E(no contratar) = vende al publico- 0,5 + vende al amigo-0,5 =
=750-0,5+ 650-0,5 =700

Si se contrata el anuncio aumenta la probabilidad de vender el coche al publico,
aunque entonces debe descontarse el coste del anuncio. En este caso:

E(contratar) = vende al ptblico- 0,9 + vende al amigo- 0,1 =
=(750-50)-0,9 + (650-50)-0,1 =690
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Si al individuo en cuestion toma la esperanza matematica como criterio de decision, le
conviene no contratar el anuncio.

58. El profesor de Estadistica va a poner un examen final tipo test. El examen va a consistir en
diez preguntas de tipo “verdadero/falso” y de cinco preguntas de tipo “eleccion multiple”
en las que se ofrecen cuatro respuestas posibles. El profesor quiere que el examen refleje
que un alumno que no ha estudiado absolutamente nada no pueda esperar otra nota que un
cero cuando el alumno responda al azar. Todas las preguntas se han de contestar. Si cada
pregunta acertada puntiia +1, calcule las puntuaciones de las preguntas no acertadas a fin
de que se cumpla el criterio del profesor, si en el apartado de eleccion multiple:

a.
b.
c.

Solo hay una respuesta correcta entre las cuatro.
Hay dos respuestas correctas entre las cuatro.
Puede haber més de una respuesta correcta entre las cuatro.

Dado que las preguntas son de diferente tipo se deben puntuar de forma diferente.

Preguntas de tipo “verdadero/falso”
Definimos la variable X = “Puntuacién de la pregunta”. Si denotamos con “r” la
puntuacion dada a una respuesta incorrecta tendremos:

X 1 silarespuesta es correcta

r sl larespuesta es incorrecta

Dado que la pregunta es del tipo “verdadero/falso” tenemos que una y solo una de
las respuestas es correcta. Ademds suponemos que el estudiante contesta
totalmente al azar. Por ello la probabilidad de obtener puntuaciones de 1 y de r es
totalmente simétrica:

J()=

Por tanto, si buscamos el valor esperado,

E(X)=l.1+l.,,=l+_r
2 2
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El profesor quiere que esta esperanza sea cero. Por tanto,

E(X)=1+Tr=0=>l+r=0=>r=—1

Es decir, para conseguir que un estudiante que responde completamente al azar
espere una nota de cero en las preguntas del tipo “verdadero/falso”, el profesor debe
penalizar con 1 punto cada pregunta incorrecta (-1).

Preguntas de tipo “opcion multiple con 4 opciones”
Definimos la variable X = “Puntuacién de la pregunta”. Si de nuevo denotamos

e 9

con “r” la puntuacion dada a una respuesta incorrecta tendremos:

X 1 silarespuesta es correcta

r sl larespuesta es incorrecta

Dado que la pregunta es del tipo “opcion multiple con 4 opciones” y solo una de
las 4 opciones es correcta (y estamos suponiendo que el estudiante contestara
totalmente al azar), tendremos que la funcidon de probabilidad seria en este caso:

% =
¥, x=r

fx(x) =

Por tanto, si buscamos el valor esperado:

E(X) =143 123
44 4

El profesor quiere que esta esperanza sea cero. Por tanto,

1+3r=0=1+3r=0=>r=—%

E(X)=

Es decir, para conseguir que un estudiante que responde completamente al azar
espere una nota de cero en las preguntas del tipo “opcion multiple”, el profesor
debe penalizar con 1/3 de punto cada pregunta incorrecta (-1/3).
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b. Si hay dos preguntas correctas entre las cuatro de opcion multiple

Preguntas de tipo “verdadero/falso”
Nada cambia con respecto al apartado a. anterior para las preguntas del tipo
“verdadero/falso”.

Preguntas de tipo “opcion multiple con 4 opciones”
Definimos de nuevo la variable X = “Puntuacién de la pregunta”. Si denotamos

(Y21

con “r” la puntuacion dada a una respuesta incorrecta tendremos:

{1 si la respuesta es correcta

r silarespuesta es incorrecta

Dado que la pregunta es del tipo “opcion multiple con 4 opciones” y ahora 2 de
las 4 opciones son correctas (y estamos suponiendo que el estudiante contestara
totalmente al azar), tendremos que:

% xX=r

fx(x) =

Por tanto, si buscamos ahora el valor esperado,

E(X)=z-1+z-r=2+2r—1+r
4 4

4 2

El profesor quiere que esta esperanza sea cero. Por tanto,

E(X)=1+Tr=0=>l+r=0=>r=—1

Es decir, para conseguir que un estudiante que responde completamente al azar
espere una nota de cero en las preguntas del tipo “opcion multiple”, el profesor
debe penalizar con 1 punto cada pregunta incorrecta (-1).

c. Sihay “mas de una” repuestas correctas entre las cuatro de opcion multiple

Preguntas de tipo “verdadero/falso”
Nada cambia con respecto al apartado a. anterior para las preguntas del tipo
“verdadero/falso”.
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Preguntas de tipo “opcion multiple con 4 opciones”
Definimos de nuevo la variable X = “Puntuacion de la pregunta”. Si denotamos
una vez mas con “7” la puntuacion dada a una respuesta incorrecta tendremos:

{1 si la respuesta es correcta

r silarespuesta es incorrecta

Ahora en las preguntas del tipo “opcion multiple con 4 opciones” se da el caso que
“mas de una” de las 4 opciones son correctas. Denotemos con n el nimero de
opciones correctas. Bajo el supuesto adicional que el estudiante sabe el valor de n
en cada una de las preguntas (por ejemplo, porque el profesor anuncia que hay 3
respuestas correctas, en este caso n = 3). Entonces tendremos que:

Por tanto, si buscamos el valor esperado:

4—n_r_n+(4—n)-r
4 4

E(X)=%-1+

Ahora bien, el profesor quiere que esta esperanza sea cero. Por tanto,

M:O:n+(4—n)'r=0:"r=_ ‘

E(X)= 4—n

Es decir, para conseguir que un estudiante que responde completamente al azar
espere una nota de cero en las preguntas del tipo “opcion multiple”, el profesor
debe penalizar con n/(4-n) punto cada pregunta incorrecta. Puede verse que cuando
n =2, obtenemos de nuevo el resultado del apartado previo en que r =-1.

Un escenario distinto es que el estudiante sabe que hay més de una respuesta
correcta, pero el profesor no informa del nimero exacto de respuestas correctas. El
estudiante, delante de cada pregunta, ha de indicar 2, 3 o 4 de las respuestas
listadas. Para el estudiante, al carecer de informacion, y haber de responder al azar,
lo que es relevante es de cudntas maneras puede sefialar sus respuestas. Si sefiala 2
al azar va a tener C(4,2) = 6 maneras distintas de hacerlo. Si sefala 3, entonces
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seran C(4,3) = 4 y si sefala 4 entonces solo habra una manera, C(4,4) = 1. En total
hay 11 maneras de sefalar respuestas al azar, y solo una de ellas sera la correcta.
La funcion de probabilidad sera en este caso:

%l x=1
10

11 X=r

fx(x) =

Buscamos el valor de r que haga que la esperanza de nota sea cero con esta
distribucién de probabilidad:

E(X)=1-i+r-&=0 = r=—i
11 11 10

59. Una tabla de mortalidad establece que la probabilidad que un individuo de 30 afos
sobreviva durante el proximo afio es del 0,992. Una compafiia de seguros le ofrece la
siguiente poliza de seguros: Usted paga una prima de 200 euros anuales a cambio de
recibir (no usted, claro, sino sus herederos) 10.000 euros, en caso de muerte.

a.
b.

b.

Establezca si esta poliza es conveniente para la compafiia.

Establezca el valor de la prima que hace que la péliza sea “justa” (la empresa
obtiene beneficio nulo).

Repetir los apartados anteriores si cada poliza comporta unos costes de tramitacion
de 50 euros anuales.

Vamos a llamar B al beneficio de la compaiia de seguros. En términos de
esperanza matematica, la compafiia ha de tener en cuenta que la poliza le

representa un ingreso de 200 euros si el contratante permanece en este mundo,
mientras que ha de desembolsar 10.000 euros en caso contrario. Por tanto,

E(B) =200-(0,992) +(~10.000) - (0,008) = 118,4

En promedio, la compatfiia obtiene 118,4 euros por cada una de estas polizas.
Hemos definido la poliza “justa” como aquella que da lugar a un beneficio
esperado de cero. Si g es dicho valor se deberia verificar:

E(B) = q-(0,992) + (-10.000) - (0,008) = 0

de donde se deriva que con una prima de g = 80,65 euros la compaiiia no incurriria
en pérdidas, en promedio.
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C.

Se deben replicar los calculos previos cuando hay un coste de tramitacion de ¢ =
50 euros anuales. En el primer caso el beneficio si el contratante pervive seria de
200 — ¢, mientras que en caso contrario seria de —(10.000+c).

60. Considere un juego de azar en el que el jugador puede escoger un numero del 1 al 6. A
continuacion se lanzan tres dados honestos. Si uno de los dados muestra el nimero
elegido, el jugador recibe 100 euros, si dos de los dados muestran el numero, recibe 200
euros y si los tres dados muestran el numero, entonces recibe 300 euros. Si ningiin dado
aparece con el numero elegido, el jugador pierde 100 euros. Tomese una variable aleatoria
X que mida las veces que aparece el nimero preseleccionado.

a.
b.

/o

Obtenga la distribucion de probabilidad de X.

Obtenga la probabilidad que el jugador obtenga una ganancia positiva (es
decir, P(X > 0)).

Obtenga la esperanza matematica del juego (o sea, de la variable aleatoria X).
Obtenga la varianza del juego (o sea, de X).

Suponga ahora que si ningin dado muestra el niumero elegido no se produce
ninguna pérdida. Calcular el precio “justo” de un billete de loteria que ofreciera el
derecho a participar en el juego. Si usted valora el dinero segun la funcién de

utilidad u(x) = \/; , 1 x>0,y u(x) = —Jx , 81 x <0, determine cudl es para usted
el “valor” del juego.

Tenemos que X puede tomar valores X =0, 1, 2, 3. Por ejemplo, X = 1 significa
que el numero elegido por el apostante aparece una vez en tres lanzamientos del
dado. El apostante elige un numero al azar entre 1 y 6. Si el dado es honesto en un
lanzamiento el valor observado coincidird con el nimero escogido al azar 1 de 6
veces, 0 sea con probabilidad 1/6, mientras que no coincidiran con probabilidad
5/6. Ahora bien, el dado se lanza tres veces y tenemos tres repeticiones del
fenomeno binario “acertar” (€xito) o “no acertar” (fracaso) el numero obtenido.
Tenemos pues una variable binomial conn =3y p = 1/6.

P(X =x)=C@,x)  p*-(1-p)™
parax=0,1, 2, 3.

La ganancia sera positiva siempre que X = 1, 2, o 3. Como son sucesos excluyentes
se debera calcular:

P(X >0)=P((X =DU(X =2)U(X =3))

En este caso, al ser binomial, £(X) = n- p . Sin embargo, si medimos las ganancias
del juego, observaremos que la esperanza matematica es negativa:
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E(G>=2gi-P<G=gi)=

(~100)- P(G = —100) +100- P(G = 100) +200- P(G = 200) +300- P(G = 300) =
(=100)- P(X =0)+100- P(X =1)+200- P(X =2)+300- P(X =3)=-7,87

d. La varianza del juego, al ser binomial, se puede calcular por:
var(X)=n- p-(1- p)

Si queremos la varianza de las ganancias del juego, entonces la podemos calcular
usando la expresion:

var(G) = E(G*)- E(G)

e. Elprecio “justo” desde la perspectiva del organizador del juego seria el valor ¢ tal
que E(G) = g, bajo el nuevo supuesto que G =0 si X = 0. Una vez derivado el valor
g, desde la perspectiva del apostante, el valor del juego se obtendria a partir de su
utilidad esperada, descontando el “precio” g que ha de pagar para participar en el
juego. En otras palabras, deberiamos obtener:

Eu(G-q))

Es facil de ver que g = 50. Los premios posibles de este juego serian -50, 50, 150,
250 segun X = 0, 1, 2, 3. Como disponemos de las probabilidades binomiales y
una especificacion de la utilidad, hallariamos:

E(u(G-q))=
u(=50)- P(X =0)+u(50)- P(X =1)+u(150)- P(X =2)+u(250)- P(X =3)=
=-0,714

A este precio “justo” para el organizador, el apostante no desearia participar pues
obtendria un valor negativo.
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61. (*) Casino Royale. Bond, James Bond, participa en un juego de azar consistente en lanzar
una moneda “honesta” 8 veces. Si el resultado del lanzamiento es que aparecen 6, 7 u 8
caras entonces Bond, James Bond, obtiene un premio de 1.000 euros. En caso contrario
Bond, James Bond, no obtiene nada.

a. Calcular la probabilidad que Bond, James Bond, obtenga el premio.

b. Calcular el premio esperado por Bond, James Bond.

c. Evaluar la probabilidad que Bond, James Bond, gane tres veces el premio si el
juego de azar descrito en el enunciado se repitiera 5 veces.

a. El suceso 4: “Bond, James Bond, gana el premio de 1.000 euros” ocurrira si salen
6, 7 u 8 caras. Vamos a definir el suceso “salir 6 caras” por C6, “salir 7 caras” por
(7, etc. El suceso 4 no es otra cosa que la union de C6, C7 y C8. Como son
mutuamente excluyentes podemos aplicar la regla aditiva de la probabilidad para
concluir:

P(A) = P(C6UCTUCS) = P(C6)+ P(CT)+ P(C8)

Ahora toca calcular estas probabilidades. Puesto que el lanzamiento de una
moneda “honesta” 8 veces es un fendmeno aleatorio binomial con pardmetros n =
8 y p=0,5 tendremos:

P(C6)=C(8,6)-(0,5)°-(0,5)* =0,1094
P(C7)=C(8,7)-(0,5)-(0,5)* =0,0313
P(C8)=C(8,8)-(0,5)* -(0,5)* = 0,0039

Sumando hallamos que P(4) = 0,1446.

b. Bond, James Bond, gana 1.000 euros con probabilidad 0,1446 y O euros con la
probabilidad complementaria de 0,8554. Podemos pensar en que tenemos una
variable aleatoria X que solo toma esos dos valores reales con sus respectivas
probabilidades de forma que:

E(X)=1.000-0,1446+0-0,8554 =144,6
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C.

La probabilidad de ganar 3 veces si se repiten los lanzamientos en 5 ocasiones de
nuevo es un fenomeno aleatorio binomial. La probabilidad de “éxito” en el primer
lanzamiento de las monedas hemos visto que es P(4) = 0,1446. Para evaluar la
probabilidad de tener 3 “éxitos” en 5 repeticiones podemos usar una variable
binomial Z con pardmetros n =5y p = P(A). De esta manera:

P(Z =3)=C(5,3)- P(4)*(1- P(4))*™ =0,0221

62. Una empresa manufactura chips para ordenadores. De la experiencia acumulada se sabe
que el 5% de los chips salen defectuosos de la linea de fabricacion. Para el mercado, la
empresa prepara cajas que contiene 10 chips. Existe un sistema de control de calidad sobre
las cajas de forma que si en una de ellas hay un minimo de 2 chips defectuosos, la caja se
retira de la circulacion.

a.

Evaluar la probabilidad de tener que retirar una caja de chips.

b. Determinar el niimero esperado de chips defectuosos por caja y la varianza

correspondiente.

Definiremos por X la variable aleatoria discreta que mide el numero de chips
defectuosos en cajas de 10 chips. Cada chip puede ser defectuoso (con
probabilidad del 5%) o no serlo (con probabilidad del 95%). En consecuencia cada
chip puede verse como una variable binaria y cada caja puede verse como 10
repeticiones de la variable binaria. Esto corresponde a una variable binomial con n
=10y p =0,05. Una caja se retira si X > 2. La probabilidad que queremos evaluar
es P(X>2). La forma mas rapida es usar la regla del complementario y aplicar la
ley binomial:

P(X>2) = 1- P(X<2)=1- P(X=0)- P(X=1)

Usando la binomial obtenemos:

P(X =0)=C(10,0)-0,05"-0,95'"° = 0,5987
P(X =1)=C(10,1)-0,05'-0,95° =0,3151

De aqui se sigue:

P(X>2)=1-0,5897-0,3151=0,0862
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b. Ahora usamos directamente las expresiones para la esperanza y la varianza de una
variable X que es binomial con pardmetros n y p:

E(X)=n-p=10-0,05=0,50
Var(X)=n-p-(1- p)=10-0,05-0,95 = 0,48

63. (*) La asignatura de Estadistica acostumbra a ser un “hueso duro de roer”. La experiencia
acumulada muestra que para un alumno tipico del curso la probabilidad de superar
satisfactoriamente el primer examen final es del 15%. Considerar un grupo de 5 alumnos
que se enfrentan a su primer examen final y evaluar las siguientes probabilidades:

Ninguno de los alumnos supera el examen.

Uno de ellos lo supera.

Lo supera al menos uno de ellos.

Si el grupo bajo consideracion fuese de 100 alumnos, evaluar la probabilidad que
superen el primer final 20 de ellos.

g0 o

a. Se supera la materia (un “éxito”) con p = 0,15. Se trata de ver el numero de éxitos
en n repeticiones (con n= 5, o n=100) y tenemos en consecuencia una variable
binomial. En el primer caso (con n = 5) queremos evaluar P(X=0):

P(X =0)=C(n,0)- p°-(1- p)" = C(5,0)-(0,15)° - (0,85)° = 44,37%

b. Paran =15 buscamos P(X=1)

P(X =1)=C(n,0)-p'-(1- p)"" =C(5,1)-(0,15)"-(0,85)* =39,15%
c. Para n = 5 buscamos P(X=1)=1-P(X <1)=1-P(X =0)con esta ultima
probabilidad sacada del apartado a. Asi, P(X> 1) = 55,63%

d. Para n =100 buscamos P(X = 20). Usando la binomial seria:

P(X =20)=C(n,20)- p*°-(1- p)"** =C(100,20)-(0,15)*° - (0,85)¥

Podemos ir un poco mas rapidos aproximando la binomial por una variable de
Poisson con A=n-p=100-0,15=15(obsérvese que la aproximacion es posible

porque n es grande y p es pequefia). Asi pues:
-A 20
e’ A

P(X =20) = =4,18%
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A titulo comparativo, la probabilidad binomial evaluada usando la formula binomial
genera una probabilidad de 4,02%. A efectos practicos la aproximacion de Poisson
ofrece una estimacion suficientemente buena.

64. Se han realizado una serie de verificaciones sobre la calidad de unos componentes usados
en la fabricacion de coches y se ha detectado que el 4% de esos componentes presenta
algin tipo de problema que los hace inservibles. Se han instalado 150 de estos com-
ponentes.

a. Evaluar la probabilidad que 4 de esos componentes instalados sean defectuosos.
Evaluar la probabilidad que hayan entre 4 y 6 defectuosos.
c. Comentar sobre el valor de la esperanza y la varianza.

a. La estructura del problema responde a una variable binomial con n = 150 y p =
0,04. Como la probabilidad p es relativamente reducida y el namero de
repeticiones n es relativamente grande es mas sencillo y rapido usar la
aproximacion de Poisson a una variable binomial. El pardmetro de Poisson lo
calculamos como:

A=n-p=150-0,04=06

De aqui usamos la ley de Poisson para determinar la probabilidad de 4
componentes en mal estado:

e—k . 14

P(X =4)= =0,1339

b. En este caso necesitamos evaluar la probabilidad en un intervalo discreto:

P(4sXs6)=§e_

x=4

A 0,4451
x!

c. Para una variable de Poisson, la esperanza y la varianza coinciden con el
parametro 4.
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65. (*) Una estacion de la Inspeccion Técnica de Vehiculos (ITV) ha revisado 48.000
vehiculos durante todo el afio y ha detectado que 36 de estos vehiculos tenian los
cinturones de seguridad defectuosos. El numero de coches revisados cada mes es
aproximadamente el mismo.

a.

b.

Calcular la probabilidad que en un mes dado la estacion haya detectado
exactamente 2 coches con los cinturones defectuosos.

Calcular la probabilidad que en un mes dado la estacion haya detectado un minimo
de 8 vehiculos con cinturones defectuosos.

Cada uno de los vehiculos puede tener los cinturones de seguridad defectuosos o
no. La probabilidad de observar un cinturén defectuoso la podemos evaluar en
términos de los casos observado (36) sobre el total de examinados (48.000). Por
consiguiente p = 36/48.000 = 0,00075. El nimero de vehiculos revisados por mes
es de 48.000/12 = 4,000. Tenemos pues n = 4.000 repeticiones del experimento
binario cinturén defectuoso/no defectuoso que, ademads, pueden considerarse como
independientes. La situacion se corresponde con la de una variable binomial con
parametros n = 4.000 y p = 0,00075. La probabilidad buscada se puede evaluar a
partir de:

P(X =2)=C(n,2) p*(1-p)~ =
4.000!

=— " -(0,00075)*-(0,99925)*°* = 0,2241
21-(4.000 - 2)!

Para la misma variable binomial ahora hemos de evaluar P(X > §). Un primer paso
para simplificar el calculo es pasar al suceso complementario (X <8)=(X<7)y
evaluar su probabilidad. Un segundo paso simplificador resulta de percibir que
esta situacion se puede aproximar por la variable de Poisson pues el numero de
repeticiones es elevado (n = 4.000) y la probabilidad del suceso binario es pequefia
(» = 0,00075). Construimos pues el parametro de la variable de Poisson que
aproxima a la variable binomial: A=n-p=(4.000)-(0,00075)=3 y usando la
tabla de probabilidades acumuladas de Poisson, para el valor 4 = 3, hallamos que
P(X <7)=0,988. Finalmente P(X > 8) = 1- P(X < 7) =0,012. La probabilidad de
detectar al menos 8 vehiculos por mes con cinturon defectuoso es francamente
baja, solo del 1,2%.
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66. (*) Un examen contiene una parte con preguntas de teoria en formato test que deben
sefialarse como verdaderas o falsas. Para superar la prueba el profesor ha decidido que se
deben contestar correctamente al menos 7 de las 10 preguntas.

a. Si un estudiante no tiene ni idea de la materia y contesta al azar (lanzando por
ejemplo una moneda honesta al aire), evaluar la probabilidad que supere el
examen.

b. Estudiar la materia tiene la virtud que hace aumentar la probabilidad de detectar
correctamente la respuesta. Supongamos, en particular, que estudiar aumenta la
probabilidad de acierto en un 40%. Volver a evaluar la probabilidad que un
estudiante que haya estudiado supere el examen.

a. Superar el examen supone acertar 7 o mas de las respuestas. En el caso concreto
de 7 hay C(10,7) maneras distintas de acertar al azar 7 de las 10 preguntas. Cada

una de estas maneras tiene una probabilidad evaluable en p’-(1- p)’ donde p es
la probabilidad de acertar al azar (p = 0,5). Tenemos pues una variable binomial.

Si aplicamos el mismo argumento a acertar 8, 9 o 10 respuestas tendremos la
probabilidad buscada:

P=C(10,7)-p"-(1- p)*+C(10,8): p*-(1- p)* +
C(10,9)- p°-(1- p)' +C(10,10)- p"°-(1- p)° =0,172

b. Si con el estudio la probabilidad aumenta en un 40%, ahora tendriamos p = 0,7.
Sustituyendo en la expresion anterior hallariamos P = 0,649 y estudiar casi
cuadriplica la probabilidad de superar la prueba. jNo estd nada mal!

67. El gerente de un restaurante con 20 mesas que solo ofrece cenas mediante reservas sabe,
por experiencia, que el 15% de los grupos que reservan mesa después no se presentan a la
hora de la cena. Para evitar que queden mesas sin ocupar, un dia en concreto el restaurante
acepta 23 reservas:

a. (Cuadl es el numero esperado de grupos con reserva que se presentaran este dia en
el restaurante para cenar?

b. (Cuadl es la probabilidad de que todos los grupos con reserva que se presenten este
dia en el restaurante puedan ser servidos, es decir, puedan sentarse en una mesa?

c. Poco antes de empezar la cena el gerente observa que las primeras 19 reservas se
han presentado, no ha fallado ninguna. ;Cual es la probabilidad de que todos los
grupos con reserva que lleguen después puedan sentarse en una mesa?

a. Vamos por pasos. La variable aleatoria

X = “Numero de grupos con reserva que se presentan a la cena”
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sigue una distribucion binomial de parametros n = 23 y p = 0,85. Esto es asi
porque se producen 23 repeticiones (23 reservas) de un suceso que puede resultar
en “presentarse” o “no presentarse” con probabilidades 0,85 y 0,15
respectivamente. Por tanto tenemos:

X ~ B(23;0,85)

Por tanto, si nos preguntan por el valor esperado de X podemos usar la expresion
de la esperanza para una variable binomial

E(X)=np=230,85=19,55

b. Aqui nos preguntan por la probabilidad que se presenten 20 grupos como maximo.
Esta es la tinica manera que todos puedan tener mesa. Es decir:

P(X<20)=1-P(X>20)=1 - [P(X=21) + P(X=22) + P(X=23))]

Si calculamos cada una de estas probabilidades usando la féormula binomial
tendremos:

P(X =21)=C(23,21)-(0,85)"" - (0,15)* = 0,187
P(X =22)=C(23,22)-(0,85)*-(0,15)' =0,097
P(X =23)=((23,23)-(0,85)*(0,15)° = 0,024

Por tanto,

P(X<20)=1-P(X>20) = 1 - [P(X=21) + P(X=22) + P(X=23))] =
=1-[0,187+0,097+0,024] = 1 - 0,31 = 0,69

c. Definamos una nueva variable aleatoria Y como:

Y = “Numero de grupos con reserva que se presentan a la cena
cuando los primeros 19 grupos con reserva se han presentado”
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Estd claro que Y solo puede tomar los valores {0,1,2,3,4}, ya que no pueden
presentarse mas de 4 grupos. Por tanto, tenemos que Y es una variable binomial
conn=4yp=0,85:

Y ~ B(4;0,85)

Nos piden la probabilidad que, como méaximo, se presente 1 grupo mas. Esta es la
Unica manera que todos puedan tener mesa:

P(Y<1)=P(Y=0) + P(Y=1)

Si calculamos cada una de estas probabilidades tenemos:

P(Y =0)= g (0,85)°(0,15)* = 0,0005
P(Y =1)= T (0,85)'(0,15)* =0,0115
Por tanto,

P(Y < 1) = P(Y=0) + P(Y=1) =0,0005 + 0,0115 = 0,012

68. Suponga que usted es un economista empleado por la directiva de un famoso club de
fatbol, el Barca, para averiguar ciertas probabilidades sobre las caracteristicas de la
aficion. En particular, consideraremos una muestra de 10 individuos escogidos al azar de
la poblacion de Catalufia y queremos averiguar las probabilidades de:

Nk W=

o

6 de los individuos son aficionados del Barga
Por lo menos 6 son del Barca

Mas de 6 son del Barga

Ninguno es del Barga

Todos son del Barga

Discuta qué variable aleatoria (o qué distribucion de probabilidad) podria utilizar
para ayudarle a evaluar esas probabilidades.

Pongase manos a la obra y haga los calculos. Piense que este problema requiere
cierta investigacion por su parte mas alld del trabajo de aula pues, de una forma u
otra, tiene que obtener un valor de un pardmetro fundamental para obtener su
respuesta (;cual?). Explique qué método(s) practico(s) podria usar para obtenerlo.
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a.

Cada habitante puede ser aficionado del Barc¢a o no serlo (porque no le interesa el
futbol, es de otro equipo, etc.). Podemos considerar que la situacion responde a un
fendmeno binario (to be or not to be, that is the question) con probabilidad p de
ser aficionado del Barga y (1 — p) de no serlo.

Al escoger 10 individuos al azar, podemos considerar que tenemos 10 repeticiones
del fendmeno binario fo be or not to be. En este caso, el nimero de individuos
entre los 10 que son aficionados se puede medir por una variable binomial X con
parametros n = 10 y p. Que exactamente 6 de los 10 sean aficionados del Barca
tiene probabilidad que se puede evaluar por:

P(X =6)=C(10,6)- p*-(1- p)""*

Que por lo menos 6 sean de Barca tendria probabilidad:

P(X =6)= ECUO, k) p* (1= p)**

k=6

Si nos interesa la probabilidad que hayan mas de 6, tendriamos que evaluar:

P(X>6)= EC(lo,k) - ph (1= p)'**

k=1

Que nadie sea del Barga tendria probabilidad evaluable por:
P(X =0)=C(10,0)- p°-(1- p)"*?°

Finalmente, la probabilidad que los 10 sean aficionados se podria evaluar por:
P(X =10)=C(10,10)- p"-(1- p)'*"

Necesitariamos saber el valor de p, esto es, el porcentaje de la poblacion de
catalanes que se sienten aficionados del Barga. Para obtener esta cifra podriamos
explorar si el club ha hecho una encuesta y nos facilita los datos. O podriamos
hacer una pequena encuesta nosotros preguntando, por ejemplo, a 20 individuos
que pasean por la calle. Se trataria de que la encuesta fuese realmente realizada al
azar, ¢ incluso si no es una encuesta sobre una muestra representativa, ya nos
daria una primera aproximacion. A titulo de ejemplo, si supiéramos que p = 0,6,
las probabilidades previas serian, respectivamente, las siguientes:
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P(X =6)=0,2508
P(X =6)=0,6331
P(X >6)=0,3823
P(X =0)=0,0001
P(X =10)=0,0060

69. Durante una campaia promocional, un concesionario de coches garantiza a los
compradores de coches que si no estan satisfechos con el modelo comprado lo pueden
devolver en el plazo de una semana y se les reintegrard todo el precio. Por cada coche
vendido, el concesionario obtiene un beneficio de 2.000 euros y en caso de devolucion se
incurre en un coste de 250 euros. La empresa consigue vender 100 coches durante esta
campaifia, pero estima que un 15% de los compradores devolveran el coche.

a.

Discuta qué variable aleatoria X describe el nimero de coches devueltos x.
Calcule la media y la desviacion estdndar del nimero de coches devueltos.
Describa la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria B que mide el
beneficio del concesionario en funcion de los coches devueltos.

Calcule el beneficio medio y su desviacion estandar sin usar la distribucion de
probabilidad de B.

Dado que cada coche puede ser devuelto con una probabilidad p = 0,15 y que la
empresa ha vendido 100 coches, tenemos que X = “nimero de coches vendidos y
devueltos” sigue una distribucion binomial de parametros n =100y p = 0,15

X ~ B(100;0,15)
Por las caracteristicas de la distribucion binomial sabemos que
E(X)=n-p=100-0,15=15

Es decir, se espera que 15 coches sean devueltos. De la misma manera, usando la
expresion para la varianza de una variable binomial tendriamos:

var(X)=n-p-(1- p)=100-0,15-0,85=12,75
o, =+var(X) =/12,75=3,57
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c. El beneficio sera:

B =Ingresos — Costes
B=100-2.000- X -(250+2.000) =200.000-2.250- X

Dado que X € {0,1,2,. . .,100} tendremos que:

Be {—25.000,—22.750,. . .,197.750,200.000}

Finalmente, a partir de la expresion del beneficio de la empresa en funcion de X
tenemos:

P(B=b)=P(X = 200.000—b)
2.250

d. Utilizando las propiedades de la esperanza,

E(B) = E(200.000-2.250- X) = 200.000 - 2.250- E(X)
E(B)=200.000-2.250-15=166.250

De manera parecida, por las propiedades de la varianza,

var(B) = var(200.000 - 2.250- X ) =0+2.250° - var(.X)
var(B)=5.062.500-12,75 = 6.4546.875

Por tanto, la desviacion estandar sera:

0, =+/var(B) = /64546875 =8.034,11
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70. Overbooking en el Prat. Las lineas aéreas acostumbran a vender (jy la normativa lo
permite!) mas billetes para un viaje que la capacidad disponible de los aviones permite.
Suponga que el vuelo Barcelona-Paris tiene capacidad para 110 viajeros, pero la
compaiiia vende 120 billetes. En la préctica se sabe que no todos los viajeros con billete
aparecen el dia del vuelo y que el porcentaje de viajeros que no se presenta es del 5%,
aproximadamente.

a.
b.

Discutir qué tipo de variable aleatoria describe este tipo de fendmeno.

Calcular el nimero esperado de viajeros del mencionado vuelo. Calcular también
la desviacion estandar.

Calcular la probabilidad que todos los viajeros que se presentan el dia del vuelo
puedan hacer el viaje que planeaban. ;Qué dificultad practica encuentra para
hallar su respuesta? Indique un camino alternativo para resolver el problema.
Suponer que la compaiiia desea que la probabilidad de que todos los viajeros que
se presentan puedan hacer el vuelo es del 50%. Averiguar cudntos billetes por
encima de la capacidad del avion deberia vender la linea aérea para cumplir con
este requisito.

Cada uno de los viajeros puede acabar no apareciendo el dia previsto del viaje por
razones varias. Usaremos X para denotar la variable aleatoria que mide el numero
de viajeros que aparecen el dia del viaje. Puesto que se venden 120 billetes,
tendremos que hay n = 120 repeticiones de la situacion binaria “aparecer” o “no
aparecer”, sabiendo ademas que la probabilidad de aparecer se estima que es en la
practica del 95%. Tenemos pues una variable binomial con n =120y p = 0,95.

Al ser X una variable binomial la respuesta es inmediata. La esperanza matematica
es E(X)=n-p=120-0,95=114, mientras que la desviacion estandar la

obtenemos de la varianza binomial:

o, =var(X) =/n- p-(1- p) =/120-0,05-0,95 = 2,39

Puesto que X mide el nimero de viajeros que aparecen el dia del vuelo, el suceso
se puede representar por (X =110) y la probabilidad en cuestion se puede evaluar
usando la variable binomial a partir de P(X =<110). Si hacemos que Y mida el
numero de pasajeros que no aparecen el dia del vuelo tendremos que se habra de
cumplir que X+Y = 120, de manera que:

P(X <110)= P(120-Y <110) = P(Y =10)

siendo Y también una variable binomial para la que tenemos que n = 120y g =
0,05. Si aproximamos la variable binomial con una variable de Poisson (podemos
hacerlo satisfactoriamente pues n es relativamente grande y g pequeia) con
parametro A=n-q=120-0,05=6, podemos evaluar la probabilidad a partir de:

P(Y 210)=1-P(Y <10)=1- P(Y <9)=1-0.916= 0,084 = 8,4%
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Tal cifra se puede obtener asimismo de las tablas de probabilidad acumulada de
Poisson.

d. Debemos hallar el numero de billetes vendidos b tal que X + Y = b y ademas se
verifique que P(X =110)=0,50 donde X es ahora binomial con parametros b y p.

Siguiendo el mismo razonamiento anterior:

P(X <110)= P(b-Y <110)= P(Y =2b—110)= P(Y = ¢)

donde e = b-110 es el nimero de billetes en exceso. Puesto que,

P(Y=ze)=1-P(Y<e)=P(Y =e-1)=0,50

y la variable Y se puede de nuevo aproximar por una variable de Poisson con
A =6, de las tablas de la variable de Poisson podemos ver que e-1 estara entre 5 y
6, 0 sea que e estard entre 6 y 7 y en consecuencia la compana aérea deberia vender
un numero de billetes b entre 116 y 117, si desea que la probabilidad que los
viajeros que se presentan puedan realizar el vuelo sea del 50%.

71. (*) Seglin una informacion publicada en el diario La Vanguardia, cada 5 segundos una
persona se contagia del virus de la sida (o sea, 12 cada minuto; fijese que equivale a jjmas
de seis millones de personas al afio!!). Con estos datos, calcular la probabilidad que en un
dia se contagien mas de 35.000 personas.

Una primera observacién es que en un intervalo temporal de 5 segundos se
produce un contagio. La ocurrencia de un contagio en ese intervalo es un suceso
infrecuente. En consecuencia puede interpretarse como un suceso regido por la
variable de Poisson. Podemos pues atribuir el parametro 4 = 1, que describe los
contagios por intervalo en promedio, a la variable de Poisson. Para poder contestar
la pregunta hemos de modificar el intervalo temporal. Por ejemplo, un contagio
cada 5 segundos comporta un total de 5 x 12 = contagios en un minuto (pues hay
12 intervalos de 5 segundos en un minuto), o equivalentemente a 720 contagios
por hora (1 hora = 60 minutos) o 17.280 contagios por dia (1 dia = 24 horas). Més
de 35.000 contagios por dia, haciendo el camino inverso, nos dice que en un
intervalo de 5 segundos se deberian producir mas de 2,02 contagios
(35.000/24/60/12 = 2,02).

La probabilidad buscada, en el intervalo basico de 5 segundos, sera evaluada por
Poisson con A = 1 usando

P(X >2,02)=~P(X >2)=1-P(X =2)=
1- P(X =0)- P(X =1)- P(X =2)=0,323
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En definitiva, la probabilidad de que ocurran més de 35.000 contagios por dia es
aproximadamente del 32,3%.

72. La ruta del bacalao. Una empresa pesquera dedicada a la pesca del bacalao utiliza un
avion de exploracion y busqueda de bancos de dicho animal marino. En el Atlantico
Norte se sabe que en promedio existe un banco de bacalao por cada 100.000 km
cuadrados de mar. En un dia normal de trabajo el avion puede recorrer 1.000 km de
distancia y los sensores de deteccion pueden abarcar hasta 5 km a cada lado de la
trayectoria del avion.

a.

b.

Averiguar la probabilidad de detectar un banco de bacalao en tres dias de
exploracion.

Repetir para un periodo de seis dias.

Averiguar cudntos dias de busqueda serian necesarios para que la probabilidad de
hallar por lo menos un banco de peces sea del 95%.

La probabilidad de detectar un banco de peces en 1 km* es de p = 1/100.000. En
tres dias de trabajo se pueden explorar 30.000 km? de superficie marina. Esta cifra
se obtiene a partir del dato que en un dia el avion recorre 1.000 km lineales y a
cada lado de la trayectoria se pueden escanear 5 km. En tres dias tendremos, en
consecuencia, un total de 1.000 km x (5 km x 2) x 3 = 30.000 km” en los que
detectar la presencia de bancos de peces.

Cosas que sabemos: i) en cada km? hay una probabilidad p de detectar un banco,
ii) hay 30.000 km?” para analizar con el escaner y en cada uno de ellos puede haber
(o no) un banco, iii) una variable binomial es apropiada para medir el nimero de
detecciones positivas (€xitos) y en este caso n = 30.000 y p = 1/100.000, iv)
puesto que n es grande y p es pequeiia, podemos aproximar la variable binomial
con una variable aleatoria de Poisson con parametro A=n-p=0,3.

Para responder a la pregunta formulada sobre la probabilidad de deteccion
podemos considerar dos casos: el primero es detectar exactamente un banco, es
decir, P(X =1), o bien detectar por lo menos un banco y en este caso

necesitariamos evaluar P(X =1). Usando la formula de Poisson tendriamos:

e—k . Al

P(X=1)= =0,222

e—k . AO

P(X=1)=1-P(X <1)=1-P(X =0)=1- = 0,259

Este apartado es similar al previo, con la sustitucion del nimero de dias de
exploracion. Dejamos los detalles de célculo para el lector.
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En este caso necesitamos determinar el numero de dias de exploracion que
garantice que la probabilidad de deteccion es del 95%. Partiremos de usar la
probabilidad de detectar al menos un banco de peces de forma que de

P(X=1)=1-P(X=0)=0,95
deducimos que
P(X =0)=0,05
Usando la formula de Poisson para este valor de probabilidad:

A 90
P(X=0)=F ovl = =0,05

se sigue que el parametro de la expresion es A =3. Puesto que A=n-p ynesel

namero de dias multiplicado por los km® por dia, es decir, n = d x 10.000
tendremos que:

A=n-p=d-(10.000)-(1/100.000) ~ 3

de forma que observamos que el nimero de dias necesarios es d = 30 .

73. (*) Una empresa de servicios tiene un servicio de atencion telefonica a los clientes. La
experiencia prueba que en promedio se atiende a cuatro clientes cada diez minutos. El
servicio puede atender hasta seis clientes cada diez minutos sin incurrir en colas de espera
(que siempre son molestas).

a.
b.

Comentar qué tipo de variable aleatoria puede describir este tipo de fendémenos.
Averiguar la probabilidad que el servicio de atencion al cliente se sature. Suponer
a continuacion que la empresa considera que el servicio es exitoso si ningun
cliente es sujeto a ninguna espera.

Averiguar la probabilidad que en una hora se produzcan dos periodos en los que
hay esperas.

Estimar el nimero posible de clientes satisfechos durante una hora. ;Es posible
saber el numero de clientes insatisfechos durante una hora?

La llegada de peticiones de asistencia es un intervalo de tiempo es una situacion
que puede analizarse con una variable de Poisson, pues el nimero de ocurrencias
es escaso dentro del intervalo.
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b. Si hacemos que X mida el nimero de peticiones de asistencia, la saturacion
ocurrird cuando estas excedan a 6, 1. e. necesitamos evaluar la probabilidad

P(X>6)=1-P(X =<6)

Como en promedio se reciben 4 peticiones de asistencia por intervalo, tenemos
que el parametro de la variable de Poisson sera A =4. Bien por calculo directo,
bien usando las tablas de probabilidad acumulada de Poisson, obtenemos que
P(X=6)=0,889 y de aqui que la probabilidad buscada sera de

P(X>6)=0,111.

c. Una hora puede verse como una cadena de 6 intervalos de 10 minutos. En cada
uno de estos intervalos puede darse saturacion (“fracaso”) con probabilidad 0,111
0 no-saturacion (“éxito””) con probabilidad 0,889. Esta situacion puede analizarse
usando una variable aleatoria Z, binomial conn =6y p = 0,111, de manera que el
suceso “dos periodos con saturacion” tendrd probabilidad

P(Z=2)=C(6,2)-(0,111)*-(0,889)" =0,1154 =11,54%

d. Los clientes estaran satisfechos si no se les hace esperar cuando llaman para
obtener asistencia. En una hora el nimero de periodos con saturacién se puede
calcular como el valor esperado de Z:

E(Z)=n-p=6-0,111=0,666

y en consecuencia, al haber 6 periodos de 10 minutos en una hora, el nimero de
exitosos (sin saturacion) serd de 6 — 0,666 = 5,334. Como en cada periodo hay en
promedio 4 clientes satisfechos (recordemos que A =4), tendremos alrededor de 21
clientes satisfechos por hora (4-5,334=21,336 =21).
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Variables aleatorias continuas

74. Suponga que un vuelo de Madrid a Barcelona tiene prevista su llegada a las 10:30 de la
mafana. Sin embargo, el avidon igual puede llegar antes que después de la hora prevista.
Asumiendo que la llegada del avion se distribuye uniformemente y que el avion puede
llegar en cualquier momento entre las 10:15 y las 10:50 horas,

a.
b.

Calcular la probabilidad que el avion no llegue con retraso.
Calcular la probabilidad que un viajero del vuelo de Madrid que ha de hacer
transbordo a un vuelo hacia Roma que sale a las 10:40 horas pierda la conexion.

En primer lugar resulta conveniente convertir los datos que se ofrecen en formato
horario (hh:mm) al formato decimal de los nimeros reales (recordar que una
variable aleatoria es un variable real). El factor de conversiéon de minutos a
decimal es 1/60. Asi tenemos

10:15—15 minutos-i =0,25—10,25
60
10:30—30 minutos-i =0,50—10,50
60
10:40 — 40 rninutos-6—10 =0,67—10,67
10:50 — 50 minutos-L =0,83—10,83
60
En segundo lugar observamos que la variable X que representa la hora de llegada

del avidon sigue una distribucion uniforme entre los valores 10,25 y 10,83. Por
tanto, su funcion de densidad fy vendréa dada por:

; 10,25=x<10,83 L 10,25=<x<10,83
fy= 10,83-10,25 = 0,58
0 en caso contrario 0 en caso contrario

Por tanto, si la variable X representa la hora de llegada del avidn, la probabilidad
de que el avidon no llegue con retraso es igual a la probabilidad de que el avion
llegue entre las 10:15 (10,25, en formato decimal) y las 10:30 (10,50 en formato
decimal). O sea

P(10,15< X <10,50).
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Calculamos,

10,50 1 10,50

P(10,25< X <10,50)= [ ——dx=|—1ux
0250.58 {0.58

10,25
10,50 10,25
0,58 0,58

0,43

de forma que la probabilidad que el avion no llegue con retraso es del 43%.

b. El viajero perdera la conexiéon a Roma si el avion llega después de las 10:40
(10,67, en formato decimal). Por tanto, la probabilidad de que pierda la conexion
es igual a la probabilidad que el avion llegue entre las 10:40 (10,67) y las 10:50
(10,83):

P(10,67 < X <10,83)

Calculamos,

10,83
10,83 s
1

—dx=|—x
10670-58 0.58

P(10,67< X <10,83) =

10,67
10,83 10,67
0,58 0,58

=0,27

La probabilidad de perder la conexion es casi del 30%, una cifra no despreciable
para que el pasajero la tenga en cuenta en sus planes de viaje.

75. Espafia va bien. Suponga que un grupo de economistas le asegura que la tasa de inflacion
el proximo afio no estara por encima del 5% ni por debajo del 2%. Si todos los valores
intermedios son igualmente probables, averiguar:

La probabilidad que la inflacion esté por encima del 4%.
La probabilidad que la inflacion esté entre el 3% y el 4%.
La probabilidad que la inflacion esté por debajo del 3%.
La inflacion esperada y su dispersion en el proximo afio.

e o

a. Claramente tenemos que X = “Tasa de inflacion en el proximo afio” sigue las
pautas de una variable uniforme entre los valores 2 y 5 (ambos expresados en
porcentaje):

X ~U[2,5]
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Es decir, tenemos que:

1
— XE 25
Se(x¥)="5-2 =

0 en caso contrario

xe 25

S W

en caso contrario

Por tanto, la probabilidad que la inflacion esté por encima del 4% corresponde a
P(4 < X <5). Calculando,

5
1.1, |1
—(=5--4)==
373973

1
—Xx
3

P@sXs$=ﬁ§M=

4

Existe por tanto una probabilidad del 33,37% de que la inflacion supere el 4% el
proximo afio.

b. La probabilidad que la inflacién esté entre el 3% y el 4% corresponde a
P(3= X =4). Calculando,

4
P(3sXs4)=f34§dx=%x

3

1 1 1
—(—4--3)=—
(3 3) 3

Existe de nuevo una probabilidad del 33,37% de que la inflacion esté entre el 3% y
el 4% el proximo afo.

c. La probabilidad que la inflacion esté por debajo del 3% corresponde a
P(2< X =<3). Calculando,

1

PQsXs$=ﬁ%ﬂ=3 Ly Ly 1

3
=(=3-22)=—
(3 3)3

—X

2

Una vez mas, existe una probabilidad del 33,37% de que la inflacion esté por
debajo del 3% el proximo afio.
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d.

Por tratarse de una distribucion uniforme sabemos que,

_6-2"_3
2 4

12
0X=\/§=£z0.866
4 2

var(X) = (b-ay

Asi, se espera una inflacion del 3,5% para el proximo afio, con una desviacion
tipica de 0,866%.

76. Utilizar la tabla de probabilidades para la distribucion normal estandarizada para obtener
las siguientes probabilidades (acompanar cada calculo con el grafico correspondiente):

e

P(0=<Z=<1)
P(1=Z<?2)
P(-0.5=7Z<-0.2)
P(-1=Z<2)
P(-1=Z <)
P(-o=<Z<1)

P(‘Z‘ <1)

Por conveniencia, representamos con ®(z) el valor que se encuentra en las tablas
de la variable normal estandarizada y que corresponde a:

O(z)=P(Z=<2)

donde Z ~ N(0,1)

Asi,

P(0<Z<1)=P(Z <1)- P(Z <0) = (1) - D(0)

En las tablas de la normal estandar encontramos:

®(1)=0,8413
®(0)=0,5
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Por tanto,

P(0<Z <1)=d(1)-D(0) = 0,8413-0,4 = 0,3413

Graficamente:

P(0<Z<1)
035

02

015

01

0.05 -

b. Obtendremos ahora,

P(1sZ<2)=P(Z<2)-P(Z<1)=®(2)-d(l)

En las tablas de la normal estandar encontramos:

®(1)=0,8413
®(2)=0,9772

Por tanto,

P(1sZ<2)=®(2)-D(1)=0,9772-0,8413=0,1359
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Graficamente:

04
0.35 -
03

0.25 |
P(1<Z<2)

02 F ‘
01s | ‘ /
o1h !

0.05 |-

c. En este caso:

P(=0,5<Z <-0,2) = P(Z <-0,2) - P(Z <-0,5) = ®(=0,2) - ®(=0,5)

En muchos casos las tablas de la normal estdndar solo se proporcionan para
valores positivos de la variable. Sin embargo, dada la simetria de la distribucion
normal es fécil verificar que, siz <0,

P(Z<z2)=P(Zz-z)=1-P(Z<-2)

Por tanto, para z < 0 podemos utilizar la relacion

D(z)=1-D(-2)

En este caso tendremos:

P(=0,5< Z <—0,2) = D(-0,2) - D(=0,5) = (1 - D(0,2)) - (1- D(-0,5))

Usando de nuevo las tablas de probabilidad de la normal estandar encontramos:

®(0,5)=0,6915
®(0,2) =0,5793
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Por tanto,

P(=0,5<Z <-0,2) = (1- ®(0,2)) - (1 - &(=0,5)) = (1-0,5793) - (1-0,6915)
P(-0,5<Z <-0,2) =0,4207-0,3085 = 0,1122

Graficamente:

04 -

035 |-

\ P(-0,5<Z<-0,2)
03

0.25 | /

02

01

0.05 |-

d. En este caso tendremos:

P(-1=7Z<2)=P(Z=<2)-P(Z=-1)=D(2)-D(-1)
P(-1=Z<2)=0(2)-(1-P(1))

En las tablas de la normal estandar encontramos:

®(1)=0,8413
®(2)=0,9772

Por tanto,

P(-1=Z <2)=®(2)-(1-D(1)) =0,8413—-(1-0,9772) = 0,8185
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c.

Graficamente:
.l / \ Pr1<z<2) |
01 \ -
Ahora podemos representar la probabilidad buscada como:
P(-1=sZ<x0)=1-P(Z=<-1)=1-®(-1)
P(-1=Z <o) =1-(1-P(1)) =D(1)
En las tablas de la normal estandar hallamos:
d(1)=0,8413
Por tanto,
P(-1=Z <0)=d(1)=0,8413
Graficamente:
03+ / \ PCI<2) 4
01 \ -
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f. En este apartado la probabilidad buscada viene dada por:

P(-»<Z<1)=P(Z<1)=d(1)

Buscando en las tablas de la normal estandar hallamos:

®(1)=0,8413

Por tanto,

P(-o<Z<1)=d(1)=0,8413

Graficamente:

04

035 |-

\ P(Z<1)
03

0.25 |- /

02

01l

0.05 |-

Vemos como, por simetria, obtenemos el mismo resultado que en el apartado
anterior. Esto es,

P(-o<Z<l)=P(-1<Z <x)
g. Finalmente,

P(Z|s1)= P(-1= Z 1) = (1) - &(-1)
P(‘Z‘ <1)=d(1) - (1-D(1))

Y una vez mas, en las tablas de la normal estandar encontraremos:

®(1)=0,8413
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Por tanto,
P(‘Z‘ <1)=d(1) - (1-D(1)) = 0,8413-(1-0,8413) = 0,6826

Graficamente:

04 - —~
035 |-

P(-1<Z<1)
03

02

015

01l

0.05 |-

77. Suponer que se sabe que la vida 1til de un motor de aviacidon sigue una distribucion de
probabilidad de una variable normal con esperanza de 2.000 horas y desviacion estandar
de 100 horas. Averiguar la probabilidad que un motor dure:

a. Entre 2.000 y 2.075 horas.

b. Entre 1.800 y 2.000 horas.

c. Entre 1.950 y 2.150 horas.

d. Mas de 2.170 horas.

e. Menos de 1.840 horas.

a. Sea X la variable que mide la vida 1til del motor, de forma que,

X ~N( ,0)=N(2.000,100)
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Hemos de hallar P(2000 <= X <2075)para lo cual debemos estandarizar la variable
y utilizar las tablas de la distribucién normal estandar:

2.000 - X - 2.075-
< )=

P(2.000 < X <2.075) = P( < -
o o o
_ p(2000-2000 _ _2.075-2.000, 0 75)-
100 100

= P(Z <0,75)- P(Z <0) = ®(0,75) - D(0)

donde P(z) es el valor correspondiente a P(Z < z) que encontramos tabulado.

En este caso obtenemos:

®(0,75) = 0,7734
®(0)=0,5

Por tanto,

P(2.000 < X <2.075) = ®(0,75) - ®(0) = 0,7734 - 0,5 = 0,2734

Existe pues una probabilidad del 27,34% de que el motor dure entre 2.000 y 2.075

horas.

Nos piden ahora P(1.800 < X <2.000) . Debemos de nuevo estandarizar la
variable y utilizar las tablas de la distribucion normal estandar:

1.800 - X - 2.000 -
< )=

P(1.800 < X <2.000) = P( < -
(02 O (o)

_p(1:800-2000 _ 2000-2000 0, _, o
100 100
= P(Z <0)= P(Z = -2) = D(0) - D(-2) = D(0) - (1- D(2))

donde ®(-2)=P(Z=<-2)=P(Z=z2)=(1-P(Z=<2)=(1-P(2))por la simetria de
la distribucion normal. Consultando las tablas de la normal estandar obtenemos:

®(2)=0,9772
®(0)=0,5
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Por tanto,

P(1.800 < X =<2.000) = D(0) - (1- D(2)) = 0,5-0.0228 = 0,4772

Existe pues una probabilidad del 47,72% de que el motor dure entre 1.800 y 2.000
horas.

c. Procediendo de forma similar tenemos ahora que

P(1.950s X s2.150)= p(L220= A= _210=
- 20200 7 2102, _ pos=z215)-

100 100
= P(Z <1,5)- P(Z =-0,5) = D(1,5) - D(~0,5) = D(1,5) - (1- D(0,5))

Donde de nuevo ®(-0,5) = (1-P(0,5)) por la simetria de la distribucién normal.
Consultando las tablas de la normal estandar obtenemos:

®(0,5) = 0,6915
®(1,5) = 0,9332

Por tanto,
P(1.950< X <2.150) =®(1,5) - (1-9(0,5)) =0,9332-0.3085=0,6247

Existe pues una probabilidad del 62,47% de que el motor dure entre 1.950 y 2.150
horas.

d. En este caso,
P(X=2170)=1-P(X <2.170) =

1o pX = 21702000
o 100

Y=1-P(Z<1,7)=1-D(1,7)
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Consultando las tablas de la normal estandar obtenemos:
d(1,7) =0,9554
Por tanto,
P(X =2.170)=1-®(1,7)=1-0,9554 =0,0446
Existe pues una probabilidad del 4,46% de que el motor dure mas de 2.170 horas.

e. Finalmente,

_ 1.840-2.000
B 100

P(X <1.840) = P(2= )= P(Z <-1,6) = D(-1,6) = 1-D(1,6)
o

Consultando las tablas de la normal estandar obtenemos:
d(1,6) =0,9452

Por tanto,
P(X =21.840)=1-P(-1,6)=1-0,9452 =0,0548

Existe pues una probabilidad del 5,48% de que el motor dure menos de 1.840
horas.
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78. (*) Suponer que las notas de un curso de Estadistica se distribuyen normalmente con
media de 5,5 y desviacion estandar de 1.

a. Determinar la proporcioén de alumnos que han obtenido entre 6 y 7 puntos.
b. Determinar la proporcion de suspensos en la clase.
c. Determinar la nota que delimita al 10% de los alumnos con notas mas altas.

a. Sila variable X recoge la nota del curso de Estadistica tenemos que, segln la
informacion proporcionada, X ~ N( ,0)=N(5,5;1)
Por tanto, para hallar la proporcion de alumnos con notas comprendidas entre 6 y
7, es decir, P(6 < X <7), deberemos estandarizar la variable para poder utilizar

los valores tabulados.

Pe=sx=7=PC <X T .
(o} (o} (o}

6_5’55257_

15’5) _P(0,5<Z<1,5)=

P(Z <1,5)- P(Z <0,5) = d(1,5) - D(0,5)

P(

donde P(z) es el valor correspondiente a P(Z < z) que encontramos en las
tablas de la normal estandar N(0,1). Consultando estas tablas obtenemos:

®(0,5)=0,6915
®(1,5)=0,9332

Por tanto,

P(6< X <7)=d(1,5)-®(0,5) =0,9332-0,6915 = 0,2417

Es decir, un 24,17% de los alumnos obtuvo una nota entre 6 y 7.

b. La proporcion de alumnos que ha suspendido la asignatura, es decir, que ha
obtenido una nota inferior a 5, P(X <5), la obtenemos de forma similar al

apartado anterior.

X - S5— )=P(Zss_5’5

P(X <5)=P( )=

(02
= P(Z =-0,5) = ®(=0,5) = | - D(0,5)
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C.

donde ®(-0,5)=1-P(0,5) por la simetria de la normal estandar N(0,1).
Consultando estas tablas obtenemos:

®(0,5)=0,6915

Por tanto,

P(X <5)=1-®(0,5)=1-0,6915=0,3085

Es decir, un 30,85% de los alumnos suspendi6 la asignatura.

Nos estan pidiendo hallar la nota £ tal que el 10% de los alumnos han obtenido
una nota superior a k. Es decir, hallar &£ tal que se verifica:

P(X =k)=0,1

Estandarizando la variable y procediendo como en los apartados anteriores
obtenemos:

X - k-

=

P(X=zk)=0,1= P( )=0,1=

(o}

k_ls’s)=0,1:>1—P(Zsk—5,5)=0,1:>

= P(Z<k-5,5)=0,9

= P(Z=

En este caso, al utilizar las tablas, conocemos el valor de la probabilidad (0,9) y
debemos buscar el valor de la variable que mas se aproxime a esta probabilidad.
Es decir, hallar el valor z en la tabla de la normal estandar tal que ®(z)=0,9 (o se

aproxime lo maximo posible a 0,9). Consultando las tablas observamos que

®(1,28) = 0,8997
®(1,29)=0,9015

Por tanto, tomamos el valor z = 1,28 como el mas préximo:

®(1,28) =~ 0,9 = P(Z <1,28)~0,9
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Recapitulando, después de estandarizar estdbamos buscando el valor £ tal que:
P(Z<k-55)=0,9

Y hemos obtenido que:
P(Z<1,28)=0,9

Por tanto,

k-55=1,28=k=5,5+1,28=6,78
En conclusion, el 10% de los alumnos han obtenido una nota superior al 6,78.

79. (*) Dos planes de inversion A y B estan caracterizados por haber obtenido una
rentabilidad media, en porcentaje, de u4= 10.4 y up= 11, respectivamente. La dispersion

de la rentabilidad de ambos planes, medida por la varianza, ha sido de oj =144 y

02 =17,64, respectivamente. Determinar qué plan de inversion ofrece mayor

probabilidad de obtener una rentabilidad de por lo menos un 10% (asumir una
distribucion normal para las rentabilidades).

Haremos que X4 y Xp representen las dos variables normales que describen las

rentabilidades de ambos planes. Necesitamos calcular:

P(X ,=10)
P(X,=10)

y ver cual de ellas es mayor. Usamos la normal estandar:

X,- ,_10-10,4

P(X, =10)=P = = P(Z =-0,3333)
o, 1,2
X - _
P(X,=10)=P £ leo 1 = P(Z =-0,2381)
o 4,2

B

Usando las tablas de la probabilidad normal encontramos que P(X,>10)=0,6293 y
P(X5>10)=0,5910. A pesar que el plan A4 ofrece una rentabilidad promedio
inferior, el inversor, en términos de la probabilidad deberia optar por 4, en lugar
de B.
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80. Se sabe que en un taller de coches la sustitucion de una pieza defectuosa requiere un
tiempo medio de 75 minutos con una desviacion estandar de 20 minutos.

a. (Qué proporcion de sustituciones se hacen en menos de una hora?
(Qué proporcion en mas de noventa minutos?
c. 0.1 es la probabilidad que una sustitucion se haga en mas de, ;cuantos minutos?

a. Convertimos en primer lugar las horas y minutos a formato decimal, de forma que
75 minutos son 1,25 horas y 20 minutos son 1/3 horas.
A partir de aqui, si X es la variable que mide el tiempo que tarda la sustitucion de

una pieza defectuosa tenemos que X ~ N( ,0)= N(1,25; %). En este caso nos

estan pidiendo la proporcidon de sustituciones que se hacen en menos de una hora,
es decir, P(X <1). Estandarizando la variable X tenemos

X - s1— )=P(Zsl_1’25
o %
3

Aprovechando la simetria de la distribucion normal sabemos que:

P(X <1)=P(

)=P(Z =-0,75)=P(-0,75)

D(-0,75) = 1 - D(0,75)

Consultando las tablas de la normal estandar vemos que:

®(0,75) = 0,7734

Por tanto, la proporcion que se pide es:

P(X s1)=®(=0,75) = 1 -d(0,75) = 1-0,7734 = 0,2266

Es decir, un 22,66% de las sustituciones se realizaran en menos de 1 hora.

b. Nos piden ahora la proporcion de sustituciones que se hacen en mas de una hora y
media, es decir, P(X =1,5). Estandarizando la variable X tenemos:

P(le,5)=1—P(Xsl,5)=1—P(X_ < L5- )=
o o
=Pz <227by 1 p(7<0.75)=1-9(0,75)

(1/3)
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En el apartado anterior habiamos encontrado que:
®(0,75)=0,7734

Por tanto, la proporcion que se pide ahora es:
P(X =1,5)=1-®(0,75)=1-0,7734 =0,2266

Es decir, un 22,66% de las sustituciones se realizaran en mas de 90 minutos.

c. Nos piden ahora hallar el tiempo & tal que con una probabilidad de 0,1 la

sustitucion se haga en mas de & horas. Es decir, hemos de hallar £ tal que
P(X=zk)=0,1

Estandarizando tenemos,

P(sz)=0,1=>P(X_ K- )=0,1=
(o} o

k_l’zs)=0,1=P(Zz3k—3,75)=0,1=

3P(Zzl—
s
= 1- P(Z <3k=3,75)=0,1= P(Z <3k -3,75)=0,9

Es decir, en las tablas de la normal estandar hemos de hallar el valor z tal que
D(z)=P(Z=<z)=0,9 (o se aproxime lo mas posible). Asi observamos que:

®(1,28) = 0,8997
®(1,29)=0,9015

y escogemos z = 1,28 como el valor cuya probabilidad estd mas cercana a 0,9.
Por tanto, por una parte teniamos que hallar & tal que P(Z <3k -3,75)=0,9, y por

otra hemos visto que P(Z <1,28)=0,9. Combinando las dos expresiones tenemos

que:
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3k-3,75=1,28=3k=1,28+3,75=
_5,03

=3k=503=k =k=1,677=1:40

En definitiva, con una probabilidad del 10% la sustitucion se realizard en mas de 1
hora y 40 minutos.

81. (*) Una empresa produce arandelas. La experiencia demuestra que la media de los
diametros de las arandelas es 1 cm y la desviacion estdndar es de 0,01 cm. El uso de las
arandelas permite una tolerancia méaxima en el diametro de 0,98 a 1,02 cm. En caso
contrario las arandelas se consideran defectuosas. Determinar el porcentaje de arandelas
defectuosas que produce la maquina (asumir que los didmetros se distribuyen
normalmente).

El supuesto de normalidad nos indica que si X es la variable que mide el diametro de
las arandelas entonces X ~ N( ,0)=N(1, 0,01).

Las arandelas “correctas” son aquellas cuyo didmetro esta entre 0,98 y 1,02 cm. Por
tanto, para hallar la proporcién de arandelas “correctas” hemos de calcular:

X - 1,02 -
=<
o o

P(o,98sXsl,02)=P(O’98‘ < )=
(0}

_p98=1_, L02-1
0,01 0,01
= P(Z <2)- P(Z <-2) = ®(2) - D(=2) = D(2) - (1- D(2)))

)=P(-2=<Z<2)=

donde la ultima parte de la igualdad se obtiene por la simetria de la distribucion
normal de forma que ®(-2)=1-P(2). Buscamos este valor en las tablas y obtenemos

®(2)=0,9772. Por tanto, la proporcion de arandelas “correctas” que estdbamos
buscando es:

P(0,98 < X <1,02) = ®(2) - (1-®(2))) = 0,9772 - (1-0,9772) = 0,9544

Finalmente, si hemos obtenido que una proporcion del 95,44% son arandelas
“correctas”, la proporcion de arandelas defectuosas (que es lo que originalmente se
nos pide) sera de:

1-0,9544 =0,0456

En definitiva, un 4,56% de las arandelas resultaran defectuosas.
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82. (*) Vamos a asumir que los ingresos familiares anuales siguen las pautas de una variable
aleatoria normal. Se ha evaluado, ademds, que la desviacion estdndar de esta variable
normal es ¢ = 20.000 (euros). Hacienda informa que el 4% de las unidades familiares
declaran ingresos superiores a 60.000 euros anuales.

a. Calcular cudl es el ingreso anual promedio de una unidad familiar.

b. Evaluar qué proporcion de familias tienen ingresos anuales inferiores a 12.000
euros (los denominados “mileuristas”).

c. Evaluar también que proporcion de familias tienen ingresos anuales entre 20.000 y
40.000 euros (la clase media).

a. Tenemos una variable aleatoria normal X ~ N( ,o0)=N( ,20.000)de la que
desconocemos el valor de ¢ y necesitamos obtenerlo. Sabemos lo siguiente:

P(X =60.000) =0,04

Expresaremos esta probabilidad conocida en términos de la variable normal
estandar:

X-_60.000-
o 20.000

P(X =60.000) = P = 0,04

En las tablas de probabilidad de la normal estandar hemos de hallar el valor de z*
tal que P(Z > z*) = 0,04. Este valor resulta ser z*=1,75. De aqui:

60.000 -

-1,75
20.000

de donde se sigue que ©=25.000

b. Estamos ya en condiciones de evaluar P(X<12.000). Pasamos a la normal estandar
y hallamos:

X - - 12.000-25.000
o 20.000

P(X <12.000)= P = P(Z <-0,65)=0,2578

c. Ahora queremos evaluar P(20.000 < X =<40.000). Procedemos de igual manera
pasando a la normal estandar y obteniendo la probabilidad buscada de la tabla:
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P(20.000 < X <40.000) = P 20.000-25.000 <7< 40.000-25.000 _

20.000 20.000

= P(-0,25<Z <0,75)=0,3721

83. Una empresa dispone de una maquina que llena botellas de cola. Se sabe que el llenado de
las botellas sigue las pautas de una variable normal con media u= 34 (cl.) y varianza o” =
2,25. Las botellas que contienen menos de 33 cl se retiran de la circulacion.

o

Determinar el porcentaje de botellas que se retiran de la circulacion comercial.

Si seleccionamos 10 botellas al azar, determinar la probabilidad que ninguna tenga
que ser retirada de la circulacion.

La méquina permite modular el volumen promedio de liquido. ;Cual seria el
volumen medio para que solo el 1,5% de las botellas contengan menos de 33 cl?

Para esta variable la desviacion estandar es de ¢ = 1,5. El porcentaje de botellas
desechadas se corresponde con la proporcion de botellas cuyo volumen de liquido
esta por debajo de 33 cl. En otras palabras, necesitamos evaluar P(X<33).
Transformamos en primer lugar la variable normal X en una variable normal
estandar Z y usando la tabla de probabilidad hallamos el porcentaje buscado:

33- _p Z<33—34

P(X<33)=P Z<
o 1,5

=P(Z <-0,66)=0,2546

Cada una de las 10 botellas puede ser desechada (con probabilidad 25,46%) o no
(con probabilidad 74,54%). Esto se corresponde con una variable binomial con n =
10 y p = 0,2546. Deseamos evaluar la probabilidad que no se deseche ninguna
botella, es decir, que X = 0:

P(X =0)=C(10,0)- p° - (1- p)° =0,05295 ~ 5,3%

Se trata ahora de determinar el nuevo promedio u a partir del cual solo un 1,5% de
las botellas serian desechadas al no satisfacer el requisito de los 33 cl de volumen.
Partimos pues de saber que debe cumplirse que P(X<33) = 0,015. Pasando a la
normal estandar:

33-

P(X<33)=P Z< =0,015

b
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Necesitamos especificar el valor z tal que hasta ¢l se acumula un area de 0,015 por
debajo de la densidad normal. Usando la tabla de probabilidad normal concluimos
que el valor de z asociado a esta probabilidad es z =-2,17. En consecuencia:

33-

z==-2,17=
L5

y de aqui resolviendo para u se sigue que u = 36,26.

84. (*) Después de realizar un examen de Estadistica I vemos que las notas se han distribuido
siguiendo las pautas de una variable normal. El profesor ha calculado la nota media y la

varianza de las notas, que han resultado ser =55y 0*=2725, respectivamente. Las

notas satisfacen la escala tradicional de puntuaciones de 0 a 10. Con esta informacion se

pide:

a.

b.

Si se escoge un estudiante al azar, evaluar la probabilidad que su nota sea menor o
igual a 2.

Si se escogen 5 estudiantes al azar, evaluar la probabilidad que uno de ellos haya
obtenido una nota menor o igual a 2.

Si en total hay 1.000 estudiantes de Estadistica I, estimar la probabilidad que entre
estos 1.000 hayan 15 estudiantes con nota menor o igual a 2.

Sea X la normal que gobierna las notas. Hemos de evaluar P(X<2). Pasaremos a la
normal estandar y buscaremos la probabilidad en las tablas de probabilidad:

P(X <2)= P(Z <2=Hy _ p(z < 215’5
o :

)=P(Z =-2,33)=0,0099

Obtener una nota menor o igual que 2 se puede considerar un buen “fracaso”.
Hemos evaluado su probabilidad en 0,0099. Que haya 1 estudiante entre 5 con
este “fracaso” es un suceso cuya probabilidad responde a la ley binomial.
Hagamos que Y represente una variable binomial con » = 5 y p = 0,0099. La
probabilidad buscada se puede calcular como:

P(Y=1)=C(5,1)-p'-(1- p)* =0,0476 = 4,76%

Volvemos a tener una situacion binomial pero ahora con n = 1.000. Tendriamos
que calcular:

P(Y =15)=C(1.000,15)- p" - (1= p)"
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Ahora bien, es mas simple usar la aproximacion de Poisson a la binomial
tomando:

A=n-p=1.000-0,0099 =9,9

De aqui:

e—l 'AIS
15!

P(Y =15)= =0,033=3,3%

85. Volviendo al examen de Estadistica I de la pregunta anterior se desea saber:

a. El porcentaje de estudiantes que han superado la materia (se supera con un
minimo de 5).

b. El porcentaje que han obtenido como minimo un notable (nota que se obtiene
sacando un minimo de 8).

c. Lanota de corte que delimita al 10% de los estudiantes con mejor nota.

a. Sea de nuevo X la variable normal que gobierna la distribucion de las notas.
Hemos de evaluar P(X > 5). Lo hacemos pasando a la normal estandar y usando
las tablas de probabilidad:

5= Y=P(Z= 5‘?5) = P(Z =-0,333)=0,6293

P(X=5)=P(Z=
o

3

b. Aqui se procede como en el apartado anterior pero ahora para P(X > 8):

8- Y=P(Z= 8‘?5) = P(Z =1,6667) =0,0475

P(X 28)=P(Z=
o

>

c. En esta situacion hemos de evaluar el valor de z, que para la normal estdndar
produce un valor de probabilidad en la cola alta igual al 10%: P(Z> z) = 0,10.
Usando la tabla de la probabilidad normal averiguamos que el valor de z estara
entre 1,28 y 1,29. Asi, el area entre z = 0 y z = 1,28 es practicamente 0,40.
Aproximaremos el resultado tomando pues z = 1,28. El valor de la normal no-
estandar y que da lugar a z = 1,28 lo podemos obtener a partir de:

x=0z+u=15128+5,5=7,42
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La nota de corte para el 10% superior es pues de 7,42 en la escala de 0 a 10.

86. El tiempo dedicado a un estudiante que acude a las tutorias de un profesor es en promedio
de diez minutos. Suponer que el tiempo dedicado a un estudiante sigue una distribucioén

exponencial.
a. Averiguar la probabilidad que un estudiante est¢ menos de veinte minutos con el
profesor.
b. Idem que esté¢ mas de cinco minutos.
c. Idem que esté entre cinco y veinte minutos.
a. El tiempo medio dedicado a un estudiante es de 10 minutos; en otras palabras,

entre dos ocurrencias (visitas de estudiantes) transcurren 10 minutos, en promedio.
Si el proceso sigue una variable exponencial, la funcion de densidad de esta
variable aleatoria X esta dada por:

X

fr(x)=5—

siendo x=0 y con =10 en este caso concreto. Usando métodos de calculo
integral es posible ver que la funcion de probabilidad acumulada tiene la siguiente
estructura:

X

F,(x)=P0sXsx)=l-¢

En este apartado, y para =10, queremos evaluar cudl es la probabilidad que un
alumno esté menos de 20 minutos con el profesor:

20

F (20)=P(0= X <20)=1-¢ =0,8647=86,47%

b. Estar més de 5 minutos con el profesor corresponde a:

5

P(X>5)=1-P0sX<5=1- l-¢ =0,6065=60,65%
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C.

Estar entre 5 y 20 minutos siendo atendido por el profesor tiene probabilidad
evaluable por:

P(5=X=<20)=P0=<X=<20)-P0=<X=<5)=
20 5

l-e - l-e =0,4712=47,12%

87. La red local de ordenadores de la facultad tiene en promedio una caida cada dos semanas.
Suponga que la red acaba de fallar. Averigiie la probabilidad de que pase un mes antes de
la proxima caida del sistema.

En el periodo en cuestion el sistema cae dos veces. Esto corresponde con un
fendmeno de Poisson con pardmetro A = 2. El tiempo promedio entre dos caidas es
por consiguiente de 1/2=0,5 meses y podemos analizar el fendomeno de las caidas
usando una variable exponencial X con parametro =0,5. Para este valor, la

probabilidad que el sistema de ordenadores no caiga en el proximo mes puede
evaluarse por:

1

P(X>1)=1-PO0sX<l)=1-e =1-0,8647=0,1353=13,53%

88. En los ultimos afios una empresa ha sufrido un promedio de dos huelgas al afio. La
semana pasada concluyo6 la huelga realizada para presionar en una negociacion. Averiguar
la probabilidad de que:

a.
b.
c.

Transcurra un afio sin otra huelga.
Transcurra medio afio sin otra huelga.
Transcurran dos afios sin otra huelga.

Igual que en el ejercicio anterior, vemos que el nimero de ocurrencias (huelgas) en
el periodo considerado es de 2. Para este fenomeno de ocurrencias infrecuentes en
el intervalo temporal de un afio tendremos una situaciéon modelizable con una
variable de Poisson con 4 = 2, de manera que el tiempo promedio entre 2 huelgas
serade =1/A=1/2=0,5. Que transcurra un afo sin huelgas tiene probabilidad

evaluable por una variable exponencial, de manera que:

1

P(X>1)=1-PO0sX<l)=1-e =1-0,8647=0,1353=13,53%
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b. Para esta segunda posibilidad, habremos de evaluar:

1

P(X>0,5=1-P(0< X <05 =1-¢ =1-0,6321=0,3679=36,79%

c. Finalmente, ahora deberiamos calcular:

1

P(X>2)=1-P(0<X=<2)=1-¢ =1-0,9817=0,0183=1,83%

En definitiva, la probabilidad que no haya una huelga en los proximos dos afios es
extremadamente baja.
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Vectores aleatorios

89. Consideramos dos experimentos de azar que utilizan monedas idénticas y honestas. En el
primero lanzamos 2 monedas al aire y medimos el nimero de caras con una variable
aleatoria X; en el segundo lanzamos una Unica moneda y medimos las caras con una
variable Y. A continuacion construimos la variable suma Z= X+ Y.

a. (Qué propiedad se puede establecer entre la esperanza matematica de Z y las
esperanzas de X'y de Y?

b. Verificar si esa propiedad se cumple efectuando todos los calculos pertinentes y
justificando todos los pasos realizados.

a. Puesto que Z= X+ Y la propiedad en cuestion es que la esperanza de una suma es
la suma de las esperanzas: E(Z) = E(X + Y) = E(X) + E(Y).

b. X toma valores 0, 1 y 2 con probabilidades 0,25, 0,5 y 0,25, respectivamente. La
variable Y toma valores 0 y 1 con probabilidades respectivas de 0,5. La variable
suma Z tomara en consecuencia valores 0, 1, 2 y 3. Se trata ahora de especificar la
distribucion de probabilidad de Z.

En primer lugar, (Z = 0) si y solo si (X = 0 y Y= 0). Puesto que los dos
experimentos son independientes podemos usar la regla multiplicativa de la
probabilidad que nos permite separar las probabilidades absolutas:

P(Z=0)=P(X =0y Y =0)=P(X =0)- P(Y =0) =(0,25)-(0,5) = 0,125

Tendremos (Z=1)siysolosi(X=0y Y=1)o (X=1y Y=0). Estos dos sucesos
son excluyentes y de ahi que podamos usar la regla aditiva de la probabilidad a los
sucesos excluyentes y la regla multiplicativa a cada uno de los sucesos integrantes:

P(Z=1)=P (X=0)y(Y=1) +P (X=1)y (¥ =0) =
=(P(X =0)-P(Y =1))+(P(X =1)- P(Y =0))
= (0,25)-(0,5) +(0,5)-(0,5) = 0,375

Tendremos (Z=2)siysolosi(X=1y Y=1)o(X=2y Y=0). En consecuencia y
por los mismos argumentos anteriores:

P(Z=2)=P (X=1)y(Y=1) +P (X=2)y(Y=0) =
=(P(X =1)-P(Y =1))+(P(X =2)- P(Y =0))
= (0,5)-(0,5)+(0,25)-(0,5) = 0,375
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Finalmente, (Z=3) siy solosi (X=2y Y=1). En este caso:

P(Z=3)=P (X=2)y (Y =1) =P(X =2)-P(Y =1)=(0,25)-(0,5)= 0,125

Podemos verificar que las probabilidades asociadas a Z suman en total 1.
Calculamos las esperanzas y comprobamos que la propiedad comentada en a) se
cumple:

E(X)=0-P(X =0)+1-P(X =1)+2-P(X =2)=1
E(Y)=0-P(Y =0)+1-P(Y =1)=0,5
E(Z)=0-P(Z=0)+1-P(Z=1)+2-P(Z=2)+3-P(Z=3)=1,5

90. Considere un par de variables aleatorias (X, Y) que toman los siguientes valores: (1,0),
(0,1), (= 1,0) y (0, — 1), todos ellos con la misma probabilidad.

a. Construir la matriz de probabilidades del par (X, Y) (es decir, la distribucion de
probabilidad conjunta en formato tabular).

b. Calcular las funciones de probabilidad marginal.

c. Calcular E(X)y E(Y).

d. Considerar la nueva variable aleatoria X- Y (el producto de X e Y). Hallar E(X-Y) a
partir de la distribucion de probabilidad de X Y.

e. Verificar si E(X- Y) = E(X): E(Y).

Discutir si las variables aleatorias X e Y son independientes.

g. Calcular la covarianza cov(X, Y) del par aleatorio (X, Y). Discutir los resultados
que obtenga en los apartados e y f.

=H

a. Sitodos los 4 valores indicados son equiprobables (p=1/4) tendremos la siguiente
tabla de probabilidad para la variable bidimensional (X, Y):

X/Y 1 0 -1
1 0 1/4 0
0 1/4 0 1/4
-1 0 1/4 0

Obtenemos las funciones de probabilidad marginales de X (sumando por filas) e ¥
(sumando por columnas):

X/Y i 0 ] f
i 0 1/4 0 1/4
0 1/4 0 1/4 2/4
] 0 1/4 0 1/4
Fr 1/4 2/4 1/4
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c. Dado que,
E(X)=Yx f,(x)

Tendremos:

12 1
E(X)=1"=40-2+(=1)-==0
(X)=l-7+07+CDg

12 1
E(Y)=1-=+0-Z+(=1)==0
M=l r 0+ Dy

d. Evaluamos la esperanza del producto:

E(X-Y)= Y (x'3) fry (x,9)

(x.»)

que en este caso da lugar a:

E(X-Y)=(1-1)-0+(1-0)%+(1-(-1))-0+(0-1)-%

+(0-0)-0+<o'(—1)>§+((—1>~1)'0+((—1)-0>-§+((—1>-(—1>)-0=0

e. Efectivamente, en este caso:

E(X-Y)=0=0-0=E(X)-E(Y)

f. Claramente NO son independientes. Para que lo fueran seria necesario que

S (6 9) = [ ()£, ()

y sin embargo comprobamos que

£ (LD) =0¢§§=fx(1)-fy(1)
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g.

Sabemos que

cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X) E(Y)

Ademas hemos visto que

E(X-Y)=E(X)-E(Y)=0

y de aqui que cov(X,Y) = 0. Sin embargo, las variables NO son independientes
aunque resulte que la covarianza entre ellas sea nula. Este ejemplo ilustra el hecho
que si dos variables aleatorias son independientes, entonces su covarianza es cero,
mientras que la afirmacion contraria no es cierta en general: covarianza cero no
implica necesariamente que las variables sean independientes (como acabamos de
ver en el ejemplo).

91. Tenemos un par de variables aleatorias X e Y que toman valores X= -1, 0, +1, y Y =0, +1.
La tabla de probabilidades conjuntas esta dada por:

a.
b.

XY |0 +1
—1 0 0.25
0 0510
+1/ 0 0.25

Calcular la covarianza entre X e Y.
Discernir si X e Y son, o no son, variables aleatorias independientes y explicar en
su caso el porqué.

Una vez mas la covarianza se puede calcular a partir de:

cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X)-E(Y)

Para este calculo primero necesitamos las distribuciones marginales de
probabilidad de X y de Y. Una vez obtenidas (sumando las filas para X y las
columnas para Y) encontrariamos:
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E(X)=-1-0,25+0-0,5+1-0,25=0
E(Y)=0-0,5+1:0,5=0,5

El siguiente paso consiste en calcular los productos X -Y y calcular su esperanza.
Téngase en cuenta que estos productos solo pueden tomar valores -1, 0,41 y sus
probabilidades vendran dadas por:

P(XY=0)=P(X=00Y=0)=P(X=0)+P(Y =0)-P(X =0,Y =0)=
=0,50+0,50-0,50=0,50

P(X-Y=-1)=P(X =-1,Y =1)=0,25 (directamente de la tabla)

P(X-Y=1)=P(X =1Y =1)=0,25 (directamente de la tabla)

A partir de estos calculos es inmediato ver que E(X -Y) =0 y que cov(X, ¥)=0.

b. Cuando la covarianza entre dos variables aleatorias es 0, las variables pueden ser
independientes o dependientes. El dato calculado no nos permite, en este caso,
discernirlo. Necesitamos usar otro tipo de enfoque. Podemos ver que las variables
son dependientes pues, por ejemplo, es facil ver que:

P(X =0,Y =0)=0,5= P(X =0)- P(Y =0)=0,5-0,5

y las variables no pueden ser independientes ya que, al menos en un caso, no se
cumple la regla multiplicativa de la probabilidad.

92. Considere dos experimentos aleatorios. En el primero lanzamos al aire dos monedas
honestas. En el segundo extraemos al azar una bola de una urna que contiene tres bolas
numeradas del 1 al 3. Considere las variables aleatorias X, que mide el nimero de caras en
el primer experimento, e Y, que mide el nimero de la bola extraida en el segundo.

a. Obtener la funcion de probabilidad conjunta f{x,y) del vector aleatorio (X,Y) y
construir la matriz de probabilidades. Verificar que E S(x,p,)=1
i,j .

b. A partir de la matriz de probabilidades recupere las funciones de probabilidad de X
eYt.

c. Discutir si X e ¥ son independientes.

d. Considerar una nueva variable aleatoria Z=X-Y. Obtener la distribucion de
probabilidad de Z y a partir de ella calcule E(Z). ;De qué otra manera hubiéramos
podido calcular E(Z)?

e. Considerar ahora Z=X+Y. Obtener la distribucion de probabilidad de Z y a partir
de ella calcule var(Z2). ;De qué otra manera hubiéramos podido calcular var(Z)?
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a. Construimos en primer lugar una tabla con todos los posibles resultados de los dos
experimentos. En cada una de las entradas de la tabla introduciremos los valores
correspondientes a las variables X (cara. +, cruz: —) e Y (1, 2, 3):

Monedas / Bola 1 2 3
- (091) (092) (093)
—+ (1,D) | (1,2) | (1,3)
+— (1,D) | (1,2) | (1,3)
+ + 2,1)](2,2) (2,3

Dado que las monedas son honestas y cada bola tiene la misma probabilidad de ser
extraida, tenemos que todas las casillas de esta tabla son equiprobables. En otras
palabras, cada uno de los 12 posibles resultados de la combinacion de los 2

experimentos tiene la misma probabilidad de ocurrir: 1/12.

Construimos a continuacion la matriz de probabilidades de la variable
bidimensional (X, Y) a partir de los datos de la tabla anterior. Para determinar la
probabilidad de cada par de valores (x, y) simplemente miraremos en cuantos
resultados aparece ese par de valores y multiplicaremos ese numero por 1/12, que
es la probabilidad de cada resultado. De esta manera obtenemos:

X/Y

1

2

3

Ao

No | fo

o

Ao | Ao

No

Ao | No

Claramente, comprobamos que Ei’j Sf(x, yj) =1

b. Hallamos ahora las funciones de probabilidad marginal de Xe ¥, fry fv.

2

3

" N

Ao

Ao

Jr %

SO
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c. Para comprobar si X e ¥ son independientes es necesario comprobar si para cada
par de valores (x,y) se cumple la condicion de independencia:

Sy ) =1 () £, (»)
condicion que claramente se cumple en este caso si observamos los valores de la
matriz de probabilidades conjuntas junto con las marginales.
Intuitivamente, este resultado de independencia entre X e Y no debe sorprender: el
hecho que salgan mas o menos caras al lanzar las monedas no tiene nada que ver

con la bola que extraeremos de la urna.

d. Lanueva variable Z puede tomar valores en {0,1,2,3,4,6} con probabilidades:

P(Z=0)=P(X=O,Y=1)+P(X=0,Y=2)+P(X=O,Y=3)=%

2
P(Z=1)=P(X =1,Y =1)= =

12
P(Z=2)=P(X=1,Y=2)+P(X=2,Y=1)=%

2
P(Z=3)=P(X=1Y =3)==

12
P(Z=4)=P(X=2,Y=2)=%
P(Z=6)=P(X=2Y =3)= -

12
Por tanto,
E(Z)=0-i+1-£+2-i+3-£+4-i+6.i=2

212 1T 1212

Dado que hemos visto que X e Y son independientes, una forma alternativa de
calcular £(Z) hubiera sido:

E(Z)=E(X-Y)=E(X) E(Y)
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donde,
E(X)=0-i+1-£+2-i=1
12 12 12
E(Y)=1-i+2'i+3~i=2
12 12 12
Por tanto,

E(Z)=E(X-Y)=E(X) EY)=2-1=2

e. Lanueva variable Z=X+Y puede tomar valores en {1,2,3,4,5} con probabilidades:

P(Z=1)=P(X=O,Y=1)=%

P(Z=2)=P(X=O,Y=2)+P(X=1,Y=1)=%

P(Z=3)=P(X=0,Y=3)+P(X=1,Y=2)+P(X=2,Y=1)=%

P(Z=4)=P(X=1,Y=3)+P(X=2,Y=2)=%

P(Z=5)=P(X=2,Y=3)=é

Por tanto,

E(Z)=1-i+2-i+3-i+4-i+5-i=3
12 12 12 12 12
Var(Z)=12-i+22'i+32-i+42-i+52-i—(3)2 =
12 12 12 12 12

122 7

L2 9=
12 6

Dado que hemos visto que X e Y son independientes, una forma alternativa de
calcular var(Z) hubiera sido:

var(Z)=var(X +Y) = var(X) + var(Y)
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donde,
Var(X)=02-i+12-£+22-i_(1)2 =§_1=§
12 12 12 12 6
Var(Y)=12-i+22-i+32-i—(2)2 =§_4=ﬂ
12 12 12 12 6
Por tanto,
3 4 7
Var(Z)=Var(X+Y)=Var(X)+V(Y)=g+g=g

93. (*) La variable aleatoria X representa el nimero de preguntas contestadas correctamente
en un examen de Estadistica I compuesto por tres preguntes. La variable Y representa el
numero de preguntas contestadas correctamente en un examen de Microeconomia I que
solo tiene dos preguntas. La matriz de probabilidades conjuntas del vector
aleatorio (X, Y)esta descrita en la siguiente tabla:

Y/ X 0 1 2 3
0 0,20 10,03 10,02 |0
1 0 0,30 0,10 ]0,10
2 0 0,01 0,04 |0,20

a. Averiguar cudl es el nimero esperado de respuestas correctas en el examen de
Estadistica I, £(X), y de Micro I, E(Y).

b. Valorar la validez de la siguiente afirmacion: “Los alumnos que responden bien en
el examen de Estadistica, también se espera que respondan bien en el de Micro™.

c. Consideremos ahora el grupo de estudiantes que han contestado correctamente las
tres preguntas del examen de Estadistica. Para este grupo, ;cual es el numero
esperado de respuestas correctas en el examen de Micro?

a. En primer lugar necesitamos calcular las distribuciones marginales de
probabilidad para la variable X (sumando columnas) y para la variable Y
(sumando filas):

P(X=0)=0,20, P(X=1) = 0,34, P(X=2) = 0,16, P(X=3) = 0,30

P(Y=0)= 0,25, P(Y=1) = 0,50, P(Y=2) = 0,25
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A partir de esta informacidn calculamos las esperanzas respectivas y obtenemos:

EX) = 1,56, E(Y) =1

b. Hemos de ver si X e Y tienen alguna conexidn estadistica entre si. Una manera de
verlo es calculando la covarianza entre X e Y. Recordemos que sicov(X,Y) >0,
entonces las variables X e Y tienen un vinculo directo y si cov(X,Y) <0, entonces

presentan un vinculo inverso. Podemos calcular la covarianza usando esta
expresion:

cov(X,Y) = E(X- ¥) - E(X)- E(Y).

Puesto que anteriormente hemos calculado las esperanzas de X y de Y solo
necesitamos ahora calcular la esperanza del producto:

E(X-Y)=(0-0)- P(X=0y Y=0) + (0-1)- P(X=0 y Y=1) + ....
+(2:3)-P(X=2y ¥Y=3)=2,18

Obtenemos pues que:
cov(X, ¥)=2,18-(1,56-1) = 0,62

Al tener covarianza positiva podemos concluir que los alumnos que responden
favorablemente en el examen de Estadistica también tenderdn a responder
positivamente en el de Microeconomia.

c. Hemos de calcular la esperanza de las respuestas correctas en Micro I bajo la
condicion que nos fijamos en los estudiantes que han contestado bien las 3
preguntas de Estadistica. Hemos de ir a la tercera columna de la matriz de
probabilidades y calcular la esperanza que corresponde a la variable Y sujeta a la
condicion que X = 3:

2
E(Y/X=3)= Yy P(Y=y /X=3)

Jj=0
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Recordando la definicion de probabilidad condicional:

P(Y=y NX=3)
P(X =3)

2 2
E(Y/X=3)= 2y P =y | X=3)=Yy,
=0

j=0

En las fracciones de la expresion las probabilidades del numerador se toman
directamente de la matriz mientras que la del denominador se ha calculado en el
apartado a) anterior. Por consiguiente:

PY=0NX=3  P¥=1NX=3) , P¥=20X=3)_

E(Y/X=3)=0
P(X =3) P(X =3) P(X =3)
—0- 0 1. 01,502 667
0,3 03 03

94. (*) Vamos a considerar una variable aleatoria X que indica el numero de afios que los
estudiantes de la Facultad de Economia y Empresa de la UAB estan en paro tras finalizar
sus estudios. Se sabe que como maximo tardan 1 afio en encontrar trabajo, por ello X=0,1.
Sea ahora Y la variable aleatoria que mide el nimero de respuestas correctas que estos
mismos estudiantes tuvieron en el examen de Estadistica I, con posibles valores
¥=0,1,2,3,4. Se han tabulado las proporciones del par (X, Y):

Y/X| 0 1

0 0,01 | 0,28
1 0,07 10,17
2 0,13 10,08
3 0,10 ] 0,01
4 0,151 0,00

a. Explicar si esta tabla representa una distribucion conjunta de probabilidad y, en
ese caso, encontrar las distribuciones marginales de probabilidad.

b. Calcular la covarianza entre X e Y.

c. Explicar si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa: “Hay alguna cosa que
sistematicamente pasa entre el rendimiento académico y el tiempo en el paro y se
puede afirmar que los alumnos con mejor rendimiento en los exdmenes estan
menos tiempo sin trabajo.”
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a.

Se debe verificar si la suma de las proporciones de las 10 celdas de la tabla es la
unidad (hagalo y verd que lo es). Las distribuciones marginales se calculan
sumando las proporciones de las filas (para la de Y) y las de las columnas (para
X). Hagalo y anote los resultados.

La covarianza se obtiene de: cov(X,Y) = E(XY)-E(X)-E(Y).
De las distribuciones marginales hallariamos E(X) y E(Y). Por ejemplo:

E(X)= 0-0,46+1-0,54=0,54

También encontrariamos que E(Y)=1,59. Para obtener E(X-Y) debemos

construir todos los posibles productos entre X e Yy ver en cada una de las celdas
cual es la probabilidad conjunta de cada uno de los pares. Asi:

E(X-Y)=(0-0)-P(X =0,Y =0)+(0-1)- P(X =0,Y =1)+...
+(4-1)-P(X =4,Y =1)=0,36

Finalmente,

cov(X,Y)=0,36-0,54-1,59 = —0,49

Puesto que la covarianza es diferente de 0 es seguro que existe una relacion
estadistica de dependencia entre X e Y; en otras palabras, existe un cierto vinculo
entre rendimiento académico y tiempo en el paro y ademads este vinculo es
negativo: a mayor rendimiento en los exdmenes, menor es el tiempo en el paro. En
consecuencia podemos concluir que la afirmacion es verdadera.

95. Sean X e Y dos variables aleatorias discretas con funcion de probabilidad conjunta dada en
la siguiente tabla:

XY 0 1

0 0 2/6
1 2/6 1/6
2 1/6 0

a. Obtener las funciones de probabilidad marginales de las dos variables, fx e fy.

b. Sinos dicen que la variable Y ha tomado el valor 0, ;cudl es la probabilidad de que X
tome el valor 1?

c. Comprobar si las dos variables son estocdsticamente independientes.

d. Calcular la covarianza entre las dos variables, cov(X, Y).
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a. La tabla siguiente muestra los resultados:

XY 0 1 f
0 [ 0 [26] 26
1 [ 2/6 | U6 | 36
2 [ 1/6 | 0 [ 1/6

|36 |36 | 1

b. Calculando la probabilidad condicionada obtenemos:

P(X=1/Y=0)= N=2x*>7_/0 _Z
( ) fX/Y=0() fY(O) % 3

c. Para que dos variables X e Y sean independientes se debe cumplir que:

S es3) = f () £, (¥) V(x,y) € Supp(X.Y)

donde Supp(X, Y) representa todos los posibles pares de valores construibles con los
valores de X'y de Y. En este caso podemos comprobar que para los valores (0,0) esto

NO se cumple:

23
J1r(0,0)=0 #ggfx(o) 1,(0)

Por tanto, en este caso X e ¥ NO son independientes:

d. Para calcular la covarianza entre X e Y tenemos:

cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X) E(Y)

donde,
2 2 1 1 1
EXY)= > x 3 fr(X.Y)=00040-1-Z+1-0-Z+1-1-—+2:0-—+2-1-0=—
( 6 6 6 6 6
X, y)ESupp(X,Y)
2 3 1 5
EX)= Y x f(0)=0-Z+1-Z42:—==
xESupp(X) 6 6 6 6

3 3 3
EM)= Y v f()=02+l2=2

YESupp(Y)
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Por tanto,

cov(X,Y)= E(X-Y) - E(X)- E(Y) =é_§%= _i

96. (*) Considere una variable aleatoria X que toma valores —1, 0, +1 con probabilidades 1/4,
1/2, 1/4, respectivamente. Defina una nueva variable aleatoria ¥ mediante Y = X .

a.

Usando la definicion de Y obtener la funcion de probabilidad de Y.

Construir la matriz de probabilidades conjuntas del vector aleatorio (X, Y).

A partir de la matriz de probabilidades, obtener las funciones marginales de
probabilidad de X'y de Y. Comparar las marginales con la distribucion dada de X'y
la derivada para Y en el apartado a.

Discutir si X e Y son variables aleatorias independientes: 1) usando la definicioén de
independencia entre variables aleatorias, 1) usando el sentido comun.

Calcular la covarianza de X e Y y discutir su valor en relacion a la respuesta del

apartado anterior.
Calcular el coeficiente de correlacion entre X e Y. Discutir e interpretar a la luz de

todo lo anterior.

Claramente, la nueva variable Y tan solo puede tomar valores en el conjunto {1,2}
de forma que Y=0 si X=0, e Y=1 si X=-1 o si X=1. Para cada uno de estos valores

tenemos:

P(Y=0)=P(X=O)=%

P(Y=1)=P(X=—1oX=1)=P(X=—1)+P(X=1)=%+i=%

Por tanto, la funcion de probabilidad de la nueva variable Y sera:

row- S vEbl

0 en caso contrario

b. Para obtener la funcion de probabilidad conjunta utilizaremos la relacion que se

obtiene de la formula bésica de la probabilidad condicionada:

P(AN B)

P(B/ A)= = P(ANB)=P(B/ A)- P(4)
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Aplicado al caso que nos ocupa tendremos:
P(X=xNY=y)=PY=y/X=x)P(X =x)

Asi, para cada una de las posibles combinaciones de valores de X'y de Y tenemos:

P(X=—lﬂY=O)=P(Y=O/X=—1)-P(X=—1)=O%=O

P(X=0NY=0)=P(Y=0/X=0)P(X=0)=1-
P(X=0NY=1)=P(Y =1/X=0)-P(X=0)=0-
P(X=lﬂY=O)=P(Y=0/X=1)-P(X=1)=1-%=0

P(X=1NY=1)=P(Y =1/X=1)-P(X =1)=1-==

lo que nos genera la matriz de probabilidades siguiente:

X/ Y[0 |1
1o | Y
o | Y10
1o | Y

c. Obtenemos las funciones de probabilidad marginal de X e ¥ sumando por filas y
columnas.
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XY

NN NN P

1
Y
0
1o | Y
LBy

Comprobamos que las funciones de probabilidad marginal coinciden con las que
teniamos anteriormente: fy coincide con las probabilidades dadas en el enunciado
del ejercicio y fy coincide con las probabilidades obtenidas en el apartado b del
ejercicio.

e. Estudiaremos ahora la independencia entre X e ¥

i) Segun la definicidon de independencia estocastica, X e ¥ seran independientes si
y solo si para todo par de valores (x, y) se cumple que:

S (63) =1 () £, (¥)

Podemos comprobar rapidamente que esto no se cumple. Efectivamente, tomando
el par (x, y) = (-1,0) vemos que f,, (~1,0) =0 mientras que:

Por tanto, no se cumple la condicion de independencia entre las variables.

ii) Utilizando el “sentido comun”, es evidente que existe una clara relacioén entre
las variables. De hecho, la relacion es total ya que el valor de la variable Y esta
totalmente determinado por el valor de la variable X por medio de la relacion

Y=X?

f. Obtendremos la covarianza entre X e Y, cov(X,Y), mediante la expresion:

cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X) E(Y)
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g.

Calculamos en primer lugar las esperanzas:
1 1 1

E(X)=(-1)=+0=+(1)—=0

(X)=(-D 2703 ey 2

Evy=01+1l 1
272 2

E(X-Y)= (1) 0-04(-1) 1 7+0-0~

+O'l-0+1-0-0+1-1'l=—l+l=0
4 4 4

Por tanto,

cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X)-E(Y)= o—o% =0

La covarianza entre las dos variables resulta ser cero.

Este resultado ilustra el hecho que, si bien dos variables independientes
necesariamente tienen una covarianza igual a cero, la afirmacion contraria no es
cierta en general. Es decir, una covarianza igual a cero no es suficiente para
asegurar que las variables en cuestion sean independientes. Esquematicamente,

X,Y independientes = cov(X,Y)=0
cov(X,Y)=0 ;4 X,Y independientes

Dado que el coeficiente de correlacion, p,,, se obtiene a partir de:

_ cov(x,y)
o \/ var(X)-var(Y)

y que hemos obtenido cov(X,Y) =0, tendremos que:

Py =0

si bien las dos variables estan claramente relacionadas.
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Las razones de este resultado son las mismas que en el apartado anterior: la
covarianza y, en consecuencia, el coeficiente de correlacion pueden resultar igual
a cero aun existiendo una relacion entre las variables.

97. Ver que si Y=[la- X, donde a>0, entonces el coeficiente de correlacion entre X e Yes [11.

Recordemos en primer lugar que el coeficiente de correlacion entre Xe Y, p, ., se
obtiene a partir de la expresion:

_cov(X.,Y)

XY
OX O,Y

donde cov(X,Y) representa la covarianza entre Xe Y,y o, y 0, las desviaciones

tipicas de X e Y respectivamente. Para verificar el enunciado propuesto
trabajaremos con las propiedades de la esperanza, la varianza y la covarianza. Asi,
por ejemplo, tenemos que:

E(Y)=E(-a-X)=-a-E(X)

var(Y) = var(-a* X) =a’-var(X)= o0, =a’ -0, =0,=a ‘0,

y de la misma manera,

E(X-Y)=E(X(~a-X))=E(~a-X*)=-a-E(X?)

Calculando ahora la covarianza ente X e Y tenemos:

cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X)-E(Y)=
=—a-E(X*)-E(X) (-a-E(X))=
=—a-(E(X*)+a - E(X) =
=—a-[E(X*)-E(X)]=-a-0>

X

ya que, por definicion de varianza:

var(X) = E[X - E(X)J = E(X?)- E(X)
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Por tanto, combinando los resultados obtenidos vemos que:

_cov(X,Y) -—aro,  -aoy 1

XY . . . B . 2
0,0, 0,(a0,) ao,

tal como queriamos demostrar.

98. Ver que si Y=aX+b, donde a>0, entonces el coeficiente de correlacion entre Xe Yes 1.

De forma similar al ejercicio anterior tenemos que:

E(Y)=E(a-X +b)=a-E(X)+b

var(Y) = var(a* X +b)=a’-var(X)+0=0, =a’ -0, =0,=a 0,
y de la misma manera,

E(X-Y)=EX(a-X+b))=E(a-X*+b-X)=a-E(X*)+b- E(X)
Calculando ahora la covarianza ente X e Y tenemos:

cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X)-E(Y)=
=a-E(X*)+b-E(X)-E(X)-(a-E(X)+b)=
=a-E(X)+b-E(X)-a-E(X)-b-E(X)=
=a'[E(X*)-E(X)’]=a" 0},

ya que, de nuevo por definicion de varianza:
var(X)=E[X -E(X)]' = E(X*)-E(X)’

Por tanto, combinando los resultados obtenidos vemos que:

_cov(X,Y) a0, ao

= =1
o,r0, o0,(a0o,) ao

2
X
XY 2
X

tal como queriamos demostrar.
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99. Un investigador quiere saber si al anunciar un nuevo producto por TV, este acaba siendo
mas conocido por las personas que ven regularmente la TV a la hora de emitirse el
anuncio que por los que no la ven. Suponer que el anuncio se emite en el intermedio del
partido de futbol semanal. Después de tabular los datos se sabe que las personas que ven
regularmente el programa y reconocen el nuevo producto son el 15%. Ademas, el
programa es visto por un 16% de los televidentes encuestados y el nuevo producto es
reconocido por el 45% de los encuestados. Considere dos variables aleatorias X e Y tales
que: X=1 si un encuestado ve el programa y X=0 si no lo ve; Y=1 si reconoce el producto,
e Y=0 en caso contrario.

a.
b.
c.

Construir la matriz de probabilidades del par (X, Y).
Hallar la funcion de probabilidad condicional de Y para ambos valores de X.
Hallar e interpretar la covarianza entre X e Y.

Leyendo e interpretando la informacion proporcionada podemos construir
facilmente, de forma parcial de momento, la siguiente tabla de probabilidades:

XY |o| 1 | fx
0

1 0,150,16
Jy 0,45

A partir de aqui podemos completar la informacion que falta utilizando las
propiedades de las probabilidades. Asi, sabiendo las proporciones de los que ven
el programa y de los que reconocen el producto, podemos completar en primer
lugar las proporciones de los que NO ven el programa y de los que NO reconocen
el producto (ya que en cada caso han de sumar 1).

x/Yl o [ 1] &
0 0,84
1 0,15] 0,16
£ 1055]045] 1
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y a partir de aqui podemos ir completando el resto hasta obtener:

x/Yl o [ 1] &
0,54 [ 0.30 | 0,84
1 [0,01]0,15]0,16

£ 1055]045] 1

b. Nos piden ahora hallar las funciones fyx-o(x) y fyx=1(x). Recordemos que:

f =fxy(0ay)=fXY(0,y)
Y/X=0 fX (0) 0,84
Loy £y (L)

Sy = f.(D 0,16

Asi obtenemos:

f.,(0,0) 0,54 f..(1,0) 0,01

0) = ZX¥ =2""-0.643 0) = 2X¥ =" =0.0625
Trix0(©) 0,84 0,84 Frixa©® 0,16 0,16
£.,(0,1) 0,30 £ (L) 0,15

1) =2&¥ =" =0,357 1) =212 ="=0,9375
Srixa® 0,84 0,84 SrixaD) 0,16 0,16

c. Finalmente, la covarianza entre X e Y la obtenemos mediante la expresion:

cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X) E(Y)

Donde,

EGC1)=3 Sy £ (6,0 =

x=0 y=0

=0-0-0,54+0-1-0,30+1-0-0,01+1-1-:0,15=0,15
y

1
E(X)=Yx"f,(x)=0-0,84+1:0,16=0,16

x=0

1
E(Y)= Yy f,(y)=0-0,55+1-0,45=0,45

y=0
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Por lo tanto,

cov(X,Y)=E(X Y)-E(X)-E(Y)=0,15-0,16-0,45=0,078

100. (*) ElI Consejo de Estudiantes tiene la sospecha que los profesores aparecen lo viernes
por su despacho menos que en el resto de dias de la semana. Para estudiar la situacion
deciden montar un sistema de control consistente en establecer un sistema de visitas
aleatorias a los despachos de los profesores. El sistema establecido de visitas se repite
religiosamente cada dia de la semana durante un mes. Al final se sabe que en el 16% de
las visitas realizadas los viernes no se encuentra al profesor en su despacho; esta cifra es
del 12% para el resto de dias de la semana. Estudiar este problema a fin de determinar
hasta qué punto existe (o no) una relacion entre el dia de la semana y el absentismo.

a.

e

Empiece por obtener la matriz de probabilidades conjuntas de (X, Y), donde X=1
si la visita se realiza en viernes y 0 en caso contrario, y donde Y=1 si el profesor
no esta en su despacho y 0 en caso contrario.

Obtener las funciones marginales de probabilidad.

Obtener las funciones de probabilidad condicional.

Obtener la covarianza y el coeficiente de correlacion entre X e Y. Comentar.

La construccion de la matriz de probabilidades conjuntas requiere tener en cuenta
los siguientes aspectos. En primer lugar distinguiremos las visitas efectuadas los
viernes de las efectuadas el resto de dias de la semana (no viernes), y las primeras
representan el 20% de las visitas mientras que las segundas son el 80%. Esta
informacion nos permite tener la suma de las columnas de la matriz de
probabilidades si en ellas representamos a la variable X. Sabemos, ademas, los
porcentajes de absentismo. Toda esta informacion nos permite tener estos datos:

X=0 X=1 Marginal de Y
Y=0 ? ? ?
Y=1 0,12 0,16 0,28
Marginal de X 0,80 0,20 1

Las celdas restantes se obtienen por diferencia teniendo en cuenta que el total de
probabilidad ha de ser necesariamente 1:

X=0 X=1 Marginal de Y
Y=0 0,68 0,04 0,72
Y=1 0,12 0,16 0,28
Marginal de X 0,80 0,20 1
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b. Directamente podemos ver que:

P(X =0)=0,80
P(X =1)=0,20
P(Y =0)=0,72
P(Y =1)=0,28

c. A titulo de ejemplo, si queremos calcular la probabilidad que el profesor no esté
en su despacho (Y = 1) dado que es viernes (X = 1) podemos partir de:

P(X=INY=1)=P(X=1)-P(Y=1/X=1)=0,16
y de aqui,

P(X=1NY=1) 0,16

P(Y=1/X=1)=
P(X =) 0,20

=80%

Similarmente, la probabilidad que el profesor esté ausente si no es viernes se
evaluara por:

P(X=0NY=1) 0,12

P(Y=1/X=0)=
P(X =0) 0,80

=15%

Claramente, los viernes son un mal dia si los estudiantes desean ver a su profesor.

d. Calcularemos la covarianza entre X'y Y a partir de la expresion:

cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X) E(Y)

En primer lugar es facil ver a partir de la definicion de esperanza y los datos de la
matriz de probabilidades que las esperanzas de X'y de Y son:

E(X)=0-0,80+1-0,20=0,20
E(Y)=0-0,72+1-0,28 = 0,28
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En segundo lugar, podemos ver que el producto X -Y solo puede tomar dos
valores, a saber, X-Y =0y X-Y =1. Estos sucesos se dardn en las siguientes
circunstancias:

X-Y=0siysolosiX=00Y=0
X-Y=1siysolosiX=1yY=1

Hallamos las probabilidades de estos sucesos:

P(X-Y=0)=P(X=0UY =0)=
= P(X =0)+P(Y =0)- P(X =0NY =0)=0,80+0,72-0,68 = 0,84

P(X-Y=1)=P(X=1NY =1)=0,16

Podemos ahora calcular la esperanza del producto:

E(X-Y)=0-0,84+1-0,16=0,16

y finalmente la covarianza sera:

cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X)-E(Y)=0,16-0,20-0,84 = 0,104

Para derivar el coeficiente de correlacion entre X'y ¥ necesitamos calcular en
primera instancia sus varianzas. En el caso de la variable X'y usando la expresion:

var(X) = E(X*)- E(X)

podemos calcular E(X?)facilmente:

E(X*)=07-0,80+1%-0,20 = 0,20

de forma que:

var(X)=E(X*)-E(X)’=0,20-0,20° = 0,16
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Procediendo de forma idéntica para la variable Y (dejamos el célculo al lector)
obtendriamos:

var(Y)=0,2016
El coeficiente de correlacion buscado serd pues:

cov(X,Y) 0,104

p. = - = 0,58
T Jvar(X)-var(Y)  4/0,16-0,2016

A la luz de los célculos, podemos concluir que existe una correlacion positiva
entre el dia de la semana y el grado de absentismo del profesorado.
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