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Introducció

El propòsit que teníem en començar a escriure aquest llibre era de fer un ma-

nual que cobrís el contingut d'un curs bàsic d'anàlisi complexa, com els que

s'expliquen a les nostres universitats . El resultat , però, ha estat un text més

extens que conté temes que no caben en un curs semestral i que corresponen

més aviat a un curs d'ampliació i també algun material que no és freqüent de

trobar en la bibliografia de variable complexa. Per aquest motiu esperem que

el llibre que presentem sigui un bon complement per a moltes de les referències

que fan servir habitualment tant els estudiants com els professors .

Si hem escrit aquest llibre és perquè preteníem aportar alguna novetat,

no només en la presentació sinó també en el contingut , en la llista , llarguíssima,

de llibres de variable complexa que van apareixent periòdicament . El punt de

partida ha estat enquadrar l'anàlisi complexa dins el marc general de l'anàlisi .

Tot i que és possible presentar i així ho fan molts textos- la variable complexa

d'una manera aïllada i específica , nosaltres hem optat per buscar el màxim de

punts de contacte amb altres parts de l'anàlisi . El punt de vista que hem pres

ha tingut com a conseqüència la inclusió d'alguns apartats que no són habituals

en altres textos i una formulació nova d'alguns resultats clàssics . En destaquem

uns quants tot seguit.

En el capítol 3 es dóna la versió real dels teoremes de Cauchy i de Cauchy-

Goursat . El resultat és una versió de la fórmula de Green amb hipòtesis de

regularitat molt febles, les quals serveixen també per als teoremes clàssics del

càlcul vectorial.

En el mateix capítol 3 , la presentació del teorema de Cauchy en el con-

text de l'anàlisi vectorial permet formular una aproximació al concepte d'ho-

lomorfia des d'una perspectiva de variable real en termes dels camps que són

simultàniament conservatius i solenoïdals . El concepte de funció harmònica

apareix aleshores d'una manera molt natural .

xiii
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En el capítol 6 es demostra una versió homològica de la fórmula de Green

que es pot interpretar com una fórmula de Green amb multiplicitats . Amb

l'ajuda d'aquesta fórmula i d'un procés de regularització , que és estàndard en

variable real , es contesta afirmativament la pregunta de L.V. Ahlfors sobre la

possibilitat de modificar la demostració del teorema de Cauchy per tal que

cobreixi també el cas de qualsevol forma diferencial localment exacta.

En el capítol 7 s'estudien de manera sistemàtica les funcions harmòniques

i l'operador de Laplace en un context de variable real a R" i es destaca l'espe-

cificitat del cas de dimensió 2 i la relació amb les funcions holomorfes . L'estudi

inclou, amb detall , les propietats del potencial de Riesz d'una mesura i la seva

importància en la solució de l'equació de Poisson i dels problemes de Dirichlet

i de Neumann no homogenis.

En el capítol 9 s'analitza la relació que hi ha entre la funció de Green i la

representació conforme, la qual permet demostrar el teorema de Riemman a

partir de la solució del problema de Dirichlet, tot i que també es dóna la

demostració basada en les propietats de les famílies normals . L'existència de

solució per al problema de Dirichlet es prova amb el mètode de Perron , el qual

és generalitzable a qualsevol dimensió.

De la mateixa manera que s'ha tractat l'equació de Poisson o equació in-

homogènia per al laplacià , en el capítol 10 es consideren les equacions inho-

mogènies de Cauchy-Riemann . La solució , en el cas general, s'obté fent servir

el teorema d'aproximació de Runge i permet estudiar el problema de Dirichlet

per a l'operador a.

El capítol 11 està dedicat a l'estudi dels conjunts de zeros de les funcions

holomorfes i es posa de manifest la relació que hi ha entre aquesta qüestió

i l'equació de Poisson , a la qual ja ens hem referit . Aquesta relació permet

analitzar la distribució dels zeros d'una funció holomorfa en termes del seu

creixement .

Finalment, el lligam entre la variable real i la variable complexa apareix

també en el capítol 12 amb la transformada de Fourier complexa o transformada

de Laplace . Es dóna una demostració del teorema de Shannon-Whittaker , molt

conegut en teoria de la informació, fent servir els mètodes que s'han utilitzat

en el capítol 10 per a la descomposició de funcions meromorfes en elements

simples.

Per a la lectura d'aquest text és suficient tenir un bon coneixement de la

topologia del pla i del càlcul diferencial per a funcions de diverses variables reals .

A partir d'aquí, el llibre és autocontingut i donem demostracions rigoroses de

tots els enunciats sense evitar algunes qüestions que de vegades es tracten una

mica superficialment . En aquest sentit volem destacar l'estudi , en el capítol 1 ,
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dels dominis del pla amb vora regular incloent-hi el tractament de l'orientació

de la frontera. Aquest estudi ens ha permès formular de manera precisa la

versió dels teoremes clàssics de l'anàlisi complexa per a dominis amb vora

regular orientada , versió que és la que més s'utilitza a l'hora de les aplicacions .

Tot i això, en el capítol 6 donem també la versió homològica dels teoremes

fonamentals , en la línia iniciada per Ahlfors , que és més general i que es pot

relacionar d'una manera més flexible amb la topologia dels dominis plans .

L'extensió del text permet que se'n puguin fer diverses lectures o seguir

itineraris de diversos nivells . Per exemple, es pot seguir un curs bàsic de variable

complexa amb els capítols 1 i 2 , el capítol 3 fins a la secció 3.5 inclosa i els

capítols 4 , 5 i 8 , aquest darrer sense les seccions 8.8 i 8.9 , si es vol .

Una altra possibilitat és fer servir , totalment o parcialment , el contingut

dels capítols 9 , 10 , 11 i 12 per a un curs d'ampliació de variable complexa .

Atès el plantejament inicial de buscar la màxima interconnexió amb altres

parts de l'anàlisi , hem posat molt d'èmfasi en el paper que fan les funcions

harmòniques i en l'estudi dels problemes que s'hi relacionen. Hi hem dedicat

el capítol 7 , que és el capítol més llarg del llibre i que es pot utilitzar com

una introducció a la teoria del potencial . Aquest capítol es pot llegir de forma

independent coneixent només el contingut del capítol 3 ; en tot cas, les seccions

7.7 fins a la 7.12 poden requerir un nivell de maduresa matemàtica una mica

superior a la dels capítols precedents .

Cada capítol està distribuït en seccions, i cada secció , en apartats . Tots els

enunciats (teoremes , proposicions , lemes i corollaris) , així com els exemples ,

estan numerats d'una manera contínua dins de cada capítol ; només queden al

marge d'aquesta numeració les observacions . L'última secció de cada capítol

conté enunciats d'exercicis proposats .

No cal dir que en la preparació d'aquest llibre ens hem beneficiat de la feina

i de l'experiència d'autors anteriors . Volem manifestar el nostre deute amb

Ahlfors [ 1 ] , Burckel [3] , Gamelin [7] i Saks-Zygmund [ 11 ] . Estem molt agraïts

també a Juan José Donaire per la seva lectura de l'original , a Lluís Bruna i

Miquel Dalmau, que n'han fet lectures parcials i a Mark Melnikov que ens ha

proporcionat alguns dels exercicis proposats. Tots ells ens han fet suggeriments

molt valuosos .

Finalment , el llibre no existiria sense la feina tipogràfica excel·lent de Raquel

Hernández , Maria Julià i Rosa Rodríguez . A totes elles els en donem les gràcies .

Bellaterra, juny del 2008

Joaquim Bruna i Julià Cufí





Capítol 1

Aritmètica i topologia del pla complex

En aquest capítol s'estudien les propietats del pla complex, tant pel que fa a

la seva estructura de cos com a les seves propietats topològiques . Tot i que

la majoria d'aquestes ja són conegudes pels estudiants d'Anàlisi complexa, es

fa un repàs de l'aritmètica dels complexos i de la topologia del pla complex ,

posant èmfasi en l'estudi dels dominis plans amb frontera regular. També

es posa de manifest la utilitat de la notació complexa a l'hora de considerar

algunes qüestions de geometria analítica, com ara les aplicacions ortogonals ,

que seran útils més endavant. S'estudien detalladament les determinacions

de l'argument i la noció d'índex d'una corba plana, qüestions que, tot i ser

de caràcter essencialment topològic, tenen una gran transcendència de cara a

entendre el comportament de les funcions holomorfes, que és l'objectiu dels

capítols següents .

1.1 Aritmètica dels números complexos

1.1.1 Operacions aritmètiques , mòdul i argument

El cos dels números complexos C és el resultat d'adjuntar al cos dels números

reals R una unitat imaginària i tal que i² = -1. L'expressió general d'un

número complex és , doncs , z = x + iy amb x, y Є R; x s'anomena part real de

Z, X = Rez, i y la part imaginària de z , y = Im z . Si associem a z el punt del pla

de coordenades (x, y) , respecte d'un sistema de referència fixat , C s'identifica

1
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amb R2 i parlem del pla complex d'Argand- Gauss. El número z = x - iy

s'anomena conjugat de z ; l'aplicació z → z és la reflexió respecte de l'eix de les

abscisses. Hom té aleshores les relacions

11

Rez = z + z) ,
Im z =

(z - Z).

2 2i

La suma dels números complexos z = a + ib, w = c + id, que és z + w =

(a + c) + i (b + d) , es visualitza amb la regla del paral·lelogram de la suma de

vectors , identificant z amb el vector que té l'origen en l'origen de coordenades

i l'extrem en z, i anàlogament per a w (fig . 1.1 ) .

พ

z + w

Figura 1.1

Per a visualitzar geomètricament el producte

zw = (ac - bd) + i (ad + bc)

és necessari parlar primer de la forma polar dels números complexos i per a

això cal introduir el mòdul i l'argument d'un número complex .

El mòdul de z = x + iy és la distància a l'origen del punt (x , y) , | z|

√x² + y² = √z·z . Hom té la desigualtat triangular

| z + w| ≤ │z│ + │w| ,

n

Σ
Zi

I
M

V
I

n

zi =Σ zil,

i=1

|| ≈ | – |w|| ≤ | z±w| ,
-

que implica

i també valen les igualtats

•
| Z122 · · · Zn | = | 21 || 22 | · · · | Zn | ,

...

| zw| = | z ||w| ,

=

per a z, w , 21 , ... , Zn E C.Z1 , ..



1. ARITMÈTICA I TOPOLOGIA DEL PLA COMPLEX 3

Amb les operacions de suma i producte que s'han introduït , el pla complex

C és un cos commutatiu en el qual l'invers d'un número z ‡ 0 és z

-1
= =

Z

Z

Recordem que, per definició , 2π és la longitud d'un cercle de radi 1 (i ,

per tant, un cercle de radi r té longitud 2πr) . La definició geomètrica de les

funcions trigonomètriques sinus i cosinus es fa aleshores de la manera següent :

si recorrem el cercle de centre 0 i radi 1 en el sentit contrari al de les agulles del

rellotge una longitud t > 0 a partir del punt 1 , arribem a un punt que anomenem

1t ; per definició, les parts real i imaginària d'aquest punt són , respectivament ,

cost i sint ; per a t < 0 fem el mateix però en sentit contrari (fig. 1.2) .

t

sin t

cos t

Figura 1.2

Així, 1t = cost + i sint, i la definició de π que hem donat equival a definir ½

com el primer zero positiu de la funció cosinus . Les funcions sinus i cosinus són

2π periòdiques i , a més, cosinus és parella i sinus és senar . A partir de les defi-

nicions anteriors es demostren totes les propietats d'aquestes funcions que ens

són familiars . En particular, es tracta de funcions indefinidament derivables de

la variable real t , que compleixen (sin t) ' = cost , (cost) ' = sint. Les fórmules

d'addició

cos(t + s) = cost cos s sint sin s ,

=

―

sin(ts) sint cos s + cos t sin s

-

(1.1)

també es poden justificar geomètricament . La figura 1.3 és una prova de la

segona fórmula de (1.1 ) . La igualtat

1t1s = 1t+ s ,

que és conseqüència de les fórmules anteriors , ens diu que l'aplicació

t → 1t
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=

és un morfisme del grup additiu dels números reals sobre el grup multiplicatiu

T dels números complexos de mòdul 1 , amb nucli 2πZ, on Z representa l'anell

dels enters . En particular tenim les fórmules de de Moivre: (cost + i sint)"

cos(nt) + i sin(nt) . Les fórmules clàssiques per als sinus i cosinus de l'angle

doble, triple, etc. es dedueixen d'aquestes . Per exemple, si n = 2 , igualant les

parts reals i les parts imaginàries en la relació de de Moivre , hom té

cos 2t = cos²t- sin² t;

sin 2t 2 sint cost.=

Si fem el mateix per a n = 3, resulta

cos 3t cos³t - 3 cost sin² t;=

sin 3t = - sin³ t + 3 cos² t sin t.

=

S
B

t

AC
= =
MN sin(t + s)

AC AB + BC
=

AB OB. sin t= = cos s . sin t

BCBN == BN cost sin s . cost .

MA

Figura 1.3

= 1 ,Exemple 1.1 . A partir de les fórmules anteriors i utilitzant que sin

sin π = -1, etc. (que són conseqüència de la definició de π) s'obtenen les

relacions trigonomètriques ben conegudes:

П π 1 π √3 π π

sin = COS = sin = COS COS =

4
4 √2

3 2 6 3

1
2

=

П

sin

6

Observem que si z és un número complex , z 0 , llavors z/ | z | Є T i , per

tant, z / z = 16 amb € R.
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Definició 1.2 . Anomenem argument de z Є C , z 0 i representem per arg z

qualsevol número 6 € R tal que | = 16 .

De vegades s'utilitza també la notació arg z per a designar el conjunt de

tots els arguments de z . Notem que si o és un argument de z , aleshores arg z =

{☀ + 2πk, k Є Z} . Formalment , arg z és , per tant , una classe d'equivalència

de R/27Z; informalment, diem que arg z està determinat llevat d'un múltiple

enter de 2π. Amb aquestes notacions i d'acord amb ( 1.1) es compleix

arg zw = arg z + arg w,

1
-

arg = argz = arg z.

Z

Per definició, l'angle entre z i w amb z, w 0 o angle que va de z a w és

argz = argwz = arg= arg . Es tracta d'angles orientats ; així, l'angle que

argw, és l'oposat de l'angle entre z i w.
-

argwargz

va de w a z, arg z

Definició 1.3. Entre tots els arguments de z Є C, z

l'interval (—π, π] s'anomena argument principal de z

Y
= arctan x

Siz = x + iy amb x > 0, és Arg z

ció arctanx és la funció inversa de la funció tanx =

de (

π--

0 , l'únic que pertany a

i es designa per Arg z.

sin x

COS X

(recordem que la fun-

i és contínua i bijectiva

, ) a R) . En els altres quadrants l'argument principal no és arctan 2.

Si z = iy, y > 0, és Arg z = en el segon quadrant , z = x + iy amb x < 0 ,

y > 0, és Arg z == arctan + π; si z = x < 0 , Arg z = π; en el tercer quadrant,
Y

x

2

xz = x + iy, x , y < 0 , és Arg z = arctan 2 - π i finalment, si z = iy, y < 0, és

Arg z = ㄧㄢˊ
-

L'expressió z = |z |16, en termes del mòdul i un argument, s'anomenaforma

polar de z, i també s'utilitza la notació z = r6, on r == | z | . Més endavant intro-

duirem la notació basada en la funció exponencial. L'operació de multiplicar

per z es visualitza ara fàcilment com una transformació en el pla complex: mul-

tiplicar pel número positiu | z❘ és una dilatació, i multiplicar per 16 consisteix

en un gir d'angle .

1.1.2 Arrels n-èsimes i potències

Una propietat important de C és la de ser un cos algebraicament tancat. Això

significa que tot polinomi P amb coeficients complexos de grau n té exactament

n arrels a1 , a2 , . i P factoritza en la formaan,

- -
P(z) = A(z − α1 ) ··· (z − αn) ,

on A és una constant. Aquest resultat s'anomena també teorema fonamental

de l'àlgebra; en veurem una prova més endavant. En particular , tot número
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complex z 0 té n arrels n-èsimes diferents . Aquest fet es pot provar direc-

tament tenint en compte que si z C, z 0, les seves arrels n-èsimes són les

solucions de l'equació wn = z . Posant z = | z | 16 iw =
w¹ w|1a , l'equació anterior

equival a

la qual imposa | w | n = | z | i na =

que les solucions

wn1na = | 2 | 16

+2kπ, k enter. Ara es comprova de seguida

Wk = | z | ¹ /n1p/n+ 2k per a k = 0,1,2 ,
-

k_ ... , n − 1

són totes diferents i que qualsevol altra solució és una d'aquestes. Indicarem

per z qualsevol de les arrels n-èsimes de z . Observem que les arrels n-èsimes

d'un número complex corresponen a punts situats en els vèrtexs d'un polígon

regular de n costats.

Exemple 1.4 . Si calculem les arrels cúbiques de i , trobem

i = 1 ½ , Wk = 1 ½ + ²™ k ' k = 0, 1 , 2 ,

que corresponen als punts de la figura 1.4

Wi Wo

wo = √3/2 + i/2,

w1 = -√3/2 + i/2,

W₂ = -i.

W2

Figura 1.4

Les n arrels d'1 s'anomenen arrels n - èsimes de la unitat i formen un grup

multiplicatiu d'ordre n. El número w = 12π/n s'anomena arrel n - èsima primiti-

va, de manera que les n arrels n-èsimes de la unitat són 1 = w° , w , w² ,... , wn - 1

Six és un número real positiu , la seva arrel quadrada positiva es designa per

√ ; tot seguit ampliem el significat d'aquesta notació . De les dues arrels qua-

drades de z Є C, z 0 , la notació √z designarà aquella que o bé té part real
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positiva, o bé està en el semieix imaginari positiu; en notació polar ,

√z = √21Arg2/2√|2| 1Arg z/2 .

La funció √z s'anomena determinació principal de l'arrel quadrada. De manera

anàloga, la notació / es reserva per a la determinació de l'arrel n-èsima que

està en el sector - < Arg w
π

n n

Exemple 1.5 . Per a un polinomi de grau dos , P(z) = Az² + Bz + C, A ‡ 0 ,

l'equació P(z) = 0 s'escriu, completant quadrats , de la forma (z + :)

B2 C
442 - i arribem a la fórmula-

qiA

B 2

2A
=

B±√B² - 4AC

2A

per a les dues solucions de P(z ) = 0 , amb A, B, C complexos qualssevol .

Les potències de base complexa i exponent enter tenen una definició unívoca,

zn = zz ... Z,

z-n =
- 1

= ..2-1 .

η

mPerò si l'exponent q és racional i q = m, z es defineix com 2ª = (z )" . Això

coincideix amb (2n) 1 /m i és independent de l'expressió de q. Siz = r1 és

l'expressió polar de z i q = és l'expressió irreductible de q , zº és el conjunt

format pels m números (diferents)

n

m

n
m

mp + k 2πn , k = 0, ... , m – 1 .
-

m

Si és l'expressió irreductible de q i z

n

m
m

0 , hi ha , doncs , m valors diferents

de zº. Si w és un d'aquests valors, w és un conjunt de n números un dels

quals és z ; per tant , s'ha d'anar amb compte amb equacions com ara

n m

n
(z ) = 2 ,

que és incorrecta, perquè el terme de l'esquerra designa un conjunt de n números

complexos, mentre que el terme dret és tan sols un d'aquests números . La

definició de zw per a z, w generals la donarem més endavant .

1.1.3 L'estructura de cos

El pla R² s'identifica amb C i , per tant, té estructura de cos . És ben conegut ,

però, que aquest cos no pot ser ordenat com ho és R.



8 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

Teorema 1.6 . En el cos C no és possible definir un ordre total que sigui

compatible amb les operacions de suma i producte.

Demostració. Suposem que existís un ordre en els complexos que complissin

les propietats: 1. Donats z, w diferents , o bé z < w o bé w < z . 2. Si z < w,

llavors z + h < w + h per a tot h . 3. Si z , w > 0 , també zw > 0 (aquestes tres

propietats impliquen totes les regles aritmètiques habituals) . El número i seria

positiu o negatiu; suposem i > 0. Aleshores −1 = i2 > 0 , i sumant 1 , obtenim

0 > 1. D'altra banda, com que −1 > 0 , també 1 = (−1 ) ( − 1 ) > 0. Arribem

així a 0 > 1 i 1 > 0 simultàniament , que és absurd . Igualment s'arriba a una

contradicció si partim de i < 0 .

D'altra banda, és força natural preguntar-se si R" , per a n > 2, pot tenir

una estructura de cos de manera que C = R2 en sigui un subcòs . La resposta

és negativa i la situació és la descrita en el teorema següent:

Teorema 1.7 . Cap espai Rn amb n > 2 té una estructura de cos commutatiu

que estengui la de C. A R4 es pot definir una estructura de cos no commutatiu,

el cos dels quaternions, extensió de C. A R³ es pot definir una estructura de

cos no associatiu, el cos dels octonions, també extensió de C.

3

Demostració. Tan sols veurem que a R3 no pot definir-se cap estructura de

cos commutatiu extensió de C i definirem els quaternions . Representem els

vectors de R³ en la forma a + bi + cj (és a dir, i és el vector (0 , 1 , 0) i j és el vec-

tor (0 , 0, 1 ) ) i suposem que tenim una multiplicació estenent la de C. Observem

que una multiplicació d'aquestes característiques queda completament deter-

minada dient quant val ij , perquè aleshores , per l'associativitat del producte,

hom té

−j = (i²)j = i(ij) , j² = −(ij)² .

Llavors, posant ij = a + bi + cj amb a , b, c € R, seria

-
−j = ai − b + c(ij) = ai − b + c(a + bi + cj) ,

d'on, igualant coeficients, es desprèn c² = -1 , en contradicció amb cЄ R.

La idea que porta als quaternions és que, si bé no és possible definir ij com a

element de R3 , potser sí que ho és si hom té més espai , per exemple a R¹ . Això

és factible si s'abandona el requeriment que el nou producte sigui commutatiu.

Posant k per al vector (0, 0 , 0 , 1 ) i

ij = −ji = k, ki = -ik = j,

i² = j² = k² = −1 ,=

jk -kj = i

hom pot comprovar que R4 té estructura de cos (no commutatiu) .
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1.2 Geometria analítica amb terminologia complexa

1.2.1 Rectes i circumferències

És convenient disposar de les nocions geomètriques o mètriques habituals a R²

en notació complexa . Fem la identificació entre el número complex z = x + iy

i el punt (x, y) del pla i també amb el vector d'origen el de coordenades i

extrem z.

El producte escalar euclidià entre z = a + ibi w = c+id és ac +bd = Re zw.

Així, Re zw/ | z||w| és el cosinus de l'angle format per z , w. Com que iw és

Reziw/ | z ||w , és elperpendicular a w, (Imzw)/ | z ||w|
= -

Reziw/ |z ||w
=

cosinus de l'angle entre z i iw i també el sinus de l'angle entre z i w.

z+z, y =2 2iSi a l'equació lineal Ax + By + C = 0 fem la substitució x =+ C

resulta que l'equació general d'una recta és del tipus az + až + m = 0, amb

a Є C, mЄ R i, en variar m, s'obtenen totes les rectes que són perpendiculars

a a. En forma paramètrica , l'equació de la recta que passa per z1 i té z2 per

vector director és z(t) = 21+ tz2 , t Є R.

L'equació general d'una cònica és P(x, y)

coeficients reals de grau dos: P(x, y)

-

=

=
0, on P és un polinomi amb

Σak,l xky , ak ,l R. Si fem la

k+l≤2

substitució x = (z + z) /2 , y = (z – z)/2i , trobarem una expressió del tipus

on ara els

P(z) = Σ αk, 12kz¹ ,

k+l<2

ακι són números complexos que compleixen aι ,k = ak, ɩ . En general ,

un polinomi en z, z de grau n,

P(z) = Σ αk, 12kzl ,

pren valors reals si i només si aɩ,k

condició P(z)
=

k+l≤n

=
αι,κ ak,l , que és el que s'obté si s'imposa la

P(z) i s'igualen coeficients . Tornant al cas n = 2 , l'expressió

general de les còniques es pot reescriure en la forma

Bz² + Bz² + n | z| ² + az + až + m = 0,

amb m, nЄ Ria, ẞE C. Per a un cercle de centre a i radi r, és

(z − a)(z − ā) – r² = | z | ² – az – āz − r² + |a |² = 0 .
- - - -

-
Això és , els cercles corresponen a ß = 0 , n ‡ 0 i m − | a | ² < 0 , en l'equació

d'una cònica.

n
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1.2.2 Aplicacions lineals conformes i anticonformes

=

El pla R² = C és un R-espai vectorial i podem considerar , per tant , les aplica-

cions T: C → C que són R-lineals , és a dir , que compleixen T (A₁z + λ2w) :

\₁T(2) + \2T(w) si λ1 , №2 € R, z , w € C. Habitualment les manipulem amb la

matriu de T respecte de la base ( 1 , 0) = 1 , (0 , 1 ) = i ,

Τ=

(a )

a, b, c, dЄR,

T
=

de manera que (x, y) ✈ (ax + by , cx + dy) , T ( 1 ) = (a , c) = a+ ci , T (i) = (b, d)

bid. En termes de z = x + iy , és T(z) = ax + by + i(cx + dy) = az + ẞz,

amb a = (a + d
(ad + ic + ib) . Això significa que

T(z) = az +ẞz, amb a, ß E C qualssevol , és l'expressió general d'una aplicació

R-lineal . És immediat comprovar que

-
ib + ic), B

-

detT =
-

ad – bc = | a| ² – | B |² ,
-

i, per tant, T és invertible quan | a | # | B | . En aquest cas podem expressar

l'aplicació inversa T-1 amb notació complexa resolent el sistema en z , z

az + Bz = w

Bz + az = w,

que dóna z = T− ¹(w)

1
= -

|a| _|3|² (ãw — ßw).-

D'altra banda, C és també un C-espai vectorial (de dimensió 1 ) i podem

considerar les aplicacions T : C C , que són C-lineals , és a dir , que compleixen

←

T(\1≈1 +λ2≈2) = λ1T(≈1 ) +λ2T(22) , on ara A1 , A2 E C. Evidentment , en aquest

cas T està completament determinada per a = T(1 ) mitjançant T(z) = az.

Les aplicacions C-lineals són , és clar , R-lineals i dins d'aquestes es caracteritzen

per la condició ẞ = 0 , si Tz = az + ẞz. També és fàcil veure que una aplicacióßz.

R-lineal T és C-lineal si i només si commuta amb l'operació de multiplicar per i

(gir d'angle 90°) : T(iz) = iT(z) . Analíticament , si T(z ) = az + ẞz , la condició

aiz + ẞ(iz) = T(iz) = iT(z ) = i (az + ẞz)

implica -ẞiz = iẞz, per a tot z i , per tant , ẞ = 0.

Definició 1.8 . Una aplicació T de C a C, R-lineal i invertible, s'anomena

conforme si preserva la magnitud i l'orientació dels angles, és a dir, si per a

qualssevol z , w Є C l'angle entre z , w és el mateix que l'angle entre Tz, Tw.

Analíticament, T ha de complir

argTz
-
argTw = argz arg w ,

-
z, wЄ C.
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Òbviament , això és el mateix que imposar argTz - arg z = argTw

Tz

Z
=

-
argw ,

per a tot z , w : així, la funció argTz argz és constant respecte de z quan

mirem els seus valors a R/2πZ. Com que arg argTz - arg z, això significa

exactament que tots els punts Tz , z ‡ 0 , són en una semirecta fixa que passa

per l'origen. Ara bé, si Tz = az + ẞz, la quantitat

Tz

= α + β

Z

recorre, en variar z 0 , el cercle de centre a i radi |ẞ , i és clar que només pot

estar inclòs en una semirecta si | ẞ | = 0. Així, hem vist :

Proposició 1.9. Per a una aplicació T de C en C, R-lineal i invertible, són

equivalents:

a) T és conforme.

b) T és de la forma Tz = az , amb a Є C, és a dir, T és C-lineal.

c) T consisteix en un gir (d'angle Arg a) seguit d'una dilatació (de factor |a |) .

En termes de la matriu de T, la condició ẞ

és a dir, a d, b = -c i resulta=

=
O equival a d - a = i(b + c) ,

=

T =

(a ),

"

o bé Tz = az amb a = a + ic. De manera anàloga , les aplicacions T(z) = ẞz

són exactament les que preserven la magnitud dels angles però en canvien

l'orientació. S'anomenen anticonformes o bé C - antilineals i tenen una matriu

del tipus T = ( @ –ºa ) ·

Si a una aplicació conforme Tz = az o anticonforme Tz = Bz li imposem

que conservi les distàncies , haurà de complir |Tz | = | z | , és a dir, | a | = 1 o

1. Això significa a² + c² = 1 , que vol dir que la matriu de T és una

matriu ortogonal, és a dir, que satisfà T- ¹ = Tt.

=

Definició 1.10. Diem que l'aplicació R-lineal T de C a C distorsiona les

distàncies en un factor constant m > 0 si |Tz – Tw| = m / z - w| , és a dir, si

i només si Tz | = m / z❘ per a tot z.
=

Tz

ZAixò equival al fet que = a + B té mòdul constant m i només pot

passar si a = 0 (i llavors m = |B | ) , o bé si ẞ = 0. Així, hem vist :

Proposició 1.11 . Una aplicació T de C a C, R- lineal i invertible, distorsiona

les distàncies en un factor constant si i només si és C - lineal o bé C -antilineal.
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En el cas m = 1 , es tracta de girs o bé de girs seguits d'una reflexió .

Hem vist que les aplicacions R-lineals de R² a R² que preserven la magnitud

dels angles són les C-lineals i les C-antilineals . Com són aquestes transforma-

cions en el cas de l'espai R"? Ens ho diu el resultat següent :

Proposició 1.12 . Una aplicació R-lineal T : R²

←

Rn, invertible, preserva

=la magnitud dels angles si i només si és de la forma T XO amb O una

transformació ortogonal i > 0 .

=

Recordem que una transformació és ortogonal si està donada en la base

canónica per una matriu O tal que OOt = 0t0 I, on Ot és la matriu

trasposta de O i I la matriu identitat . Per tal de simplificar farem servir la

notació x per a indicar la norma del vector x de R" en lloc de ||x|| que és ,

potser, més habitual.

Demostració. Preservar la magnitud dels angles és el mateix que preservar el

cosinus d'aquests angles,

Tu-Tv น ·ข

= u, vЄRn

│Tu||Tv| |u||v| '

Si O és ortogonal, O preserva el producte escalar i la norma; per tant , si T = XO

és

Tei .

Tu•Tv x²Ou-Ov Ou.Ov

= =

น·บ

Tu||Tv| X2 | ou || Ov |Ou ||Ov | ~ | u ||v ||

Recíprocament, suposem que T preserva la magnitud dels angles i sigui

e1 , e2 , ..., en la base canònica de R" . Llavors els vectors Te1 , Te2 , ... , Ten

són dos a dos perpendiculars . Sigui O la transformació lineal definida per

Oe; = Te ; com que transforma una base ortonormal en una altra base orto-

normal, O és una transformació ortogonal. Aleshores O-¹T = R és una altra

transformació lineal , invertible , que preserva angles i Re; = cili, i =

on ci Tei . Si ara suposem que=

Teil'

1 , ... , n ,

Ru Rv

|Ru || Rv|

น ·ข

=

|u||v |

amb u ==
ei + ej i v =

iv =v = ej, trobem

(Cili + Cjej ) · C¡¤j

(c² + c²) ¹/2cj

1

=

√2

Així, 2c3 = c + c i , per tant, c; = Cj = X. Això significa R = AId i, per

tant, TXO. Les transformacions conformes corresponen a det 0 = +1 , lesO

anticonformes , a det O = -1 .
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lesPer tant, la situació és la mateixa que en dimensió 2 , en el sentit que

transformacions lineals que conserven angles són transformacions ortogonals

seguides de dilatacions, és a dir , són les semblances.

1.3 Nocions topològiques. El pla compactificat

=

Considerarem sempre que el pla complex C està dotat de la topologia habitual,

és a dir, la que té com a base d'entorns de cada punt a Є C la família de discos

oberts , D(a , r) {z E C: |za| < r} , per a r > 0. També farem servir

la notació D, (a) per a aquests discos i C(a , r ) o Cr (a) n'indicarà la frontera ,

és a dir, la circumferència de centre a i radi r . En general, OE designarà la

frontera topològica del conjunt E. El disc D(0 , 1 ) l'anomenarem el disc unitat

i el representarem per D. És molt convenient , però, submergir l'espai C en un

espai més ampli , compacte, obtingut per l'adjunció del punt de l'infinit .

81

Designarem per C* l'espai compacte obtingut en afegir a C el punt de

l'infinit , ∞ . Una base d'entorns de ∞ la formen els complementaris dels discos

tancats centrats en 0 , { z : | z | > r} U { x } . Per tant , si (zn ) és una successió

de números complexos , limn→∞ Zn = ∞ vol dir que, per a tot r > 0, hom

té zn > r per a n prou gran , o bé, que | zn | → +∞, quan n → ∞ . Així,

un obert de C* que contingui ∞ ha de contenir { z : | z | > r } per a un cert

r > 0. Per exemple, un semiplà { z : Rez > a} té ∞o com a punt adherent i

el conjunt {z : Rez > 0} U {x } no és un obert de C * . Tota successió (zn ) de

punts de C té una parcial convergent a un punt de C* ; si la successió és acotada

té una parcial convergent a un punt de C , i si no és acotada, té una parcial

convergent a ∞ .

=
La projecció estereogràfica estableix un homeomorfisme entre l'esfera S²

{ (x, y , z ) = R³ : x² + y² + z² = 1 } , sense el pol nord , i el pla complex . Si

pensem en C com el pla de l'equador de S2 , el punt z del pla té associat a S² el

punt P intersecció de S² amb la recta que uneix el pol nord amb z . Per tant,

l'espai compactificat C* s'identifica amb S² , i el pol nord, amb ∞ (fig. 1.5) .

Analíticament és

P

=(:

2x 23 x² + y²
-

si z = x + iy.

1 + x² + y² ' 1 + x² + y² ' x² + y² + 1

Per aquest motiu , ens referirem indistintament al pla complex ampliat C * o a

l'esfera de Riemann S².

Sovint considerarem funcions definides en subconjunts E de C, en gene-

ral oberts, que prenen valors reals o complexos. Quan es parli de funcions

contínues, diferenciables , etc. , s'entén que a E se'l considera com a subcon-

junt del pla, amb la distància habitual, que en notació complexa no és altra
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C

S2

P

ช א

-

Figura 1.5

cosa que d(z , w) = |zw| . Per exemple, que una funció ƒ definida a E sigui

contínua en un punt z Є E vol dir que per a tot ɛ > 0 hi ha un 8 > 0 tal que

w € E, |w – z | < 8 implica | ƒ (w) − f(z) | < ɛ ; equivalentment , per a tota

successió (Zn) de punts de E amb límit z , la successió imatge (f( n )) té

límit f(z ) . Designarem per C(E) el conjunt de les funcions contínues a E.

-

"Més generalment, podem considerar funcions contínues f: E → C*, on ara

E és un subconjunt de C* i ƒ també pren valors a C*. Si ∞ € E la continuïtat

en el punt de l'infinit significa que ƒ(∞ ) = 1 € C * i lim| 2 | →∞ ƒ ( z ) = l , és a dir ,

per a tot ɛ > 0 hi ha un r > 0 tal que | ƒ ( z ) — 1 | < ɛ si │z | > r , quan 1 ‡ ∞, o

bé f(z) | > 1/ε si z > r, quan l = ∞ .

-

Així, per exemple, tota funció definida a C * per un polinomi de la variable

complexa z, P(z) = ao + a1z + ··· + anzn , amb a; Є C , i+ anz", amb ai Є C , i = 1 , ... , n , z Є C

i P(∞) = ∞ si n ≥ 1 és una funció contínua a C * . En efecte , la continuïtat

a C és evident i per al punt de l'infinit , la condició lim | 2 | =∞ P(z)

conseqúència de la igualtat P(z) = zn (an + a ++an) , z Є C. En canvi

una funció definida per un polinomi en les dues variables reals x, y és contínua

a C però pot no ser-ho a C* com es veu agafant P(x, y) = x + y, per exemple.

a1

zn
...

= ∞ és

Al llarg d'aquest text apareixerà sovint la noció de domini . Un domini del

pla complex és un obert connex de C. De vegades s'utilitza també el terme

regió en lloc de domini . A més a més dels dominis, considerarem també oberts

qualssevol i conjunts compactes de C, i convé repassar les propietats de connexió

d'aquests conjunts, així com les dels seus complementaris.

Recordem primer que les components connexes d'un conjunt ACC són els

subconjunts connexos maximals de A i que A és la reunió disjunta de les seves

components. Tota component connexa de A és tancada a A i, per tant, tancada
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a C si A és tancat a C. Les components de A en general no són obertes a A;

quan A és obert a C, llavors les components connexes de A són obertes a C i,

en particular, n'hi ha com a màxim una quantitat numerable. Quan A no és

obert, pot haver-hi una quantitat no numerable de components connexes. Un

exemple extrem és el conjunt de Cantor, que és un conjunt perfecte (tots els

seus punts són d'acumulació) , no numerable i totalment desconnex. Per tant ,

doncs, les components connexes del conjunt de Cantor són cadascun dels seus

punts, en quantitat no numerable i no són obertes a R.

Així, si K és un compacte de C, les components connexes de CK són

conjunts oberts connexos de C, és a dir , dominis de C , en quantitat finita o

numerable. Tota component C de CK compleix la condició OC C K. Entre

totes les components de C\ K n'hi ha sempre una i només una que no és acotada:

és la que conté els punts z K amb | z❘ prou gran. Totes les altres components

-si n'hi ha són acotades i , intuïtivament , representen els "forats" de K. Un

forat C de K és, per tant , un domini acotat de C \ K amb ƏC C K, i n'hi ha

una quantitat finita o numerable.

=

Si U és un obert de C , llavors C\U és tancat i les seves components connexes

són conjunts tancats de C , en quantitat no necessàriament finita o numerable,

tal com passa, per exemple , si U = C \ E, on E és el conjunt de Cantor . Si U és

un obert , la frontera de cada component connexa C de C\U compleix OC CC,

acnui aC COU. Quan U és obert , no es pot parlar de "la component

no acotada" de C \ U perquè pot ser que C\ U no tingui cap component no

acotada (per exemple, si U = CK, K compacte) , o bé que en tingui més

d'una (per exemple si U és una banda il·limitada) . Ara la idea intuïtiva de

"forat” de U correspon a les components connexes acotades de C \ U, i poden

aparèixer, fins i tot , en quantitat no numerable, tal com hem vist .

És immediat comprovar que un conjunt ACC no té components connexes

acotades si i només si AU{ } és connex. Així, un compacte KCC (respectiva-

ment un obert UC C) no té "forats" (components acotades del complementari

en C) si i només si C* \ K (respectivament , C* \ U) és connex . Per al cas d'un

compacte K, C* \ K connex equival a C \ K connex perquè les components

connexes de C* \ K són les mateixes que les de C \ K, afegint el punt ∞ a

la component no acotada . En canvi , per a un obert U, en afegir el punt ∞ ,

diferents components de C \ U poden quedar connectades a C*. Per exemple,

si U és una banda, U {z € C : a < Rez < b} , U no té forats , C \ U té dues

components (no és connex) , però C * \ U sí que és connex .

=

Pel que acabem de comentar, és més convenient, en general, pensar en

el complementari d'un obert o d'un compacte de C respecte de tot el pla

ampliat C* .
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Definició 1.13 . Un domini U del pla complex s'anomena simplement connex

si el seu complementari respecte del pla ampliat, C* \ U, és connex.

Intuïtivament , el fet de ser simplement connex vol dir que el domini U

no té "forats" , és a dir , que C \ U no té components acotades perquè l'única

component de C * \ U ha de contenir el punt ∞ . També es fa servir el terme

simplement connex per a un compacte K del pla tal que C* \ K (o C \ K) ) és

connex .

En el cas que un domini tingui forats , convé introduir una denominació per

al domini en funció del nombre de forats .

Definició 1.14. Un domini U del pla complex es diu que és n-connex o que

té grau de connexió n (n ≥ 1) si C* \ U té n components connexes . Si en té

infinites es diu que U té grau de connexió infinit.

El cas n = 1 correspon als dominis simplement connexos de la definició 1.13 .

A la figura 1.6 hi surt un domini acotat U que s'obté eliminant del disc unitat

la successió de discos Dn = D( 1 − 1 , 1) , n ≥ 2 , que té grau de connexió infinit .

Acabem aquesta secció provant que tot obert del pla es pot recobrir pel que

s'anomena successió exhaustiva de compactes.

n

Lema 1.15 . Per a tot obert U del pla, hi ha una successió de compactes

Kn C U, n = 1 , 2 , ... que compleixen les condicions següents:

O

a) Kn ℃ Kn+ 1 , n = 1 , 2,… i |‰º±1 K₂ = U.C Un=1 Kn

b) Per a tot compacte K CU, existeix un n ≤ N tal que K ≤ Kn⋅

c) Per a cada ne N, tota component acotada de C Kn conté almenys una

component acotada de C \ U.

Demostració. Definim

1

Kn = { z € C : d (z , C \ U ) ≥ { } D (0, n).

=

n

És immediat comprovar a) i b) . Per tal de comprovar c), sigui C una component

acotada de C Kn (C \ D(0 , n ) ) |wqʊ D(w, 1/n) . Com que cadascun dels

conjunts d'aquesta reunió és connex, si un d'ells talla C, estarà contingut dins

de C per la maximilitat de C (la reunió de dos conjunts connexos que es tallen
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és connexa) . Essent C acotat , veiem, doncs , que C no pot intersectar C\D(0, n)

i que és reunió d'uns quants discos ,

C =
U D(wj , 1/n) .

wjEC,wjU

En particular , C talla C \ U i , per tant, hi ha una component F de C \ U que

talla C. Llavors F és un conjunt connex de C \ U C C \ K que talla C , és a

dir, F C C.

U

K3

K2

Κι

D1 . D2 D3 D4 D5

Figura 1.6

El significat del lema és que, malgrat que K, CU i , per tant , C \ Kn és més

gran que C \ U, Kn no crea més forats que els que són forçats pels forats de U

(eventualment una component de C \ Kn pot contenir més d'una component

de C \ U) . D'altra banda, és clar que tota component de C \ U està continguda

en una component de C \ Kn , per a tot n (fig. 1.6) .

1.4
Corbes, camins, element de longitud

1.4.1 Corbes i camins

Utilitzarem molt sovint corbes contínues. Per a nosaltres una corba contínua, o

senzillament corba, en un domini U serà una aplicació contínua y : [a , b] → U,

on [a , b] és un interval de R. També és habitual dir que y és un arc de corba o,
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senzillament, un arc. Designarem per y* el conjunt imatge o recorregut de y;

habitualment el visualitzem com un "fil" continu a U; però , de fet , y* pot ser

un conjunt molt general . Per exemple, pot ser tot un quadrat .

Exemple 1.16. Les corbes contínues que omplen un quadrat s'anomenen cor-

bes de Peano. Una de les primeres construccions d'aquestes corbes és deguda a

Hilbert . És la següent : dividim el quadrat unitat en quatre quadrats numerats

de manera consecutiva . Si pensem que l'aplicació que busquem ha de transfor-

mar l'interval [0 , 1 ] en tot el quadrat , és natural imposar que dividint [0 , 1 ] en

quatre quarts transformi cada un d'ells en cada un dels quadrats 1 , 2 , 3 , 4. Si

fem una nova divisió de cada quadrat en 4 i de cada quart de [0 , 1 ] en 4 trossos ,

podem continuar exigint que cada 1/16 de [0 , 1 ] s'apliqui en un dels 16 quadrats

resultants. Continuem aquest procés i numerem els quadrats de cada generació

de manera que, si tenim dos quadrats consecutius de la generació m , l'últim i

el primer de la generació m + 1 de cada un d'ells siguin també adjacents . Ara

cada punt tЄ [0 , 1 ] és el límit d'intervals de longitud 4 -m que el contenen i a

cada interval li correspon un quadrat de la m-èsima generació, que té costat

de longitud 2 -m. Si fem correspondre a t el punt comú a tots els quadrats que

corresponen als intervals que convergeixen cap a t, no és difícil comprovar la

continuïtat de la corba que s'obté (fig. 1.7) .

11 14 21 22

1 2

12 13 24 23

43 42 31 32

4. 3

44 41 34 33

La corba y: [a, b]

←

Figura 1.7

U s'anomena tancada si y(b) = y(a) , i simple (sense

autointerseccions ) si y ( s) ‡ y(t ) per a s , t € (a , b) , st. D'una corba simple

se'n diu també una corba de Jordan o un arc de Jordan . La corba s'anomena
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diferenciable si per a cada valor del paràmetre to existeix el límit

-

y' (to) = lim
t-to

y(t) − y(to )

t - to

(1.2)

lesEn termes de les components de y, y(t) = x(t) + iy(t) , això equival a dir que

funcions reals x(t) , y(t) siguin derivables en el punt to , i llavors y' (to ) = x' (to) +

iy' (to ) . Si y' (to ) 0, aquest vector és tangent a la corba en el punt y(to ) , és a

dir , la recta que passa per y(to) de vector director ' (to ) és tangent a la corba.

Si y' (t) existeix per a tot t i és contínua a [a , b] , direm que y és de classe C¹

i anomenarem regulars les corbes de classe C¹ amb derivada no nul·la a cada

punt. Si existeix i és contínua , llevat d'un nombre finit de punts en els quals

y tingui derivades laterals , direm que y és de classe C¹ a trossos, o bé que y

és un camí. Un significat anàleg té el concepte de corba regular a trossos , per

a les quals utilitzarem també el terme camí regular.

Les regles per a calcular derivades de sumes o productes y(t) +o (t) , y (t) ·o(t)

són les habituals . Per exemple,

(y(t)·o (t)) ' = y' (t) · o (t) + y (t) ·o' (t)

si y(t) i o(t) són derivables.

(1.3)

Mirem amb un cert detall l'exemple y(t) = 1 = cost + i sint, tЄ R. Quan t

varia a R, y(t) recorre infinites vegades la circumferència unitat T en el sentit

antihorari i

y' (t) = sint + i cost = iy(t) ,
-

que expressa que el vector tangent és el vector radial multiplicat per i , és a dir,

girat 90° . En aquest punt convé abandonar la notació 1t per al punt cost +

i sint, introduint la funció exponencial d'exponent imaginari pur .

Comencem per recordar que el número real e (d'Euler) es caracteritza , entre

tots els reals positius a > 0 , per ser l'únic que té la propietat que la funció

exponencial de base a , tat coincideix amb la seva derivada; és a dir , (a¹)' =

at si i només si a = e. Aquest fet equival a la definició clàssica de e com

limh→0 ( 1 +h ) ¹/h . Per les regles de diferenciació habituals , hom té (eu(t))'

u' (t)eu(t) si u és una funció derivable de t ; en particular , (eat)' = aeat si a € R.

Atès que (1t)' ilt , segons acabem de veure , sovint es canvia la notació 1t

per eit , perquè així la regla ( 1t) ' = ilt és com l'anterior amb a = i: (eit) ' = ieit.

L'equació

e =

=

=

eit = 1t = cost i sin t

és una definició de e² quan z = it és imaginari pur. L'invers de eit coinci-

deix amb el seu conjugat i és e-it . Amb aquesta notació , les funcions trigo-



20 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

nomètriques s'expressen per

cos t = Re eit =

1

— (eit + e -it) ,
2

sint = Im eit =

121-(eit
: (eit — e¯it) .

2i

Així, tenim la definició de e* per a z = x R (del càlcul amb funcions d'una

variable real) i ara la definició per a z = it , imaginari pur . La definició de e²

per a zЄC qualsevol la donarem més endavant.

Les corbes poden estar donades també en forma polar . Si R : [a , b] → R+ ,

4 : [a , b] → R són contínues ,

y(t) = R(t)eiḍ(t) = R(t) (cos ((t) + i sin (t) )

és una corba contínua a C \ {0} . Si R(t) , o (t) són derivables, és immediat

comprovar que és una corba diferenciable i

√' (t) = R′ (t)eiḍ(t) + R(t)iø′ (t)ei (t) = (R′ (t) + iR(t)ø′ (t)) ei (t) .

Més endavant (teorema 1.23) veurem que tota corba contínua y(t) , a ≤ t≤b

que no passi per l'origen s'escriu en la forma y(t) = R(t)eip(t) .

Figura 1.8

Exemple 1.17. Si R(t) és una funció positiva , creixent amb limt→→∞ R(t) = 0 ,

limt→+∞ R(t) = +∞,= +∞, llavors

y(t) = R(t)eit

recorre una espiral que s'expandeix a mesura que gira en el sentit antihorari ,

i y' (t) = R' (t)eit + iR(t) eit = (R′ (t) + iR(t))eit (fig . 1.8) .
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És important no confondre y amb y* , ja que y inclou y* i la forma com és

recorregut . Per exemple, 1 (t) = e2πit , 12 (t) = e2πit² , 0 ≤t≤1 recorren totes

dues la circumferència unitat , però amb velocitats diferents . Aquest exemple és

un cas particular d'un canvi de parametrització . En general , diem que г (u) , u E

[c, d] s'ha obtingut de y(t) , t Є [a , b] per un canvi de parametrització si el nou

paràmetre u i el vell paràmetre t estan lligats per una relació t = (u) , on Þ és

un homeomorfisme de [ c, d] en [a , b] i г (u) = y(Þ (u) ) . Observem que, en aquest

cas , r* y*. Tot homeomorfisme entre intervals és o bé estrictament creixent

o bé estrictament decreixent ; aquest fet classifica les parametritzacions de y*

en dues classes, cadascuna associada intuïtivament a un sentit de recorregut .

Una orientació de y* consisteix en l'elecció d'una d'aquestes dues classes. Una

parametrització y(t) , 0 ≤ t ≤ 1 i la parametrització ~ (t) = y ( 1 − t) , 0 ≤ t ≤ 1 ,

defineixen orientacions oposades.

=

y(t)

10

V

v = 0

-

И

8

Figura 1.9

Tal com s'ha mostrat més amunt, y* pot ser bastant arbitrari i , en particu-

lar , pot ser un quadrat. Si la corba y és C¹ a trossos , el conjunt y* ja té una

estructura més particular. En efecte , a l'entorn de tot punt to on la derivada

existeixi i sigui no nul·la, es pot aplicar el teorema de la funció implícita i el

conjunt * és, a l'entorn de y(to ) , del tipus {(u, v) : v = 0}, on u, v són unes

coordenades locals; en aquest cas y* sí que és un "fil" (fig . 1.9) , d'acord amb

el que diu la intuïció . En conseqüència, en aquest cas el conjunt y* té mesura

planar zero (vegeu la proposició 1.35) .

1.4.2 Longitud i paràmetre arc

Repassem, ara, la noció de longitud d'una corba, y(t) , a ≤ t ≤b. Considerem

una poligonal P inscrita ay determinada pels punts y(to ) , Y(t1 ) , Y(t2 ) ,..., Y(tn) ,
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amb a to < t₁ < ... < tn = b. La seva longitud és
=

-

L(P) = Σ |Y(ti+1) − y(ti) | = Σ√(x(ti+1 ) − x(ti ) ) ² + (y(ti+1 ) − y(ti) ) ² .

La longitud de y es defineix per

i

-

L(y) = sup{L(P) : P és una poligonal inscrita a y} .

-

( 1.4)

Si L(y) < +∞ es diu que y és rectificable . En el cas que y sigui de classe C¹ a

trossos, aplicant el teorema del valor mitjà a cada diferència de ( 1.4) trobem

L(P) = Σ√(x'(§i) ) ² + (y′ (Ni )) ² (ti+1 − ti) ,

-
(1.5)

on els punts i , i són intermedis entre ti i ti+ 1 . En afegir punts a la poligonal,

i prendre límits a (1.5 ) resulta

L(Y):

b

=1°
!a

ly' (t) | dt .

Aquesta integral està ben definida perquè per hipòtesi [a , b] es descompon en

intervals on y' és contínua . L'integrand , ds = | y' (t) | dt , és l'element de longitud

de y (allò que integrat dóna la longitud) . Lògicament , l'element de longitud és

invariant per un canvi de parametrització , tant si es conserva el sentit com si

no. En efecte, si t = Þ(u) i г (u ) = y(Þ(u) ) , hom té

|I' (u) | du = | y' (Þ (u) ) || Þ ′ (u) | du = | y' (t) | dt = ds.

Donat un camí y, si designem per s (t) la longitud de l'arc de corba entre y(a)

i y(t) ,

s(t) =[" \'Y'′(x) dx,a

←

s(t) és una bijecció estrictamenthom té s' (t) = ' (t) | > 0 ; per tant , t

creixent de [a , b] a [0 , L] , on L és la longitud total de y . Considerant la bijecció

inversa = −1 , podem prendre s com a nou paràmetre, r ( s ) = (Þ(s) ) ; com

que la longitud entre г (0 ) i T ( s ) és s , ha de ser [T ' ( s ) | = 1 , fet que també

es comprova observant que dt = (ds) ¹ ' (t) ¹ i que ' (s)

Aquesta parametrització s'anomena parametrització pel paràmetre arc.

ds dt

-1

= =
Y' (t).dt .

Un cas particular de corba regular és el del gràfic d'una funció real de

variable real x € [a , b ] , amb derivada contínua , y(x) = (x, ☀(x)) ; en aquest cas

y′ (x) = (1 , 0′ (x)) , | y′ (x) | = √1 + p′² (x) i la fórmula per a la longitud esdevé

L(Y)

b

=

[

1+ 4'² (x) dx.
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1.4.3 lntegració respecte de l'element de longitud 

23 

Si I és una corba de classe C 1 a trossos i h és una funció contínua sobre ,*,

que pren valors reals, definim la integral de h respecte de l'element de longitud 
ds, J

-Y 
h ds, com 

l hds = 1
b h(,(t))l,'(t)I dt. 

Aquesta integral esta ben definida i, de fet, és el límit de les sumes de Riemann 

Novament, aquesta noció és independent d'un canvi de parametrització, tant 
si conserva el sentit del recorregut com si no. 
Exemple 1.18. Considerem la corba ,(t) = (t, ch t) = (t, ½ (é + e-t)), O:::; t:::; l.
El vector tangent és (1, sh t) que té modul J1 + sh2 t = ch t, ds = ch t dt. La
longitud és J

0

1 ch t dt = sh 1 = ½(e -e- 1 ). Si h(x, y) = xy, hom té

¡ hds= [ 1 h(t,cht)chtdt= ¡
1

t(cht) 2 dt=�( 3+2sh2-ch2). O 
-y Jo lo 8 

1.5 Determinacions de l'argument. Índex d'una corba 
tancada respecte d 'un punt 

1.5.1 Determinacions de l'argument 

Recordem que tot número complex z # O té associat el conjunt arg z dels seus
arguments. 
Definició 1.19. Si O (j E e C, una determinació contínua de l'argument a E 

és una aplicació contínua 
g: E--t !R 

tal que g(z) E argz, si z E E. 
Així, g tria de manera contínua un dels possibles arguments de cada punt

z E E. Moltes vegades es parla de determinació de l'argument per tal de
referir-se a una determinació contínua de l'argument. 
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Exemple 1.20. L'argument principal, Arg, no és una determinació de l'argu
ment a C \ {O} perque en un punt a real negatiu no és contínua en ser 

lim Arg(a + iy) = 71" = Arga, 
y---,0, y>O 

lim Arg(a + iy) = -7!". 

y---,0,y<O 

La funció Arg sí que és contínua a tot altre punt i, per tant, és una determinació 
contínua de l'argument a C \ R-, que pren valors a (-71", 7r). □

Observem que si g, h són dues determinacions contínues de l'argument a 
E, (g - h)/(27r) és una funció contínua a E que pren només valors enters; en 
conseqüencia, si E és connex, és una funció constant. Així, en un conjunt 
connex totes les determinacions contínues de l'argument, si n'hi ha, difereixen 
entre si per constants que són múltiples enters de 271". A C \ R-, Arg z + 21l"k, 
k E íE, són totes les possibles determinacions contínues de l'argument. 

No sempre hi ha determinacions contínues de l'argument sobre un con
junt E. Per exemple, a C \ {O} no n'hi ha cap, perque si gen fos una, a C \ R
seria, pel que acabem de dir, g(z) = Arg(z) + 2-rrk per a un k E Z i g no podria 
ser contínua en els punts reals negatius. 

Si L és qualsevol semirecta que surti de l'origen, diguem L = {z: Arg z =
o:}, o: E (-71", 71"], a C \ L hi ha determinacions contínues de l'argument donades 
analíticament per 

k E Z. 

De manera analoga es parla de determinacions contínues de l'arrel n-esima
a un conjunt E que no contingui el zero. Per exemple, una determinació 
contínua de l'arrel quadrada és una aplicació contínua h: E --t C tal que 
h(z)2 

= z, z E E. Si h1, h2 són dues determinacions de l'arrel quadrada, 
llavors ( �) 

2 
= 1 i, per tant, si E és connex o bé h 1 = h2 o bé h 1 = -h2. 

Observem que si g és una determinació contínua de l'argument a E, aleshores 
h(z) = Meig(z)/2 és una determinació contínua de l'arrel quadrada. 

Més generalment, es defineixen les determinacions de l'argument o de les ar
rels de funcions contínues f: E --t C no nuHes: una determinació de l'argument
de f: E --t C \ {O} és una funció g: E - R contínua tal que g(z) E arg f(z),
si z E E i una determinació de l 'arrel m-esima de f: E --t C \ {O} és una 
funció h contínua en E tal que h m = f. Si hi ha una determinació contínua de 
l'argument de f, g, és evident que també n'hi ha una de l'arrel m-esima, posant 
senzillament h = lf l 1fmeig/m. Ara bé, pot existir una determinació contínua 
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de l'arrel d'una funció ƒ sense que existeixi determinació de l'argument de ƒ,

tal com ho mostra l'exemple següent .

Exemple 1.21 . Considerem f(z ) = (z² − 1 )
- =

(z + 1 ) (z - 1 ) a E
=
C \

[−1 , +1] ; quan z recorre la circumferència de centre 0 i radi 2 (z

-

2e10,0≤

0 ≤ 2π) , z² – 1 recorre la circumferència de centre -1 i radi 4 dues vegades,

de manera que qualsevol determinació de l'argument tindrà al llarg d'aquesta

corba una variació de 4π i és , per tant, discontínua. En canvi, la determinació

principal de √w, composta amb ƒ dóna una determinació contínua de F

(vegeu l'exercici 11) .

En la definició de determinació de l'argument d'una funció ƒ que hem donat

més amunt, hem suposat que el domini de ƒ era una part de C , però la mateixa

definició es pot donar quan ƒ està definida en qualsevol espai mètric o topològic

connex X. Tot i que ens interessarà especialment el cas en què X sigui un

interval de la recta o bé un domini del pla , precisem la definició en general .

Definició 1.22 . Sigui X un espai connex i f : X→ C \ { 0} una funció contínua.

Una determinació contínua (o, simplement, una determinació) de l'argument

de f és una aplicació contínua h : X → R tal que h(x) = arg f(x) , per a cada

x Є X. Dit d'una altra manera, f(x) = | ƒf (x) | eih(x) , x Є X.

C \ {0},Observem que si en la definició anterior es pren X = E C C \ { 0 } , f (z) = z,

tenim el concepte de determinació de l'argument donat per la definició 1.19 .

Dues possibles determinacions contínues de l'argument de ƒ difereixen en

una funció que pren només valors que són múltiples enters de 2π i , essent

X connex, ha de ser una constant múltiple de 2π.

=

Si en el conjunt imatge, E = ƒ(X) , hi ha una determinació contínua g(w)

de l'argument de la variable w E, llavors h gof és una determinació

contínua de l'argument de f. Aquesta condició es compleix a l'entorn de cada

punt x Є X , agafant , per exemple, un entorn de x que la funció ƒ apliqui en el

disc D(f(x) , \f(x) |) .

Considerem el cas d'una corba contínua y: [a, b] → C que no passi per zero ,

y(t) 0. Si pretenem escriure y(t) en coordenades polars ,

y(t) = R(t)ei (t) ,

per al terme R(t) no hi ha opció : senzillament R(t) = |v (t) | = √√x(t) ² + y(t)² ,

si y(t) = x(t) + iy(t) i R(t) és contínua. Ara bé, per a o(t) hi ha una infinitat

d'opcions i no és evident que existeixi una tria de (t) contínua , però tanmateix

és cert ; és clar que la funció (t) no és altra cosa que una determinació de

l'argument de y, en el sentit de la definició 1.22 .
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Teorema 1.23 . Siy : [a , b] → C és un corba contínua que no passa per l'origen,

existeix una determinació contínua o de l'argument de y. Per tant, þ(t) +2πk,

kЄZ és l'expressió general de totes les determinacions de l'argument de Y.

Siy és diferenciable, també ho és ¢ i ☀′ (t) = Im

y' (t)

y(t) ・

to < t1 < t2 < ··· < tnDemostració. Considerem una partició a = = b de [a, b]

de manera que y( [ti- 1 , ti ] ) estigui inclòs en un disc Di que no contingui el

zero; això és possible per la continuïtat de y i la compacitat de [a , b] . Si g; és

una determinació de Arg z a Di , (i = gi ° y és una determinació de Argy(t)oy

a [ti-1 , ti ] . En el punt t¿ , hi tenim dos arguments de y(t ) , que són þi(ti )

i pi+1 (ti) , que diferiran en un múltiple de 2π; afegint a Øi+1 aquest múltiple

enter de 2π, aconseguim, per iteració , una determinació global .

Veiem ara que en un punt t on y sigui diferenciable , també ho és i d' (t) =

Im
y' (t) .

; suposem sense perdre generalitat que y(t) està en el semiplà Rez > 0.
y(t)

Llavors (t) difereix en un entorn de t de la determinació principal Argy(t)

per una constant i té la mateixa derivada . Si y(t ) = (x(t) , y(t) ) , x(t) > 0 , és

Argy(t) = arctan

y(t)

x(t)

i derivant resulta , efectivament ,

d Argy(t)

dt
=Im Y(t)

y(t) ·

És important adonar-se que el que es demana és que sigui contínua en el

paràmetre t de la corba i que hem provat que una determinació de l'argument

de y sempre existeix , encara que a y* no existeixi una determinació de arg z .

Exemple 1.24 . La corba y(t) = eit , 0 ≤ t ≤ 2π, té la determinació contínua

de l'argument h(t) = t, però a y* T no hi ha cap determinació de
=

arg z.

Si o és una determinació de l'argument de y , la quantitat ø(b) – Ø(a) , que—

no depèn de la determinació escollida perquè la constant additiva es cancel·la ,

s'anomena variació de l'argument al llarg de y i es representa per ▲ arg. En el

cas de corbes diferenciables a trossos, pel teorema fonamental del càlcul , hom

té

▲, arg
= Im

b

y' (t)

a

dt,

y(t)

perquè 4(b) — 4(a) = ſo ☀′ (t) dt i ara s'aplica el teorema 1.23 .
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1.5.2 Índex d'una corba tancada

Siy: [a, b] → C és una corba tancada que no passa per l'origen i : [a, b] → R és

una determinació de l'argument al llarg de y , llavors (a) i ø(b) són arguments

del mateix punt i , per tant , ( b) – 4(a) = ▲, arg és un múltiple enter de 2π i

té sentit la definició següent:

Y

Definició 1.25 . Siy és una corba tancada que no passa per l'origen, el número

enter arg s'anomena índex de y respecte de l'origen o també el nombre

de voltes de y al voltant de l'origen i es representa per Ind(7,0) .

2π

En el cas que la corba tancada y sigui C¹ a trossos , el número Ind(1 , 0) es

pot calcular de la manera següent : si y(t) = R(t)eiḍ(t) , R(t)

R'

√′ (t) = (R′ (t) + iR(t)ø′ (t) ) eio(t) i v′ (t)/v(t) = (RO) +ip');

R' (t)
és la derivada de log R(t) = log y(t) | , i resulta

R(t)
"

b

=
ly(t) , tenim

y' (t)
per tant, Re

y(t)

୮

y' (t)

y(t)

dt = [o
Re

y' (t)

Y(t)

dt + i

if

Im
Y' (t)

y(t)

dt = log
|7(b) |

|y(a) |

+ i arg.

a

Així doncs, per a una corba tancada y : [ a , b ] →C \ { 0} , C¹ a trossos hom té

b

1 y' (t)

Ind(1, 0) = 2 ;
dt.

2πί y(t)a

De manera intuïtiva , Ind (7,0) és el nombre de voltes que ens faria el cap si

seguíssim amb la vista, situats a l'origen, una partícula que es desplacés segons

la trajectòria y(t) . Es tracta d'una quantitat que és invariant per canvis de

parametrització que conservin l'orientació i que canvia de signe davant de canvis

de parametrització que no la conservin.

Definició 1.26. Si y és una corba tancada qualsevol i z y* , definim l'índex

de y respecte de z , designat per Ind(y, z ) , com Ind(y - z , 0) .

En el cas d'una corba tancada de classe C¹ a trossos parametritzada per

[a , b] , hom té

Ind(y, z) =

=

1

ΣπίS
-

a

y' (t)
dt.

y(t) — z

(1.6)

Com a funció de z , l'índex és una funció contínua en el complementari de y*.

Aquest fet, per al cas d'una corba C¹ a trossos , que són les que aquí considera-

rem, es pot provar utilitzant l'expressió integral (1.6) i la demostració, en el cas

d'una corba contínua tancada, es proposa com a exercici (vegeu l'exercici 13) .
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-
Si y: [a, b] → C és una corba tancada, sabem que el complementari de y*

en el pla, C \ y* , té una única component connexa no acotada i un conjunt

finit o numerable de components connexes acotades. És important fer notar la

propietat següent :

L'índex, Ind(y, z) , com a funció de z , és constant en cada una de

les components connexes de C \ y* i val zero en la component no

acotada.

En efecte, en cada component Ind(y, z) és una funció contínua que només

pren valors enters i , per tant , ha de ser constant . L'afirmació sobre el com-

ponent no acotat és intuïtivament clara i es pot justificar també analíticament

observant que si movem el punt z podem suposar que hi ha un disc D tal que

z & Diy* C D. Aleshores sobre D es pot prendre una determinació de l'ar-

gument de w - z que composta amb y donarà una determinació de l'argument

de y(t) — z , la qual , clarament , valdrà el mateix per a t = a it = b.

Exemple 1.27. a) Si considerem una circumferència centrada a l'origen , de

radi Ri recorreguda m vegades ,

Y(t) = Reimt 0 < t < 2π

(amb m enter) i z C, resulta, pel que acabem de dir:

Si z > R, Ind(y, z) = 0 .

<Si z R, Ind(y, z ) = Ind ( y, 0 ) i

2π
1

Ind(1 , 0)
=

miRe
imt

Reim
t

dt = m .

Σπί

Si z = R, Ind(y, z ) no està definit .

b) Si considerem ara que y sigui la vora d'un quadrat recorreguda en el sentit

directe (antihorari) i z és un punt de l'interior del quadrat, és clar intuïtivament

que Ind(y, z) = 1. Això es pot comprovar també amb el mètode que, tot

seguit , descrivim per al càlcul de l'índex . Una prova analítica, fent servir ( 1.6) ,

d'aquest fet és més llarga i es proposa com a exercici (vegeu l'exercici 12) . ☐

A l'hora de calcular l'índex d'una corba tancada y respecte d'un punt zy* ,

a part de la fórmula integral (1.6) vàlida per a corbes de classe C¹ , hi ha un

mètode geomètric que és molt útil i fàcil d'aplicar , que és el següent :

Considerem una semirecta qualsevol que surt del punt z; es pot provar que

gairebé totes aquestes semirectes (en el sentit de la mesura de Lebesgue sobre
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una circumferència de centre z sobre la qual prenem la direcció de cada semi-

recta) tallen y* en un nombre finit de punts. Fixem una d'aquestes semirectes,

diguem-li L i siguin w₁ , ... , wn els punts de tall de L amb Y

Lny* = {w1 , ... , wn } .ԼՈՂ* { w1 , ... , wn } .

*

Ara associem a cada punt w; un número σ; igual a ±1 d'acord amb la regla

següent:

=
σj +1 si y travessa L, en el punt wj , en sentit directe .

σj = -1 si y travessa L, en el punt wj , en sentit invers .

sentit directe

L

sentit invers

L

sentit directe

sentit directe sentit invers

Aleshores es compleix

Figura 1.10

n

Ind(y, z) = Σj.

j=1

(1.7)

Es diu que y travessa L en el sentit directe si ho fa en el sentit dels arguments

creixents , i en sentit invers si ho fa en el sentit dels arguments decreixents ,

pensant que l'origen s'ha posat en el punt z (fig. 1.10) . La justificació de (1.7)

és clara intuïtivament . Una prova rigorosa és més delicada i no la farem aquí.

Exemple 1.28 . Vegeu la figura 1.11 .
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2* 22

23

25

Z1

Ind(1 , 1 ) = 2;

Z4

Ind(y , z2 ) = 1 ;

Ind(7, 23) = 0 ;

Ind(7, 24) = 2 ;

Ind(1, 25) = -1 .

Figura 1.11

1.6 Dominis amb vora regular

Si U és un domini del pla , la frontera topològica de U, OU, pot ser extraordi-

nàriament complicada. Per aquest motiu, en l'estudi de la teoria de funcions,

convé moltes vegades considerar dominis que tinguin una frontera regular. La

idea més natural és pensar que la frontera de U està formada per una o diverses

corbes tancades . En aquest context és rellevant el teorema de la corba de

Jordan, del qual recordem aquí l'enunciat (vegeu [6 , pàg. 261 ] ) .

Teorema 1.29. Si y és una corba tancada de Jordan, l'obert C \ y* té dues

components connexes, una que és acotada i una altra que no ho és . La compo-

nent acotada és simplement connexa i y* és la frontera topològica de cadascuna

de les components. A més, Ind(y, z ) val 0 si z pertany a la component no aco-

tada i val 1 o -1 si z pertany a la component acotada.

La component acotada de C \ y* s'anomena interior de y, Int (7) , i la no

acotada és l'exterior de y, Ext(7) .

A la vista d'aquest teorema anomenarem domini de Jordan tot domini que

sigui la component connexa acotada del complementari d'una corba tancada de

Jordan. Així doncs , la frontera d'un domini de Jordan és una corba de Jordan

tancada . A l'enunciat següent , la prova del qual es deixa com a exercici , es veu

que aquesta propietat de la frontera caracteritza els dominis de Jordan .

Proposició 1.30 . Si U és un domini acotat del pla tal que OU és una corba

de Jordan tancada, llavors U és un domini de Jordan.

Una idea una mica més general que la de domini de Jordan és pensar que la

frontera de U és una varietat de dimensió 1 , que és el que toca ser a la frontera
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d'una varietat de dimensió 2 , com ara és U. Recordem que una varietat de

dimensió 1 o 1 -varietat és un espai topològic M, amb restriccions de numera-

bilitat, que es pot recobrir per una família d'oberts de M de manera que cada

un d'ells és homeomorf a l'interval (0,1 ) . És evident que una corba tancada

de Jordan, que podem pensar com un espai homeomorf a la circumferència

unitat T, és una 1-varietat . Si considerem un domini acotat U, la seva fronte-

ra OU és un compacte que no té per què ser connex. Si suposem ara que OU és

una 1 -varietat , llavors cada component connexa de OU és també una 1 -varietat

que, a més, és compacta i connexa. Doncs bé, resulta que cadascuna d'aquestes

components ha de ser una corba tancada de Jordan. Això és a causa del fet

següent , ben conegut (vegeu [5 , pàg. 127] ) .

Teorema 1.31 . Tota 1 -varietat compacta i connexa és homeomorfa a Ti és,

per tant, una corba tancada de Jordan.

Així doncs , els dominis de Jordan són exactament els dominis acotats del

pla complex que tenen per frontera una 1 -varietat connexa .

U

V(zo)

ZO

4zo

0

Figura 1.12

Una altra manera d'exigir que un domini acotat U tingui la seva frontera

regular és suposar que el compacte U sigui una subvarietat de R2 amb vora.

Recordem que això significa que cada punt zo Є OU té un entorn V(zo) , obert

de C, de manera que hi ha un homeomorfisme zo: V(20) → D, de V(zo ) sobre

el disc unitat D, tal que (fig. 1.12)

a) Yzo (V (zo) nƏU) = { z € D : Im z = 0}

b) Yzo (V(zo ) NU) = { z € D : Imz > 0} .

(1.8)
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És clar que si U és una subvarietat amb vora, llavors OU és una 1-varietat .

Així mateix aquesta hipòtesi limita el nombre de components de OU:

Proposició 1.32 . Si U és un domini acotat tal que U és una subvarietat amb

vora de R2 , llavors OU té un nombre finit de components connexes.

La prova es deixa com a exercici .

Resumint el que hem dit fins ara resulta, doncs, que si U és un domini

acotat i U és una subvarietat amb vora, llavors la frontera de U està formada

per un nombre finit de corbes de Jordan tancades (fig. 1.13) . Val la pena fer

notar que
també és cert el recíproc d'aquest fet, de manera que podem enunciar

el resultat següent:

Proposició 1.33. Si U és un domini acotat del pla, llavors la seva frontera és

la reunió d'un nombre finit de corbes tancades de Jordan disjuntes entre si, si

i només si Ū és una subvarietat de R² amb vora.
2

72
74

73
75

71

Figura 1.13

Per tal de provar-ho n'hi ha prou de veure que si y és una corba tancada

de Jordan, llavors tant l'interior de y, més la pròpia 7, com l'exterior de y,

més la corba, són subvarietats amb vora de R2 . Això és una conseqüència del

fet que tot homeomorfisme entre una corba de Jordan i T es pot estendre a un

homeomorfisme de C sobre C (teorema de Schoenflies: vegeu [5 , pag. 153] ) .

Totes les consideracions que hem fet fins ara són topològiques en el sentit

que no s'ha imposat cap condició de diferenciabilitat , ni a les corbes ni als

homeomorfismes . Però les equivalències que hem establert continuen sent

vàlides si substituïm corba de Jordan per corba de Jordan regular , 1-varietat

per 1 -varietat de classe C¹ regular , i subvarietat amb vora per subvarietat amb

vora regular. Així, prendrem com a bàsica la definició següent :
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Definició 1.34. Direm que un domini acotat U del pla és un domini amb

vora regular (resp. amb vora regular a trossos) si la frontera de U està formada

per un nombre finit de corbes tancades de Jordan regulars i disjuntes entre si

(resp. regulars a trossos).

Si, per exemple, considerem que U és una subvarietat de R2 amb vora

regular , llavors l'homeomorfisme z。: V (zo ) → D entre un entorn de zo Є ƏU

i el disc unitat D que satisfà (1.8) és un difeomorfisme entre V(zo ) i D. Això té

com a conseqüència que les corbes de Jordan tancades que formen OU siguin

regulars . El recíproc, és a dir, el fet que si U té vora regular , d'acord amb la

definició 1.34 , llavors U és una subvarietat regular amb vora, es pot provar ara

directament utilitzant el teorema de la funció inversa.

Proposició 1.35 . Sigui y(t) , 0 ≤t ≤ 1 una corba tancada de Jordan regular

i zo = y(to) , 0 ≤ to ≤ 1. Llavors existeix un entorn V(zo ) del punt zo, un

disc Ds(to) de centre (to , 0) i un difeomorfisme de Ds (zo ) sobre V(zo ) de

manera que

--
(t, 0) = y(t) | t − to | < 8a)

b) J (to , 0) > 0 .

Si ara posem D
=

Do(to) {z : Im z > 0}, D
=
Ds (to) {z : Im z < 0} ,

i V+(20) = 4(D3) , V− (≈0) = 4(D5 ) , aleshores es compleix V+ (zo ) C Int (7) ,

V- (zo) C Ext(y) o bé V+ (zo) C Ext(y) , V− (zo ) C Int (7) (fig 1.14) .

D

to

D5

φ V(zo)

20

V-

V+

Int(7)

Ext(7)

2*

Figura 1.14

Demostració. Siguin x(t ) , y (t) les components de y , és a dir, y (t) = (x (t) ,y (t)) .

Com que y és regular, y' (to ) 0 i podem suposar , per exemple, que x' (to ) ‡ 0 .

Definim al voltant del punt (to , 0) la funció per (t, s) = (x(t) , y(t) + s)
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si x' (to ) > 0 o bé y(t, s)

Jo (to , 0) > 0 .

=
(x(t) , y(t) − s) si x′ (to ) < 0 , de manera que

Pel teorema de la funció inversa és un difeomorfisme de classe C¹ d'un

entorn de (to , 0) , posem Ds (to ) , en un entorn de (to , 0) = zo , posem V(20)

i y(t, 0) = y(t) , si | t − to | < 8. Així, els punts de V(zo) \ y* es reparteixen

en dos oberts connexos que ja podem anomenar V+ (zo) i V− (zo) i que són ,

precisament, (D†) i 4(D5) .

-

Com que V+, V- han d'estar continguts en alguna de les components con-

nexes de C\ y*, tenim la conclusió de l'enunciat .

Corollari 1.36 . Un domini acotat U del pla és un domini amb vora regular

(resp. regular a trossos) si i només si U és una subvarietat amb vora regular

(resp. regular a trossos) de R² .

Analitzem ara una mica més detalladament l'estructura d'un domini amb

vora regular i de la seva frontera .

=

Proposició 1.37. Sigui U un domini acotat del pla amb vora regular (o regular

a trossos). Llavors OUUUUN, on Yi, i = 1 , 2 , ..., N són corbes

tancades de Jordan regulars (o regulars a trossos) i disjuntes entre si, de manera

que:

*

a) Int( 1 ) , Int ( i ) C Int (71 ) , i = 2 , 3 , ... , N.

b) Int(72) , Int( 3 ) ,... , Int (YN ) són disjunts entre si .

c) U = Int( 1) \ (Int (72) U ...U Int (YN) ) .

Demostració. Ja sabem que OU està formada per un nombre finit de corbes

tancades de Jordan disjuntes i regulars . Suposem que Yi , Y; són dues d'aquestes

corbes. Llavors la proposició és una conseqüència immediata de les observacions

següents:

1 ) y* C Int(~; ) ⇒ Int(\; ) ℃ Int( j) .

En efecte , la component no acotada de C \y; no talla y ; per tant, ha d'estar

continguda en una component de C \ que només pot ser la no acotada; i ara

prenem complementaris .

2 ) Int( i) Int(7; ) = 0⇒ UC Ext(yi ) Ext(7; ) (fig. 1.15) .

En efecte, si fos UC Int ( ) , no podria ser y COU. Anàlogament passaria

si fos UC Int(Yj) .

3) ✅; ℃ Int(\; ) ⇒ U C Int (~; ) \ Int (7;) .
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Int( i)

Yi

U

Int( )

Yj

Figura 1.15

En efecte , sabem que Int ( ; ) ℃ Int ( ; ) . És clar que U C Int ( ; ) perquè

YOU i no pot ser UC Int( i ) perquè y COU.

D'aquestes consideracions i del fet que U és acotat es dedueix que hi ha

una corba de Jordan i només una de OU que conté U en el seu interior . Si

anomenem 1 aquesta corba, i 72 , ... , YN les restants , és clar que es compleixen

les condicions a) , b) , c).

Acabarem aquesta secció fent algun comentari sobre l'orientació de la fron-

tera d'un domini amb vora regular i definirem el que s'entén per recórrer la

frontera en sentit positiu .

Suposem que U és un domini acotat amb vora regular (o regular a trossos)

de manera que, d'acord amb la proposició 1.37 , la frontera de U està formada

per les corbes tancades de Jordan 1 , 2, ..., YN , i considerem cada una d'a-

questes corbes separadament (fig. 1.16) . Per exemple, fixem 71 (t ) , 0 ≤ t ≤ 1 , i

per a cada valor to del paràmetre considerem el punt zo = 71 (to ) i un difeomor-

fisme com ala proposició 1.35 . Aleshores, o bé V+(zo ) CU o bé V− (zo ) C U.

En el primer cas prenem l'orientació de y donada per la parametrització 71 (t) ,

i en el segon cas , l'orientació oposada donada per la parametrització ₁ ( 1 − t) ,

0 ≤ t≤ 1 (vegeu la pàg. 21 ) . De la mateixa manera s'orienten les corbes

Y2, ..., YN i els sentits de recorregut així definits sobre Y , Y , ..., orien-

ten OU en el sentit positiu (intuïtivament el domini U queda a l'esquerra del

recorregut) . Si T és el camp dels vectors tangents a U donat per aquesta

orientació (és a dir , el conjunt dels vectors y (t) per a t E [0, 1 ] , i = 1 , 2 , ... , N) ,

*

—
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el camp Ñ = -iT s'anomena
camp normal exterior a OU, de manera que

det (Ñ,T) > 0 .

D

D
to δ

ni (t) 71

12
Yi (to)

Yi(t) Y3

75
V

74 V+ ni (to)

V(zo)

Figura 1.16

Si és una corba tancada de Jordan, sabem, pel teorema 1.29 , que

Ind(y , z ) = 1 , per a tot z Є Int(y) o bé Ind(y, z) = -1 , per a tot z E Int (y) .

En el primer cas es diu que y està orientada positivament, i en el segon, que

està orientada negativament. Ara és natural preguntar-se quina relació hi ha

entre l'orientació de OU en sentit positiu i l'orientació de les corbes de Jordan

71 , 72 , ... , YN , contemplades a la proposició 1.37, en el sentit que acabem de

dir. La resposta depèn del lema següent :

Lema 1.38 . Sigui y una corba tancada de Jordan, regular a trossos, i U

Int(y) el domini de Jordan que defineix. Llavors l'orientació positiva de y en

el sentit que

Ind(y , z ) = 1 ,
ZEU

coincideix amb l'orientació de OU en sentit positiu.

φ

Demostració. Suposem que y està orientada en sentit positiu i veiem que exis-

teix un punt 21 EU amb Ind(y, z1 ) = 1. Sigui V un entorn al voltant d'un

punt de 7, com a la proposició 1.35 (amb J > 0) , de manera que V+ CU

i V- C Ext( ) . Agafem z1 E V+ , 22 € V¯; sabem que Ind(7 , 22 ) = 0 ,

Ind(7 , 21 ) = ± 1 i volem veure que Ind (7, 21 ) = 1. Tallem la corba y en dos

trossos: y = * nviy = y* \ . D'acord amb la notació de l'apartat 1.5.1

anomenem ▲ arg(a) la variació de l'argument al llarg de y(t) - a, on a és un

punt fixat . Llavors , per la definició d'índex, hom té

=
Ay arg(21 ) Ayı arg(21 ) + Ay₂ arg(21 )

=

= ±1

A arg(22) Ay, arg(22) + A2 arg(22) = 0.
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Ara bé, pel fet que y té l'orientació induïda per la positiva de U, és clar que

Ay, arg(21 ) > 0, Y1Ay, arg(22) < 0

i, per tant, A2 arg(22) > 0 .

72 72Finalment, com que ▲ ½ arg(a) és una funció contínua de a , | ▲ ½ arg(≈1 ) —

A2 arg(22) és tan petit com es vulgui si z1 i z2 són molt pròxims . Es pot

aconseguir , doncs , que A2 arg(≈1 ) > 0 , i llavors ha de ser ▲, arg(z1 ) > 0 , és a

dir, Ind(7, 21 ) = 1 .

Y2

...
Suposem ara que tenim la descomposició U = YUYU UY , amb

les condicions de la proposició 1.37 . Com que UC Int ( i ) però U C Ext(Yi) ,

2,..., N, resulta del lema 1.38 i de la seva prova que si ĈU està orienta-

da en sentit positiu llavors i està orientada positivament i 72, ... , YN estan

orientades negativament, és a dir ,

i =

Ind (71 , 2) = 1 si z Є Int (71 ) ;

(1.9)

Ind ( i, z) = -1 si z Є Int ( i) ; i = 2 , ... , N.

Per aquesta raó, d'ara en endavant anomenarem orientació positiva de la fron-

tera d'un domini U amb vora regular o regular a trossos la que correspon a les

orientacions donades per ( 1.9) per a les corbes de Jordan que componen U.

Amb les hipòtesis anteriors, si posem, per definició ,

n

Ind (OU, z) = Σ Ind (Yi , ≈) ,

i=1

tenim la caracterització següent dels punts de U:

z Є C \ Əʊ,

U = {z € C \ ƏU : Ind (ƏU, z ) = 1 } ,

C \U = {z € C \ ƏU : Ind (ƏU, z ) = 0} .
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1.7 Exercicis

| zi |
=

1 , i = 1,2 ,1. Siguin z1 , ..., ZN punts de pla complex amb zi

21++ ZN = 0. Proveu:

1,2 , ... , N i

a) Si N = 3 , els 3 punts han de ser els vèrtexs d'un triangle equilàter .

b) Si N = 4, els 4 punts han d'estar diametralment oposats de dos en dos .

c) Si N = 5 , hi ha infinites solucions diferents de les formades per tres punts

formant triangle equilàter més dos punts diametralment oposats .

2. Proveu que hi ha números complexos z que compleixen la igualtat

| z − a| + |z − b | = | c | ,
-

-
amb a, b, c Є C donats , si i només si | a – b | ≤ | c | . En aquest cas calculeu els

valors màxim i mínim de z❘ quan z varia en aquest conjunt de números i

també els punts on s'agafen aquests valors .

3. Trobeu el valor de les sumes

n--1 n- 1

Σsin (1427) , Σ cos (2427)

j=0 j=0

COS

quan n és un número natural i k un número enter que no és multiple de n.

4. Proveu que la transformació z → w definida per a z Є C per w = az amb

α = lalei és la simetria respecte de la recta que passa per l'origen i té

pendent tg(0/2) seguida d'una dilatació.

3

5. Trobeu la relació que hi ha d'haver entre els coeficients de l'equació z³ +

az² + bz + c = 0 per tal que les tres solucions complexes formin un triangle

equilàter.

6. Donats tres números complexos u, w , z , considerem els números p = u +

Yw + y²z i7 = u + y²w + yz on y = 2iπ/3.

a) Com es transformen els números p, 7 quan efectuem sobre u, z , w una

translació, una rotació de centre l'origen o una homotècia?

Proveu que si els números p/T i p'/T' associats als punts u, w , z i u' , w' , z' ,

són iguals , llavors els triangles uwz i u'w'z' són semblants .

b) Caracteritzeu els triangles uwz per als quals p = 0 i 7 = 0 .
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7. Siguin Z1 , Z2 , Z3 tres punts del pla complex i R el radi de la circumferència

que passa per aquests punts. Proveu la igualtat

1

R2

=

Σ

σ

-

1

-

(Zo(2) — Z。(1) ) (Zo(3) — Zo(1) )

on σ recorre el grup de les permutacions del conjunt { 1,2,3} .

8. Trobeu tots els homomorfismes continus del grup additiu de R en el grup

multiplicatiu T.

-
9. Proveu que si l'aplicació Þ : C → C compleix |Þ(z) – Þ(w) | = m/z — w| ,

amb m > 0 , per a tot parell z , w Є C , llavors és (z ) = a + T(z) amb

T una aplicació R-lineal i a € C. Per tant, és una aplicació conforme o

anticonforme seguida d'una translació .

10. Si z , wЄ C* , indiquem per d(z , w) la distància euclidiana a R³ entre els

punts que corresponen a z , w sobre l'esfera S2 en la projecció estereogràfica .

Proveu les fórmules següents :

d(z , w) =

2z - w

√(1+ | z|²) (1 + | w| 2 )

si z, wЄC

2

d(z , ∞) =
=

√1+ 2/2

11. Proveu que si en un obert U del pla amb 0 ₫ U hi ha una determinació de

√z, també hi ha una determinació de arg z .

12. Si y és la vora d'un quadrat recorreguda en sentit antihorari i z un punt de

dins el quadrat, proveu analíticament que Ind(y, z) = 1 .

13. Proveu que si y és una corba tancada qualsevol , aleshores Ind (y, z ) és una

funció contínua de z a cada component connexa de C \ y* .

14. (Lema del gos) . Siguin 71 (t ) , 2 (t) dues corbes tancades parametritzades

a [a , b] que no passen per l'origen de manera que

-
|Y1 (t) — Y2 (t) | < | Y1 (t) | tЄ [a, b] .

Proveu que es compleix Ind( 1 , 0) = Ind( 2 , 0)

15. Sigui Yn (t) , a ≤ t ≤ b, n = 1,2 , ... una successió de corbes tancades i

y(t) , a ≤ t≤b, una altra corba tancada de manera que Yn(t) y(t)
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uniformement a [ a , b] . Proveu que si z és un punt que no és a sobre de 7 ,

es compleix

Ind(y, z ) = Ind(Yn , z )

a partir d'un valor de n en endavant.

16. Poseu un exemple d'una corba tancada y tal que Ind(y, z ) sigui una funció

de z no acotada quan z Є C \ y* .

17. Sigui y(t) , a≤t≤b, una corba tancada de longitud finita L(y) . Proveu que

hi ha una successió de poligonals tancades Pn (t) , a ≤ t≤ b, n = 1 , 2 , ...

que compleixen

a) Pn(t)
n1∞

y(t) uniformement a [a , b] .

b) L(Pn) / L(y) .

c) lim, Ind(Pn , z ) = Ind(y , z ) si z € C \ (y* UU_1 P*).

=

18. Sigui y(t) , 0 ≤ t≤ 2π una corba tancada de classe C¹ tal que y* CT,

Ind(1, 0) = ni L(y) : 2πn per a un enter n. Proveu que si (t) , 0 ≤

t≤ 2π, és una determinació contínua de argy' ( t) , llavors (t) és una funció

monòtona a l'interval [0 , 2π] , és a dir , y fa | n | voltes a T en sentit directe

o invers .

19. Poseu un exemple d'una corba tancada de Jordan, y, amb L(y) = +∞0 .

20. Sigui y(t) , a ≤t ≤ b, una corba regular , és a dir , de classe C¹ amb y' (t) ‡ 0 ,

at b. Proveu:

a) Existeixen constants m, μ > 0 i 8 > 0 tals que

-
m|t − s ≤ y(t) − y(s) | ≤ µ|t − s si t, s Є [ a , b] i | t − s | < 8.

- - -

b) Existeix una constant K > 0 tal que

y' (t) dt < Kr

{t : y (t) -z | <r}

per a z Є Cir > 0 .

21. Un domini acotat del pla amb vora regular que sigui simplement connex és

un domini de Jordan . És certa l'afirmació per a tot domini acotat simple-

ment connex?

22. Sigui U un obert del pla tal que C* \ U és connex. Proveu que cada com-

ponent connexa de U és un domini simplement connex.
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23. Sigui : [a, b] → R una funció amb derivada contínua . Proveu que el domini ,

tipus subgraf,

U = {(x, y) , a≤ x ≤b, 0 ≤ y ≤ 4(x)}

és un domini simplement connex amb vora regular a trossos .





Capítol 2

Funcions de variable complexa

L'objectiu d'aquest capítol és fixar la idea de funció de variable complexa , des-

criure les funcions que apareixen amb més freqüència com ara l'exponencial , el

logaritme complex o les funcions trigonomètriques i estendre al camp complex

el càlcul diferencial. La manera més important de definir noves funcions de

variable complexa és a través de les sèries de potències . Per aquest motiu les

sèries de potències complexes s'estudien detalladament posant èmfasi en el fet

que el domini natural de les sèries de potències, també de les de variable real ,

es troba en el pla complex.

L'extensió de la noció de derivada a les funcions de variable complexa porta

al concepte de funció holomorfa , el qual és considerat des d'un punt de vista

analític i des d'un punt de vista geomètric. Les sèries de potències defineixen

funcions holomorfes; però, de fet , hi ha una connexió molt més profunda en-

tre funcions holomorfes i sèries de potències perquè , tal com es veurà en el

capítol 4, tota funció holomorfa és , localment , la suma d'una sèrie de potències .

L'estudi de les funcions que s'expressen , localment , com a suma de sèries

de potències, anomenades funcions analítiques , va , doncs, íntimament lligat

a l'estudi de les funcions holomorfes . Per aquesta raó es dediquen els últims

apartats del capítol a les funcions analítiques tant de variable complexa com

de variable real. La inclusió de les funcions analítiques de variable real és

significativa perquè aquestes funcions només adquireixen tot el seu sentit quan

es miren des de l'òptica de la variable complexa.

43
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2.1 Polinomis de variables reals, polinomis de variable

complexa, funcions racionals

En general, considerarem funcions f : U → C definides en un domini U del pla

complex i que prenen valors complexos. Les podem representar en la forma

fu+ iv, on u = Re ƒ, v = Im ƒ són funcions reals definides a U.f

Les funcions més senzilles són els polinomis en la variable complexa z,

P(z) = ao + a₁z + a2z² + ... + anz" , amb an EC, que són funcions defi-

nides a tot C. Recordem que, pel teorema fonamental de l'àlgebra, hom pot

escriure

P(z) = an (z − α1 ) (z - α2 ) ... (z -— αn) ,
-

on els punts a; són els zeros de P, comptant multiplicitats . És important

distingir entre aquests polinomis i els polinomis de les dues variables reals x, y.

És evident que si partim d'un polinomi P(z) i substituïm z per z = x + iy ,

obtenim un polinomi P(x, y) en les variables x, y amb coeficients complexos;

també podem posar P(z) = P₁ (x, y) + iP2 (x, y) amb P1 , P2 polinomis amb

valors reals ; per exemple,

z2 =
· (x + iy) ² = x² — y² + i2xy .

-

Però no tot polinomi en x, y amb coeficients complexos (o equivalentment

tot polinomi P₁ + iP₂ amb P1 , P2 amb valors reals) és un polinomi en z ; per

exemple, x² + y² no ho és i , de fet , veurem més endavant que cap polinomi que

prengui només valors reals no pot ser-ho.

Com podem reconèixer si un polinomi P(x , y) és , de fet , un polinomi P(z)

en z? Aquesta pregunta es pot resoldre algebraicament , trobant P(z) directa-

ment: només cal expressar x, y en termes de z , z,

x =

2 + 2

2

-

=
, y

Z

2i

substituir aquestes variables en el polinomi P(x, y) , i el que ha de passar és

que no aparegui cap terme en z. Una altra manera de respondre a aquesta

pregunta és la següent:

Sigui y(t) = x(t) + iy(t) una funció complexa de la variable real t que, si és

contínua, podem pensar que representa una corba en el pla complex . A (1.2)

ja hem definit la derivada y' (t) d'aquesta funció com

y' (t) = lim

h→0

y(t + h) − y(t)

h

-
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en els punts on aquest límit existeix . En aquest cas es compleix y′ (t) = x′ (t) +

iy' (t) . Les propietats formals de la derivada y' (t) són les mateixes que en el

cas de funcions que prenen valors reals. Així, per exemple, si m Є N resulta

(v(t)m) ' = my(t)m-¹y' (t)

n

Σ aiz¹és
que és conseqüència de la igualtat ( 1.3) . Resulta així que si P(z) = Σ a₁z¹ és

un polinomi en z , hom té

Si ara,

la regla

[P(v(t)) ] ' = y' (t) Σlary(t)¹¹ .

1=1

tal com sembla natural , designem per P' (z) el polinomi Σlaz¹¹ , tenim

[P • y]' = √'P' (~) .

Doncs bé, resulta que els polinomis en z són els únics que tenen aquesta pro-

pietat . En efecte : suposem que P(x, y) = Σak,jxky³ té la propietat

k,j

[P • y] ' = √'Q(7) ,

=

per a algun polinomi Qi per a tota funció y(t) derivable i provem que P

és un polinomi en z . Prenent y(t) paral·lela a l'eix de les abscisses , y(t)

t + ib, b € R, tindrem = Qi prenent y(t) paral·lela a l'eix de les ordenades ,

y(t) = a + it, a € R, tindrem

მე

მყ = iQ . Així doncs,

ӘР ӘР

= i-

მყ მთ

(2.1 )

= bk ,j

=

és a dir, jak,j = i (k + 1 ) ak+1 ,j − 1 . Introduint els números bk,j = k !j !ak,j (−i)³ ,

l'equació anterior significa que bk+1 ,j − 1

només depèn del valor k + j = l . Així, bk,j

bk,j , és a dir, per iteració , que bê‚j

bk+j,0 . Resulta, doncs , k!j !akj
=

(k + j) !ak+j,o¿¹ o bé

akj

(k + j

k(笑 )

i³ak+j ,0

i, per tant, P(z) = Σaz' . En conseqüència, hem vist analíticament que la

relació [P0y] ' = ✅'Q (7) per a un polinomi Q i per a qualsevol y(t) es compleix

si i només si P és un polinomi en z i , en aquest cas, és Q = P' .

També destacarem les funcions racionals

P(z)

R(z) =

Q (z) '
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on P, Q són polinomis en z. Simplificant els possibles factors irreductibles

comuns, podem suposar que P, Q no tenen zeros en comú; en aquest cas,

la funció R deixa d'estar definida en el conjunt Z(Q) dels zeros de Q, que

s'anomenen també pols de R. Així, R és una funció contínua a C \ Z(Q) . Tota

funció racional R té una descomposició única com a suma d'un polinomi (que

només apareix si el grau de P és més gran o igual que el de Q) i de fraccions

simples, és a dir, fraccions del tipus

a

(z - α)k '

on a Є Z(Q) , a és una constant i k és menor o igual que la multiplicitat

de a com a zero de Q. Aquest resultat es pot provar de manera purament

algebraica, però també en donarem una demostració analítica més endavant

(vegeu el teorema 5.13) .

Observem que tota funció racional , R = P/Q, defineix una funció contínua

de C✶ a C* si posem R(a) = ∞ quan a és un pol de Ri R(∞) = ∞ si

gr(P) > gr(Q) o bé R(∞ ) = lim| 2 | →∞ R(z ) (finit) si gr(P) ≤ gr(Q) , on gr( · )

indica el grau del polinomi corresponent .

2.2
La funció exponencial de variable complexa, logarit-

mes i potències. Funcions trigonomètriques

2.2.1 La funció exponencial

Després dels polinomis, possiblement , la funció que apareix amb més freqüència

en l'Anàlisi és la funció exponencial . A més de la funció exponencial de variable

real , e , coneixem també la funció exponencial quan l'exponent és un número

imaginari pur, z = it , que ha estat introduïda en l'apartat 1.4.1 , d'acord amb

la definició

eit = cost + i sin t. (2.2)

L'extensió a un exponent complex qualsevol és la següent :

Definició 2.1 . Per a z = x + iy, es defineix l'exponencial de z en base e com

e² = ex (cos y + i sin y) .

En particular , si z =
iy és eiy

= cos y + isiny i retrobem la definició ja

donada quan z és imaginari pur . En general, és e² = e.e¹y . La igualtat (2.2)

es coneix com a identitat d'Euler.



2. FUNCIONS DE VARIABLE COMPLEXA 47

Utilitzant les fórmules (1.1) per al sinus i el cosinus d'una suma, es comprova

de seguida que es compleix la regla

ez+w = e²⋅ew , si z , wЄ C.

Aquesta relació és la propietat fonamental de la funció exponencial. En parti-

cular, hom té e-2 = 1/e* ie 0 , per a tot z E C. L'equació e² = 1 té infinites

solucions: z = 2πki, k Є Z. La funció exponencial és periòdica de període 2πi:

z+2πki = e² , k € Z. També |e2 | = eRez , Im z Є arge* i e* = e si i només si

z - w és un múltiple enter de 2πi .

=

L'aplicació exponencial és bijectiva de la banda В = {z : -π < Im z < π} aB

C \ {0} i, per tant , injectiva també en tota banda horitzontal d'amplada menor

que 2π. La recta horitzontal y = yo es transforma, per la funció exponencial ,

en la semirecta oberta que surt de l'origen i forma un angle yo amb l'eix Ox i

la recta vertical x = xo en el cercle centrat a l'origen de radi eo (fig 2.1 ) .

i(yo + 2π)

ex

iyo

0 x x'

Figura 2.1

ex

Уо
e
x

Una recta y = mx, de pendent m 0, es transforma en la corba d'equació

paramètrica x → ex.eima , que és una espiral (fig. 2.2) .

2.2.2 Logaritmes

Tan important com la funció exponencial ho és la seva inversa que és la funció

logaritme.

Definició 2.2 . Per a z EC, z 0, anomenem logaritme de z , log z , qualsevol

número complex w tal que ew = 2 .

En variable real, la funció exponencial és una bijecció de R sobre R+ i ,

per tant, només els números reals positius tenen definit un logaritme real que

és únic. Això defineix la funció logaritme (neperià) Log : R+

←

R, inversa

de l'exponencial. En el cas complex, si resolem l'equació ewz, equivalent
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y = m
x

ez

a eRewei Imw =

m > 0

Figura 2.2

Izleiargz , veiem que tots els logaritmes tenen la mateixa part

real, Logz , i que la seva part imaginària és un argument de z, és a dir,

log z = Logz + i argz.

Per tant , dos logaritmes de z difereixen en un múltiple enter de 2πi.

Definició 2.3. D'entre tots els logaritmes de z , el definit per Arg z s'anomena

logaritme principal de z i el designem per Log z,

Log z = Log | z | + i Arg z.

Quan z és real i positiu, aquest logaritme coincideix amb el logaritme ne-

perià. Així Log és una funció complexa definida a C \ {0} i , igual que la funció

argument principal, és discontínua en el semieix real negatiu . La regla

log zw = log z + log w

-

és vàlida si interpretem que es tracta de conjunts i de sumes de conjunts . Però

la regla Log zw = Log z + Log w no ho és; per exemple, z = w = −1 – i tenen

Log z = Log w = Log √2-3i, mentre que zw = 2i té Log zw = Log 2+ Ti .

De manera anàloga al que hem fet per a l'argument , parlarem de determi-

nacions contínues del logaritme.

Definició 2.4 . Una determinació contínua del logaritme en un conjunt connex

ECC, que no contingui el zero, és una funció g contínua a E tal que e9(z) = 2 ,
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si z Є E. Més generalment, si f : E C és una funció definida en un conjunt

E qualsevol i f(z) ‡ 0 per a z Є E, llavors una determinació contínua de log f

és una funció contínua g definida a E de manera que e9(z ) = f(z ) , z € E.

És obvi que és equivalent parlar de determinacions contínues del logaritme

que de determinacions contínues de l'argument , ja que l'argument és la part

imaginària del logaritme i la part real ja està completament determinada. Per

exemple, Log és una determinació contínua del logaritme fora dels números

reals no positius . En el complement de tota semirecta i , en particular , en tot

disc que no inclogui el zero , hi ha determinacions contínues del logaritme. Així

mateix, tenim el concepte de determinació del logaritme al llarg d'una corba y

i un anàleg del teorema 1.23 per al logaritme. Ara, si h (t) és una determinació

del logaritme al llarg de la corba diferenciable y(t) , hom té eh(t) = y(t) i h’ (t) =

v' (t)/y(t) .

2.2.3 Potències complexes

Definició 2.5 . Donats els números z , w Є C, z 0 , definim zw com el conjunt

de números complexos

zw = ewlogz

on logz és qualsevol logaritme de z. (2.3)

Quan per a log z triem la determinació principal, ew Logz s'anomena determi-

nació principal de zw . En general, si f : E → C és una funció definida en un

conjunt connex E amb f(z ) 0 , z € E, i w € C, una determinació contínua

de fw és una funció contínua g: E C tal que g(z) Є [ƒ (z) ] w, z € E.

=
És evident que si hi ha una determinació contínua h de log f, llavors g ( z)

ewh(z) és una determinació contínua de fw . Com que dos logaritmes de z tenen

per diferència un múltiple enter de 2πi , dos possibles valors de zw difereixen

en un factor e2kяiш , kЄ Z i tenen, per tant , el mateix mòdul, que és zw , si w

és real. Si w és un enter m , tots aquests factors són 1 i en aquest cas el conjunt

de potències es redueix a l'únic valor z = z ... z (m vegades) si m > 0, o

bé zm = z- ¹ ... z - 1 si m < 0. Si w és racional amb expressió irreductible

, llavors la definició 2.5 coincideix amb la que s'ha donat a l'apartat 1.1.2

i zn/m és un conjunt finit de m números. Si w és irracional , llavors

n

m '

m

zw = ew Log | z | .iw Aгg z.2kñiш¸
iw

kЄ Z,' ,

i aquest conjunt és una successió densa de punts en la circumferència de centre 0

i radi | z | w . Si w = it és imaginari pur , resulta

=zw eit Log 2.e-tArg z.e
-t2kπ

k Є Z.
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Exemple 2.6 . 1w és el conjunt format per e2nikw , k € Z, i en el cas w = it,

aquest conjunt està format pels números reals e - 2πtk, kЄ Z.9

Observem que, en general , és log zw = w log z + 2πZi , entesa la igualtat

com una igualtat de conjunts . Regles de l'aritmètica com ara

(zw)n = zwn
(2.4)

han de ser convenientment interpretades . El terme de l'esquerra és a" , amb a =

zw; per tant ,
ພ

(zw)n = en loga = en(w log z+2πZi)
= enwlogz+2πŋki

kЄ Z.9

D'aquí es desprèn que el conjunt (zw)" conté el conjunt zwn , i són iguals només

sin és enter. Només si w , ŋ són tots dos enters, ( 2.4) és una igualtat vàlida entre

números. En altres casos la seva aplicació pot portar a conclusions absurdes ,

com ara provar que tot complex z 0 val 1 segons l'argumentació següent :

com que z 0, z = ew, per a algun w; posem n = ww/2πi. Llavors z = ew =

ε2πίη =
(e²πi)n = 1 " = 1 !!

=

2.2.4 Funcions trigonomètriques

De la identitat d'Euler (2.2) es dedueix que les funcions trigonomètriques de

la variable real x es poden expressar en termes de l'exponencial complexa mit-

jançant les fórmules

COS X =

ei
x
+ e

2

ix
eix

sin x =

― -ix
e

2i

L'extensió d'aquestes funcions al camp complex s'obté posant , per definició ,

-ci
z

COS Z =

+ e

2

-iz
eiz

-iz
e

sin z =

2i
9 ZE C.

(2.5)

D'aquesta definició resulta que cos z , sin z són funcions definides a tot C , pe-

riòdiques de període 2π, és a dir , cos(z + 2πk) = cos z i sin(z + 2πk) = sin z,

k Є Z. També és immediat comprovar la validesa de les fórmules d'addició:

cos (z + w)
= COS Z COS W

- sin z sin w

z, wЄC,

sin(z + w) = sin z cos w + cos z sin w

així com la relació fonamental

cos² z + sin² z = 1= 1 zЄ C.

(2.6)

A diferència del cas real les funcions sin z , cos z no són ara funcions acotades .

Per exemple, cos ix = e−³+eº2
∞ quan x → ±∞.
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2.2.5 Funcions hiperbòliques

D'una manera semblant es poden considerar també les funcions hiperbòliques

de la variable complexa z , definides per

ch z =

e² + e-z

2

ez ―

shz =

2

e
2

zЄ C.

Aquestes funcions estan vinculades amb les funcions trigonomètriques per les

relacions

ch z = cos iz , shzisiniz, zeC

i satisfan la igualtat ch² z − sh² z = 1. També valen les fórmules d'addició
-

ch(z + w) = chz.ch w + shz.sh w

(2.7)

z, wЄ C.

sh(z + w) = shz.chw + ch z.shw

Si apliquem les fórmules d'addició (2.6) a cos z = cos(x +iy) i tenim en compte

les relacions (2.7) , hom té

Recos(x + iy) = cos x . ch y Im cos(x + iy) = - sin x. shy

Resin (x + iy)
= sin x. ch y Im sin(x + iy) = cos x . shy.

=
Ara es pot calcular | cos z | i | sin z . Posant sempre z = x + iy resulta | cos z | 2

(cos x ch y) ² + (sin x shy) ² = ch² y − sin²x(ch² y − sh² y) = ch² y − sin²x . És a
- - -

dir,

|cos z = √ch²y - sin² x =

2
cos2x + sh² y

i , anàlogament ,

sin z = sh² y + sin² x =
ch² y

2
- cos² x.

D'aquestes igualtats es dedueixen les estimacions

shy cos z chy

| sh y | ≤ │sin z | ≤chy,

que ens diuen que cos z | , |sin z → co quan | y | → ∞ , és a dir, quan ens allunyem

de l'eix x , i que el creixement de cos z | , | sin z❘ és més ràpid que el de │shy | i

més lent que el de chy .
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2.3 Sèries de potències

Una manera molt important de definir noves funcions és fent servir les sèries

de potencies de la variable complexa z . El domini natural de definició de les

sèries de potències , també de les de variable real , es troba, com veurem, dins

el pla complex .

2.3.1 Sèries numèriques complexes

La sèrie de terme general z„ € C , s'anomena convergent amb suma S si

n=0

Zŉ

N

les sumes parcials zn tenen límit S , quan N → ∞ . Si zn = xn + iyn i SΣ

n=0

=

A+ iB, això equival al fet que les sèries reals xn, yn siguin convergents

amb suma A, B, respectivament .

n

Hom diu que la sèrie Zn convergeix absolutament si la sèrie dels mòduls

zn convergeix; novament això equival al fet que la sèrie de les parts reals

i la sèrie de les parts imaginàries tinguin la mateixa propietat .

Exemple 2.7 . Considerem la sèrie . La seva part real és Σ

n=1

n+i

(-1)"n

Σ +n² ,

que és una sèrie alternada amb el terme general de mòdul decreixent cap a

zero i , per tant , és convergent ; en mòdul és comparable a , i , per tant,

la part real no és absolutament convergent . La part imaginària és Σ1+¹²

que, en ser de termes positius i comparable a la sèrie de terme general , és

absolutament convergent. Així doncs, la sèrie complexa és convergent, però

no absolutament convergent .

El resultat següent , sobre les diverses maneres de sumar una sèrie , ens serà

útil més endavant.

Proposició 2.8. a) Una sèrie de termes complexos és absolutament conver-

gent amb suma S si i només si totes les seves reordenades són convergents

amb la mateixa suma S.

b) Una sèrie absolutament convergent pot ser sumada per blocs de manera ar-

bitrària.

El significat de la proposició és que si hom té una família numerable {za} ,

a Є A tal que, en algun ordre , els mòduls tenen suma finita, aleshores aquesta
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família té una suma za ben definida, independent de l'ordre en el qual

αΕΑ

escrivim els seus termes (en diem una família sumable) i , a més, podem calcular

la suma per blocs ; això és , si A és la reunió disjunta dels conjunts Ai, i Є I, es

compleix Σ Ζ = ΣΣ και

αΕΑ iЄI aЄAi

Demostració. De l'apartat a) demostrarem només que si zn és una sèrie

absolutament convergent amb suma S, llavors qualsevol reordenada també

és absolutament convergent amb la mateixa suma. El recíproc , per a sèries

de termes reals, es pot trobar a [10 , pàg. 76] , i per a sèries complexes només cal

separar la part real i la part imaginària, però aquesta implicació no la farem

servir . Sigui, doncs, Σwn una reordenació de la sèrien, que suposem que

és absolutament convergent amb suma S, i posem Sn

n m

=

n

Σ zk, In

k=1

=

n

Σωκ

k=1

Si Sm conté tots els termes de Tn , aleshores |wk | ≤ Σ |zk | ≤ Σ | zn | < + ∞

k=1 k=1 k=1

i, per tant, Σwn també és absolutament convergent. Ara, donat ɛ > 0 , triem

un n de manera que

\S - Sn│≤ Σ |zk | < ɛ.

k= n +1

Si Tm conté tots els termes de Sn ir > m, serà

Tr - Sn❘ < ε

i, en definitiva,

- -
S Tr≤ S Sn | + | Sn - Tr | < 2ɛ , si r ≥ m,

és a dir, wn = S.

αΕΑ;

za ésPer a la part b) , comencem per observar que és clar que cada bloc

una sèrie absolutament convergent pel fet de ser-ho la sèrie total za. Posem

αΕΑ

Σza si i I; la sèrie S; també és absolutament convergentara Si
=

aЄAi ΕΙ

perquè si ordenem d'alguna manera els índexs de I , diguem i1 , i2 , ... , in , ... i

prenem una suma finita , serà

n

Σ |Six ≤ Σ Izal +

...
+ Σ zal≤ Σzal < +∞.

k=1 aЄAij
aЄAin «ΕΑ
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Ordenem ara els índexs de A en la successió (a1 , a2 , ... , αn , ... } i , donat ε > 0,

triem N de manera que

Σ Izan < ε.

n>N

Ara podrem trobar un conjunt finit d'índexs i1 , i2 , ... , iro de I tal que

{α1 , ... , αN} C Ai₁ U… U Air。. Llavors tindrem, per a tot r≥ ro,

Six + ... + Sir - Σ

Zan < Si +
...

n

+ Sir - Σ

n≤N

Zan
+

+

+
Σ

n≤N

Això vol dir que Σ 7a = Σ S = Σ Σ και

n,mЄN

Σ =
αΕΑ ΕΙ iЄI aЄAi

Zan
-Σ

Zan < 2ɛ.

n

Per a il·lustrar com s'apliquen aquestes propietats considerem les sèries

dobles ΣZn,m. Podem pensar que els números {Zn ,m} són les entrades

d'una matriu infinita , que n representa l'índex de les files i m el de les columnes.

Una possibilitat és sumar els termes de la matriu primerament per files , Σ Zn,m ,

i després sumar els resultats obtinguts, Zn,. Alternativament , podem

sumar primerament per columnes i després sumar els resultats . En general, les

dues formes de suma no donen el mateix, és a dir , que la identitat

n m

ΣΣn,m = ΣΣn,m

n m m n

m

(2.8)

no és certa; pot passar que un terme tingui sentit i l'altre no , i també que tots

dos tinguin sentit però valors diferents . Per exemple, si prenem Zn ,m = 1 si

n= m + 1, Zn,m = −1 si n = m −1 i zmn 0 en els altres casos , resulta que es
=

compleix ΣΣ Zn,m = -1 però ΣΣ Zmn = 1. Ara bé, de la proposició 2.8

n=1 m =1 m = 1 n= 1

es dedueix que si Σn,m és finita , o bé ho és Σn,m , aleshores tots

n m m n

dos membres de (2.8) tenen sentit i són iguals . Aquest enunciat és , de fet , el

teorema de Fubini per a sèries . Com a aplicació d'aquest resultat , estudiem

ara la multiplicació de sèries de termes complexos :
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Proposició 2.9 . Suposem que Σan és absolutament convergent amb suma A

i que Σbn també ho és amb suma B. Aleshores la sèrie Σck, on Ck

n

kn

k

Σanbk-n, és absolutament convergent amb suma AB .

n=0

Demostració. És evident que Σck | ≤ Σ | an || bm| = (Σ | an | ) (Σ |bm | ) < ∞ i ,

k n,m n m

per tant, la sèrie Σck és absolutament convergent . Això mateix demostra que

la sèrie doble Σ anbm és sumable (absolutament convergent ) ; sumant en m i

n,m

després en n s'obté AB, i agrupant anbm en els blocs definits per n + m == k,

k fix, s'obté Σck.

La sèrie Σck de la proposició anterior s'anomena producte de Cauchy de

k

les sèries an iΣbn.

n n

2.3.2 Sèries de funcions

n

També serà necessari disposar de criteris de convergència uniforme per a sèries

de funcions fn(p) , els termes de les quals són funcions fn definides en un

conjunt arbitrari X i amb valors complexos . Recordem que la noció de con-

vergència uniforme és la que garanteix la continuïtat de la suma en el cas que

a X hi hagi definida una topologia i que cada funció fn sigui contínua sobre X.

Teorema 2.10 (Criteri M de Weierstrass) . Si fn(p) | ≤ Mn , per a totpЄ

X, n ≥ 1 i es compleix Σ Mn < +∞ , llavors la sèrie Σfn (p) és uniformement

convergent a X.

n n

Demostració. Comprovem que se satisfà el criteri de Cauchy de convergència

uniforme. En efecte, si m > n, hom té per a ɛ > 0 prefixat

m m

Σfk(p) ≤ Σ \ fk(p) | ≤ ΣMk < ε

n n k=n

per a n prou gran, perquè Mn < +∞ .

Per exemple, amb aquest criteri es veu que la sèrie Σan cos(b ) amb

a, bЄ Ri0 < a < 1 és uniformement convergent a R i , per tant , defineix una

n=0
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funció contínua a la recta . Weierstrass va fer servir la sèrie anterior amb b un

enter senar i ab > 1 + 3π/2 per a construir una funció que tot i ser contínua a

R no és derivable en cap punt.

Per als criteris següents necessitem la fórmula de suma parcial d'Abel.

Lema 2.11 . Siguin (an) , (bn ) dues successions de números complexos i posem

An = a1 + a2 +a2 + · ... + an. Aleshoresan⋅

n n

Σakbk = Anbn+1

-

Σ Ak(bk+1 − bk) .

-

k=1

Demostració. Si posem Ao = 0 , tenim

n n

k=1

Σakbk

= -

Σ(Ak – Ak−1)bk

=

k=1 k=1

(2.9)

n n- 1 n

-

Аkbk - Σ Аkbk+1 = Σ Ak(bk − bk+1 ) + Anbn+1 ··ΣАkbk - ΣАkbk+1

k=1 k=1 k=1

La fórmula de suma parcial d'Abel és la versió discreta de la fórmula d'in-

tegració per parts . Ho veurem millor si l'escrivim en termes de An i bn, com a

la prova anterior , és a dir,

n n

-

Σ(Ak – Ak−1)bk = Anbn+1 − Σ Ak (bk+1 − bk) .

k=1

-

Aquesta igualtat es correspon amb la fórmula

b

[® A′(x)b(x)dx

=

a

b

k=1

b

A(x)b(x) -[® A(x)b′(x) dx,
-

a
a

on l'operació de derivar sobre funcions correspon a passar de la successió (Ak)

a la successió (Ak – Ak- 1 ) i de la successió (b ) a la successió (b +1 − bk) .
-

Teorema 2.12 (Criteri de Dirichlet) . Considerem una sèrie de funcions

del tipus fn(p)gn (p) on les funcions fn (p) són complexes i les funcions gn(p)

n

n

són reals per a pЄ X, n ≥ 1. Indiquem per Fn (p) = Σ fk (p) la suma parcial

k=1

n-èsima de fn (p) i suposem que hi ha una constant M≥ 0 tal que Fn (p) | ≤

M, per a n≥ 1 , p E X. Suposem també que la successió (gn (p)) és monòtona

decreixent, gn(p) ≥ In+ 1 (p) , pЄ X , n ≥ 1 i que convergeix uniformement cap

a zero a X. Aleshores la sèrie Σfn(P)gn (p) és uniformement convergent a X.

n
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Demostració. Fixem ε > 0. Per (2.9) , si n < m, és

m m k

Σfk(p)9k (p) = Efk(P) 9m + 1(P)- ( fe(P) (9k+ 1 (P) −9k (P)) (2.10)

k=n k= n
Σfe (p)

k=n \l=n

i aquesta expressió té el seu mòdul dominat per

m

-

2Mgm+1(p) + 2MΣ(9k(P) − 9k+1 (p)) = 2Mgn(p)

k=n

-

i, per tant , és més petita que ɛ , per a tot pЄ X, si n és prou gran.

Exemple 2.13. Sumant una progressió geomètrica i aplicant l'expressió de

sinx de (2.5) surt , de seguida, la igualtat

n

Σei
kx

Σε

k=1

=

e
i
x
1 pinx

1 - eix

Si ara prenem 0 < 8 < π, resulta

1

sin(nx/2) ¸¸i(n+1)x/2¸

sin(x/2)

n

1

M

ikx
e si 8 ≤ x ≤ 2π — §.

| sin(x/2) | sin 8/2
k=1

Agafant fn = einx i gn = 1 el criteri de Dirichlet garanteix que la sèrien

einx

n
n=1

convergeix uniformement a [8, 2π - §] , per a tot 8 > 0 , 8 < π. Observem que el

criteri M de Weierstrass no és aplicable, perquè | einx | = 1iΣ 1 = + ∞ .

n

n

Teorema 2.14 (Criteri d'Abel) . Considerem una sèrie de funcions del ti-

pus fn(P)gn(p) on les funcions fn (p) i gn (p) són complexes, i suposem que

Σfn(p) és uniformement convergent a X i que hi ha un número M≥ 0 tal

que per a pЄ X,

n

\91 (p) + Σ | 9n (P) − 9n+ 1 (p) | ≤ M.

n>1

-

Aleshores la sèrie fn (p)gn (p) convergeix uniformement a X.

n
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m

Demostració. Donat > 0 , serà fk(p) ≤ ε si m > n són prou grans. Ara
e ≤e m > n

k=n

podem acotar el mòdul de (2.10) per

m

ε\9m+1 (p) | + ε Σ \9k (P) − 9k+1 (P) | ≤ 2ɛM,

k=n

-
perquè │ge (p) | ≤ M, per a tot l , p, tal com es veu posant ge (z ) = Σ 9m(p) –

9m+1 (p) i prenent el valor absolut .

m =l

La hipòtesi sobre la successió (gn ) en el criteri d'Abel se satisfà quan aquesta

successió és real , monòtona i uniformement acotada a X.

Evidentment, quan X és un punt , els criteris anteriors són criteris de con-

vergència de sèries numèriques . Per exemple, el resultat segons el qual una

sèrie alternada del tipus (-1 )"an , amb an \ 0 és convergent, pot veure's

com una conseqüència del criteri de Dirichlet . Més generalment, si (fn ) és una

successió decreixent de funcions que va cap a 0 uniformement a X, llavors la

sèrie alternada (-1) " fn (p) convergeix uniformement a X.

n

n

2.3.3 Domini de convergència d'una sèrie de potències

Un tipus especialment important de sèries de funcions són les sèries de potèn-

cies.

Definició 2.15 . Una sèrie de potències centrada en un punt a Є C és una

sèrie de funcions de la forma

+∞

Σen(z - a)" ,
Cn EC.

n=0

Una sèrie de potències és , per tant, una sèrie de funcions fn (z ) en la

n

qual fn (z) = Cn (z - a) " és un monomi de grau n , i la sèrie es pot pensar com

un "polinomi de grau infinit" . Per a cada valor de z EC tenim una sèrie

de números complexos. Més enllà dels aspectes formals , el que interessa és

determinar el conjunt de convergència de la sèrie de potències

E = {z € C : la sèrie Σen(z - a)" és convergent }

n
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i les propietats de la funció ƒ que queda definida a E per f(z) = cn (z - a)" .

N

n

Així, z Є E si la successió de sumes parcials Σ cn (z − a)" és convergent a C.

n=0

-

Només en casos molt particulars es poden calcular explícitament les sumes

parcials i determinar el conjunt E a partir de la definició . Per exemple, per a

la sèrie geomètrica centrada a l'origen, z", és

n

N

Σ

n=0

Ν

1 zN+1
n
Z = si z 1 ,

1 - z

i si z = 1 , la suma val N + 1. Amb aquesta expressió, veiem que la sèrie és

convergent si i només si zN+ ¹ és convergent, és a dir, si z < 1. Per tant ,

E = D i el valor de la suma és 1/ (1 − z) .
-

En el teorema següent donarem informació sobre l'estructura de E. Recor-

dem que el límit superior p d'una successió (xn ) de números positius es defineix

com

p = infsupk>n Xk =
n

Ꮖlim supk>n k

n

on s'interpreta que p = +∞ si la successió no és acotada superiorment . S'uti-

litza la notació p = limsup, xn . Quan és finit , p és l'únic número amb les dues

propietats següents: 1 ) Per a tot ɛ > 0 hi ha infinits termes xn de la successió

més grans que pε. 2) Per a tot ɛ > 0 tots els termes de la successió a partir

d'un d'ells són menors que p + ɛ. En general, es pot veure que p és el màxim

dels valors d'adherència de la successió (xn) , és a dir , dels números m≤ +∞

per als quals hi ha una successió parcial ( kn ) convergent a m, quan kë → ∞.

Si la successió (xn) és convergent a m≤ +∞ , aleshores p = m ; si la successió

és la reunió d'un nombre finit de subsuccessions convergents, p és el més gran

dels límits respectius.

Teorema 2.16. Si cn (za)" és una sèrie de potències i posem R
= 1

=

n

=
on p = lim supn | cn | (on s'interpreta que R 0 si p = +∞ i R = +∞ si

P 0), llavors la sèrie convergeix uniformement sobre els compactes del disc

obert D(a, R) , convergeix absolutament a cada punt z Є D(a, R) i divergeix

fora del disc tancat D(a , R) . Per tant, D(a , R) CE C D(a , R) i l'interior del

conjunt de convergència E és D(a, R) .

-
Demostració. Si ❘z — a❘ > R, aleshores ❘z

del límit superior hi ha infinits termes | cn |

Això és, hi ha infinits valors de n tals que

n

-
— a | −1 < p , i per la propietat 1)

que són més grans que |za|-¹ .

cn (z − a)" | > 1 , amb la qual cosa
-
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- =

la successió (cn (z - a)" ) no pot ser convergent a zero iz E. Provem ara

que la sèrie convergeix uniformement sobre cada disc tancat D(a, r) , r < R:

si za ≤r, | Cn ( z − a) " | ≤ | cn |rn│z a│ Mn, i per la propietat 2) del límit

superior hom té M₂ = | cn | ☆ r < r' < 1 per a un número r' i a partir d'un

valor de n . Llavors , pel criteri de l'arrel , la sèrie Σ Mn és convergent i el criteri

1

n

M de Weierstrass assegura la convergència uniforme de la sèrie de potències

a D(a, r) .

El número R s'anomena radi de convergència de la sèrie de potències , i

D(a, R) és el disc de convergència (fig. 2.3) .

r

Divergència

a R

Convergència '

uniforme

Convergència absoluta

Convergència o divergència

Figura 2.3

En l'expressió de R, cn és per definició el coeficient de (z - a)" ; així, per

exemple, la sèrie Σz2m té c₂ = 1 si n és parell i c₂ = 0 si n és senar , limn |cn |

m

=

n

no existeix i lim sup„ |cn | 1 , de manera que el radi de convergència és 1 .

En general, observem que si una sèrie de potències cnz" té radi de con-

vergència R i fem el canvi z = wk, la sèrie obtinguda, Σcwn, té radi de

convergència R. Remarquem també que es compleix

n

=
R= sup {r > 0: Cn(z - a)"convergeix per a z € D(a , r ) } =

n

Сп

= sup {r > 0: Σ |cn|r” < ∞} .

n

(2.11 )

En molts exemples és convenient utilitzar el fet següent, vàlid per a successions
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(xn) , xn > 0: si existeix L
=

1/n
=lim < +∞ , llavors també és limxn

Xn+1

Xn

|cn|

[ cn+ 1 ] ,
Això implica la igualtat R = lim e sempre que aquest límit existeixi .

-

L.

Cal notar que, en general , la convergència de la sèrie de potències no

és uniforme a tot el disc D(a , R) . Per exemple, la sèrie geomètrica Σzn

no convergeix uniformement a D perquè, si fos així, definiria una funció acotada

a D, i no és el cas . El disc D(a, R) és el conjunt obert més gran on la sèrie és

convergent . En aquest disc , la sèrie defineix una funció f(z ) = Σcn (z − a)n ;

evidentment ƒ és contínua a tot punt z del disc obert D(a , R) , perquè la con-

vergència és uniforme a tot disc tancat de radi r < R. No es pot donar cap

resultat general més precís sobre el conjunt de convergència E d'una sèrie de

potències . És a dir , els punts de la frontera de D(a , R) que són de E depenen

de cada sèrie de potències .

Exemple 2.17. La sèrie geomètrica

n

z té radi de convergència 1 i conjunt

n
n

de convergència E
=
D ; la sèrie Σ n2 també té radi de convergència 1 i

n>1

convergeix uniformement a D pel criteri de Weierstrass perquè || ≤ ½ i

Σ < + ∞ . Així, en aquest cas és E = D.

n

Aquests són els dos casos extrems; en general, el conjunt de convergència E

constarà del disc obert D(a , R) i d'un subconjunt de la circumferència C(a , R) .

n≥1

n

Exemple 2.18 . La sèrie , que té radi de convergència 1 , en el punt

z = 1 dóna la sèrie harmònica i és , per tant, divergent , mentre que en z = -1

dóna una sèrie alternada convergent. Provarem ara que a tot altre punt z 1

de mòdul 1 és convergent ; de fet , aquesta sèrie convergeix uniformement a tot

compacte del tipus K {z : | z| ≤ 1 , | ≈ – 1 | ≥ ɛ } , ɛ > 0 , com es pot veure

aplicant el criteri de Dirichlet amb fn (z ) = z" , gn (z) := z" , 9n (z ) = 1. En efecte : si z € K,

N

=

les sumes parcials zn

n=1

=

n

(1 − zN+1) / ( 1 − z ) estan acotades per 2 i d'altra
-

banda és evident que gn0 uniformement (tendeix a zero i no depèn de z ) .

En particular , aquesta sèrie defineix una funció contínua a D \ { 1 } , que més

endavant determinarem .

2.3.4
Operacions amb sèries de potències

Amb les sèries de potències es poden efectuar operacions talment com amb els

polinomis: si Cn (z − a)n , Σdn (z − a)" són dues sèries de potències , la suma

n n



62 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

és la sèrie de potències

n

(cn + dn) (z - a)" , mentre que el producte , com per

als polinomis , és la sèrie Σen (z - a)" , on els coeficients en són

n

n

en = Σckdn-k⋅

k=0

Es tracta, doncs , del producte de Cauchy,efectuat per a cada zЄ C. Per

exemple, el producte de les sèries 2" , 3" " tindrà els coeficients

n

n

k

n

n

en = Σ2k3n-k = 3n

k=0

2
1
3 = 3n

1- (2/3)n

1 - 3

= 3n+ 1 - 2n+1 .
2

k=0

n n

=

-
Si tenim dues sèries de potències Σcn (z - a" ) , Σdn (z – a)" ambdues

centrades en el punt a amb radis de convergència R1 , R2 , és clar utilitzant (2.11)

que la sèrie suma té radi de convergència, com a mínim, R · min(R1 , R2 ) i ,

òbviament , defineix la funció suma de les funcions definides per cada sumand .

Un enunciat anàleg és cert per al producte. Si | za | < R, ambdues sèries són

absolutament convergents en z i , per tant , també ho és el producte de Cauchy,

per la proposició 2.9 . Així, la sèrie producte té radi de convergència més gran

o igual que ❘z — a | ; com que z és qualsevol número amb | z - a | < R, veiem que

el radi de convergència del producte és també, com a mínim, R = min(R1 , R2) .

Exemple 2.19. El producte de Cauchy de la sèrie geomètrica z per si

mateixa té n + 1 com a coeficient de z" i , per tant,

-

zn =

Σ(n + 1) e" - (---)n
1

2

n>0

Una altra operació important amb sèries de potències és la derivació com-

plexa, de la qual parlarem més endavant.

2.3.5 La funció exponencial com a sèrie de potències complexa

=
Recordem (definició 2.1 ) que e ex(cos y + i sin y) si z = x + iy . Així, la

funció ze² estén a tot C la funció exponencial x → e de la variable real

x. Ara veurem que e² és també, per a z Є C qualsevol, la suma de la sèrie de

potències

χη

n!

n=0
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En primer lloc , és clar que el radi de convergència d'aquesta sèrie de potències

és +∞ perquè

(n + 1) !

n!

=
n + 1 . → +∞.

n

Anomenem, provisionalment, E (z ) = Σ la seva suma. Aplicant la proposi-

ció 2.9 , resulta

n

n!

E(z)E(w)
=

n!

wm

m!
n m

=

ΣΕ Σ

k!

znwm =

(z + w)k
=

n!m!
E(z + w) .

k!
n+m = k k

En particular, E(z) = E(x)E(iy) = exE(iy) , i ara tan sols falta comprovar que

E(iy) = cos y + i sin y ; ara bé, en l'expressió

E(iy)
=

inyn

n!
n

els termes parells , n = 2k, donen lloc a la part real de E (iy) , i els termes

senars, n = 2k + 1 , donen la seva part imaginària; així doncs ,

ReE(iy) = Σ(−1)*

k=0

∞

Σ(-1)*
Im E(iy)

=

k=0

i , finalment ,

(2k)!

2k

= cosy

y2k+1
= siny

(2k + 1 ) !

E(z)
=

M

χη

n!
e (cos y + i sin y) = e², ZEC,

0

tal com havíem enunciat .

A partir de les definicions ( 2.5 ) s'obtenen els desenvolupaments en sèrie de

potències de les funcions trigonomètriques complexes ,

∞
z2n z2n+1

COS Z =
Σ(-1)" .

n=0
(2n) ! '

sin z = Σ (−1)",

(2n + 1)! '
n=0
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2.3.6 Convergència a la frontera

Sigui cn ( -a)" una sèrie de potències de radi de convergència R. Denotem

per

n≥0

S el conjunt de punts z tals que | z— a | = R i la sèrie de potències convergeix

en z , és a dir , S = En C(a , R) . Si S no és buit i m > 1 és un número real ,

considerem el conjunt

-
Sm = {z : |za| < R, d(z , S) ≤ m(R − | z − a | ) } ,

on d(z , S) és la distància de z a S. Si S té tan sols un punt w, el conjunt Sm

té, a l'entorn de w, la forma d'un angle amb vèrtex w i obertura estrictament

més petita que π , depenent de m , que s'anomena angle de Stolz (fig. 2.4) .

R

พ

a

Sm

Figura 2.4

Per a un S general, Sm és la reunió de tots els angles de Stolz amb vèrtex

en els punts de S.

Teorema 2.20 (Abel) . Amb les notacions anteriors, suposem que S no és

buit i que la sèrie Σcn(z - a)n convergeix uniformement a S. Aleshores la

convergència de la sèrie també és uniforme en el conjunt Sm, per a tot m > 1 .

En particular, la funció suma és contínua a Sm i hom té

n

lim Σcn (z − a)" = Σcn(w − a)” ,
z→w , zЄSm

n

-

n

-
WES.

Demostració. Fem la prova tan sols quan S és un punt w; sense pèrdua de

generalitat , podem suposar a = 0, R = 1 i w 1. Apliquem el criteri d'Abel

(teorema 2.14) prenent fn (z ) = Cn , 9n ( z ) = zn . Per hipòtesi , la sèrie

=

cn és

n
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convergent, de manera que trivialment Σfn és uniformement convergent (en

n

qualsevol conjunt) . Comprovem ara que la condició sobre | gn | es compleix a

Sm = { z : | z | < 1 , | ≈ − 1 | ≤ m( 1 − | z | ) } ; en efecte, hom té
-

--

1 + Σ | ½" - zn + ¹ | = 1 + | 1 − ≈ | Σ | ~ | ” = 1 +

n-
z

1- z

1 - z

< 1 + m.

n≥0 n≥0

n

-
Si f(z) = Σcn(≈ − a)" i w € S , el teorema anterior diu que limz→w f(z) =

f(w) , si z s'acosta a w dins de Sm . En particular , això és cert si z tendeix a w

radialment, és a dir, lim,→ 1 f(rw) = f(w) . Si w és interior a S, és a dir , si hi

ha un arquet centrat en w tot ell dins de S, llavors ƒ és contínua a w (perquè

tot un entorn de w contingut a D(a , R) és dins de Sm) . En particular , si S és

tot el cercle C(a , R) , ƒ és contínua a tot el disc tancat .

El teorema d'Abel dóna un mètode de suma de sèries aplicat de la mane-

ra següent . Suposem que cn és una sèrie numèrica convergent i que volem

calcular-ne la suma; considerem la sèrie de potències enz . Com que con-

vergeix per a z = 1 , aquesta sèrie té radi de convergència R≥ 1 i hom té

Спр
ы

lim Σcr" =Σ
r→ 1, r < 1

=

n

Σcn.

n

En el cas que R > 1 això és cert perquè la funció suma és contínua al disc

obert de convergència, i si R 1 , ho garanteix el teorema d'Abel . El problema

d'avaluaren s'ha convertit en el problema d'avaluar cr i després calcular

un límit , i pot semblar que encara hem complicat més el problema . El punt

està, però, en el fet que pot resultar més fàcil calcular cnz" per a | z❘ < 1 ,

utilitzant els recursos de la derivació complexa , que veurem més endavant , i les

operacions amb sèries de potències en general , que no pas

canvi , que pot existir lim,-1 Cnr sense que la sèrie

Per exemple, si cn = (-1) " , és

limΣ
r→1

n=0

1

Cn
r
n

1

= lim

r→11 + r

=

2

cn. Observem, en

cn sigui convergent .

Exemple 2.21 . La sèrie ( 1)" és convergent perquè és una sèrie alternadaΣ

n≥1

n

amb terme general de valor absolut decreixent cap a zero. Considerem la sèrie

de potències Σ (-1) ; en l'exemple 2.34 , utilitzant la derivació complexa ,

veurem que la seva suma és - Log( 1 + z ) per a z < 1. Ara, pel teorema

n



66 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

d'Abel, tenim

(−1)n
=

n r→1
lim Σ

(-1)n n
-

= − lim Log( 1 + r) = − Log 2.
-

n

n>1 n>1

r→1

En un punt z ‡ −1 , | z | = 1 , la sèrie Σ (-1)" 2" també és convergent d'acord

amb el criteri de Dirichlet, perquè

n

Σ(-1)*2*

k=1

=

El teorema d'Abel ens dóna, ara,

(-1)n
zn

n
n=1

n

2-
(−1)n+ 12n+ 1

1+ z 1 + z

=
-Log(1 + z) , | z | = 1 , z ‡ −1 .

És a dir, si 0 € [0 , 2π] , 0 π i posem z = ei , obtenim les fórmules‡

(−1)" cos no
= -

Log | 12| Log √2 + 2 cos 0

n=1

n

(-1)" sinno
A

= -
Arg(1 + z) =

= -
— Arg( 1 + e¹®)

=

2η
n=1

Per al valor particular 0 =

π

igualtat

, (zi), la segona fórmula es converteix en la

(-1)m π

2m + 1

=

4

m=0

2.4 Derivació de funcions de variable complexa

Per a aprofundir més en l'estudi de les propietats de les funcions de variable

complexa cal estendre el càlcul diferencial al camp complex. Això és el que fem

a continuació.

2.4.1 Funcions holomorfes

Definició 2.22 . Si U és un obert del pla i f és una funció complexa definida

a Uia EU, direm que f és C-derivable en el punt a si existeix el límit

ƒ(z) − f(a)
-

lim = lim

h→0

f(a + h) − f(a)
-

=
= f' (a) .

hza, zЄU z - a

El número complex f' (a) s'anomena derivada (complexa) de f en el punt a.
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La definició és , doncs , anàloga al cas de funcions de variable real i f' (a) té

el mateix significat: mesura el grau de variació de ƒ a l'entorn del punt a. Cal

observar, però, que ara l'increment h pren valors complexos . Enunciat d'una

altra manera, el fet que ƒ sigui C-derivable en a vol dir que hi ha un número

complex a tal que els increments ƒ(a + h) − f(a) poden aproximar-se fins al

primer ordre per ah, és a dir,

-
f(a + h) − f(a) = ah + o(h) ,

-

o(h)
lim

h→0 h

= 0. (2.12)

En particular, resulta que si ƒ és C-derivable en el punt a, ƒ és contínua en a.

Definició 2.23 . Si la funció f està definida a l'obert U i és C-derivable a tots

els punts de U, direm que ƒ és holomorfa a U. Representarem per H(U) el

conjunt de les funcions holomorfes a U. Les funcions holomorfes a tot el pla

complex s'anomenen funcions enteres.

€

Si fЄ H(U) , llavors queda definida a U la funció derivada (complexa) de ƒ,

que indicarem per f' i que val f' (z ) a cada punt z Є U. Per exemple, si n és

natural, la funció f(z ) = z" és C-derivable a tot punt a , amb derivada ƒ' (a) =

nan-1 perquè

zn - an
-1

=

Z a

té límit nan- 1

perquè

+ zn-2a + zn−3a2 + zan−2 + an− 1 ,

=

quan z → a . La funció f(z ) = z no és C-derivable a cap punt

f(z) = f(a)

-
Z α h

=
9

z - a
- a h

i si z s'acosta a a horitzontalment , és a dir , z = a + h, hЄ R, aleshores el

quocient val 1 , mentre que si z s'acosta verticalment a a, és a dir , z = a + ih,

h Є R , llavors el quocient anterior val -1 . En el cas de la funció ƒ (z ) = | z | ² , el

quocient incremental és

|ah|2 = | a |2
-

= a + a + h.

h

h

h

Si h és real, el seu límit quan h → 0 és a + a, iaa sih és imaginari pur;

si ƒ és C-derivable en el punt a, aquests valors han de coincidir i llavors a = 0.

Com que en a = 0 trivialment el límit anterior quan h → 0 val zero, concloem

que la funció només és C-derivable en el punt a = 0.

Aquest exemple mostra la diferència entre el cas complex i el cas real. En

el cas complex , imposar l'existència del límit que defineix la derivada és quel-

com molt restrictiu perquè hi ha una infinitat de maneres d'acostar-se a a: per
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rectes horitzontals , per rectes verticals , inclinades o al llarg d'una espiral o de

qualsevol corba que acabi en a. Això farà precisament que les funcions holo-

morfes en un domini tinguin propietats molt més bones que les seves anàlogues

reals, les funcions de variable real derivables en un interval .

Exemple 2.24 . La funció exponencial e² és holomorfa i coincideix amb la seva

derivada. Això és immediat aplicant la definició , perquè

lim

h→0

ez+h

h

-
ex

-

= e² lim

h→0 h

1

= e².

Es tracta, doncs, d'una funció entera que estén la funció exponencial de variable

real a tot el pla. Si tenim en compte les definicions (2.5) i el fet que les regles

habituals de derivació també valen en el cas complex, resulta que les funcions

sin z , cos z també són funcions enteres i (sin x )' = cos z , (cos z ) ' = − sin z .

Comparem ara la definició de funció C-derivable amb la de funció diferen-

ciable , considerant ƒ : U → R² com a funció de dues variables reals . Recordem

que ƒ és diferenciable en el punt a si hi ha una aplicació R-lineal de R2 a R2

-la diferencial df(a)- tal que

-
f(a + h) − f(a) = df (a)h + o(h) , a, hЄ R² ~ C.

Si comparem amb (2.12) , resulta que ƒ és C-derivable en a si i només si és

diferenciable en el sentit real i la diferencial df (a ) és de la forma df(a)(h) = ah

amb a C. Ara bé, segons hem vist en la proposició 1.9, les aplicacions

R-lineals de R² en R2 que són d'aquesta forma són exactament les que són

C-lineals . Així, tenim la primera part del teorema següent :

Teorema 2.25. La funció f, definida en un entorn del punt a Є C, és C- deri-

vable en a si i només si és diferenciable en a i la diferencial df (a) és C-lineal.

Si f = u + iv amb u i v reals i f és diferenciable en el punt a, aleshores f

és C-derivable en a si i només si es compleixen, en aquest punt, les equacions

següents:

Ux = Vy,

Այց = -Vx •

Les equacions (2.13) , en les quals hem posat ux = 0 , Uy

ди

მე

i
მა

Vy
=

მყა
s'anomenen equacions de Cauchy- Riemann.

=

(2.13)

ди

მყა

Vx =

8
1
8

მა

მ
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Demostració. Ja hem vist , després de la proposició 1.9 , que una matriu A

(aij)i,j=1,2 és la matriu d'una aplicació C-lineal , és a dir , de la forma h → ah,

a Є C, si només si

a11a22,

a12 = -a21 ,

i llavors és a = a11 + ia21 . En el cas de l'aplicació df(a) , amb f = u + iv, la

seva matriu és la matriu jacobiana de f, és a dir , a11 = ux, а21 = Vx , α12 = Uy ,

A22 = Vy.

Una altra manera de deduir les equacions de Cauchy-Riemann és la se-

güent : el límit del quocient incremental ha de ser f ' (a) en totes les direccions.

Si l'increment h és real , el límit

lim

h→ 0

f(a + h) − f(a)
-

h

val of (a) = ux (a) +iv, (a) , mentre que si l'increment h és imaginari pur,

és

lim

y→0

f(a + iy) − f(a)

iy

-
af

= ·i·

მყ

- (a) = −i (uŋ(a) + ivy(a)) .

h = iy ,

Si igualem les parts reals i les parts imaginàries , es dedueixen les equacions de

Cauchy-Riemann. Observem que hem vist també que, si ƒ és C-derivable en a,

aleshores

f'(a) = ux(a) + ivx (a)
=
af

(a)
მუ

= ·i·

o
f

(a).

მყ

Així mateix, si Jf és la matriu jacobiana de ƒ, resulta

det(Jƒ(a)) = u (a)² + vx (a) ² = \ f' (a) |² .

Si ara reprenem l'exemple de la funció f(z) 1212 x² + y², veiem que= =

ƒ és diferenciable a tots els punts , però les equacions de Cauchy-Riemann

donen 2x = 0 , 2y = 0 i , per tant , només es compleixen a l'origen .

Fem notar que si ƒ és holomorfa en un domini U i f' ( z ) = 0 , per a tot z € U,

aleshores ƒ ha de ser constant a U perquè ƒ és diferenciable amb df(z) = 0 ,

z EU. Aquest fet és la base del resultat següent:

Proposició 2.26 . Si una funció real f és C-derivable en un punt a, aleshores

df(a) = 0 i, per tant, tota funció real i holomorfa en un domini és constant. To-

ta funció f = u +iv holomorfa en un domini queda completament determinada

per la seva part real, llevat d'una constant imaginària pura.
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Demostració. Si v = 0 , les equacions de Cauchy-Riemann impliquen u (a)

vy(a) = 0, uy (a ) = −vx(a ) = 0 i , per tant, df(a) = 0 .

=

La segona afirmació de la proposició anterior significa exactament que si

f = u + iv , g = u + iw són funcions holomorfes en un domini amb la mateixa

part real, llavors és f = g+ic, amb c Є R. La primera afirmació de la proposició

també es compleix , és clar , si u = 0, és a dir , si ƒ és holomorfa i només pren

valors imaginaris purs.

=
Com a corollari del teorema 2.25 , resulta que si f u + iv té derivades

parcials ux, uy , Vx, Vy en un entorn del punt a que són contínues en a (de manera

que ƒ és diferenciable en a) i es compleixen les equacions de Cauchy-Riemann

en a, aleshores ƒ és C-derivable en a .

2.4.2 Funcions holomorfes i conformalitat

Comencem aquest apartat repassant el significat geomètric de la diferencial

d'una aplicació f : U Rn diferenciable en un obert U CR", n > 2. Recordem

que la diferencial de ƒ en el punt a, df (a) , satisfà

lim

h→0

-

|f(a + h) − f(a) — df(a) (h) |

|h |

= 0 .

Si y : I → U, on I és un interval de R, és una corba diferenciable (amb tangent

a tots els punts) que passa per a , posem a = Y(0) , la composició f o y és

una corba diferenciable que passa per ƒ(y(0) ) = f(a) ; el seu vector tangent en

aquest punt és

n

d

(foy)(t) = Σ

af

·(v(t)) ·vi (t) = df(a) (v′ (0)) .
dt

Jxi
It=0 i=1 t=0

És a dir, df(a) és l'aplicació que a cada vector tangent en a a una corba li

assigna el vector tangent en f(a) a la corba imatge.

Definició 2.27 . Una aplicació diferenciable f : U → Rº es diu→ Rn es diu que és conforme

en el punt a Є U si df(a) és invertible i preserva els angles orientats .

D'acord amb la definició 1.8 (estesa a R" ) , això significa que l'aplicació line-

al df(a) és , ella mateixa, conforme. Si tenim en compte el significat geomètric

de df(a) , el fet que ƒ sigui conforme en a vol dir que si dues corbes 71 , 72 que

passen per a es tallen amb un angle a , llavors les corbes imatge fo71 , foy2 es

tallen en f(a ) també amb angle a (fig . 2.5) , entenent , és clar , que l'angle entre
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dues corbes en un punt comú és l'angle entre les seves tangents en aquest punt.

72

f

γ1

f(12)

f(71)

Figura 2.5

En el cas n = 2 , la proposició 1.9 ens diu ara que ƒ és conforme en a si i

només si és C-derivable en a i f' (a) 0. En aquest cas , si la corba y té vector

tangent ' (0) = C en a = y(0) , el vector tangent de foy en f(a) és

‡

(f o Y ) ′ ( 0 ) = f (a) (0) ,

que s'obté de y′ (0) multiplicant per f' (a)
=

\ƒ' (a) | · e¹º , és a dir , girant un

angle i dilatant amb un factor f' (a) ] . Si tots els vectors tangents giren igual ,

és evident que es preserven els angles orientats. Analíticament , per a dues

corbes 71 , 72 , la igualtat

(ƒ ¤ ¥1 ) ' (0)(ƒ ° ¥2) ' (0) = \ ƒ' (a) | ²✅{ (0) · ½(0)

expressa la invariància dels angles .

Exemple 2.28 . Considerem la transformació f (z ) = e² ; com que f' (x) = e² ‡0 ,

ƒ és conforme a tots els punts . La recta horitzontal y = yo es transforma en

la semirecta xexeiyo , la recta vertical x = xo es transforma en el cercle de

centre 0 i radi eo . Les rectes horitzontals i verticals es tallen en angle recte, i les

seves imatges, també. Una recta amb pendent m, y = mx, que talla les rectes

horitzontals amb un angle a = arctanm , es transforma en la corba x → exeexeimx

que és una espiral (fig . 2.6) . En un punt P = eª¸imæ = f ( ( 1 + im)x) , l'espiral

té tangent (1 + im)exeimx , que amb la semirecta que surt de l'origen i passa

per P forma també un angle a.

exeimx
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α

f

α

P

Figura 2.6

Les aplicacions que preserven la magnitud dels angles però en canvien

l'orientació s'anomenen anticonformes.

D'acord amb la proposició 1.12 , podem dir ara que si ƒ : U → Rn és di-

ferenciable a l'obert U de R" , llavors ƒ és conforme o anticonforme a U si i

només si per a cada x € U, és df(x) = \(x)O(x) amb O(x) matriu ortogonal i

A(x) > 0. Prenent determinants resulta

det(Jf (x) ) = det df(x) = X(x) " det O(x) = ±λ(x)"

i per tant , automàticament , \(x ) = |detJƒ (x) | ¹/n .

A més de les transformacions lineals T del tipus XO, amb O una trans-

formació ortogonal, els principals exemples de transformacions conformes o

anticonformes a Rn són les inversions respecte d'esferes de les quals parlarem

en el capítol 8 en el cas del pla. En dimensió n = 2, hem vist que qualsevol

transformació donada per una funció holomorfa, per exemple e², cos z , sin z , ...

és conforme. Per tant, hi ha una gran quantitat de transformacions conformes

si n = 2, més enllà de les lineals , les inversions i les seves composicions . En

canvi, si n > 2 , només hi ha aquestes.

Teorema 2.29 (Liouville) . Si U és un domini de Rn amb n ≥ 3 i la funció

f : U → Rn és de classe C¹ i preserva la magnitud dels angles , llavors ƒ és la

restricció a U d'una transformació de Rn en si mateix que consisteix en una

composició finita de transformacions ortogonals, dilatacions i inversions.

Aquest és un teorema difícil de provar. Per a ƒ amb més regularitat , per

exemple si ƒ té derivades parcials de tercer ordre contínues, es pot trobar una

prova a [2 , pàg. 105] .
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2.4.3 Regles de derivació i antiderivació complexes

Utilitzant tan sols la definició de derivada , exactament igual que en el cas de

funcions de variable real , és fàcil comprovar que valen les regles habituals de

derivació de sumes, productes i quocients. Així, si fƒ , g tenen derivada complexa

en el punt a, també en tenen ƒ + g, fg i el quocient f/g sempre que g(a) # 0

i hom té

(f + g)' (a) = f'(a) + g′ (a)

(fg)' (a) = f' (a)g(a) + ƒ(a)g′ (a)

(4)' (a)

=
ƒ' (a)g(a) — ƒ(a)g′ (a)

-

g(a)2

=
f' (g(a))g' (a) , quan g ésLa regla de la cadena també val : (fog) ' (a)

C-derivable en a i ƒ ho és en g(a) . Observem que la regla de la cadena també

es dedueix de la regla de la cadena general per a funcions diferenciables en el

sentit real, perquè la composició de les aplicacions lineals que consisteixen a

multiplicar per g' (a) i f' (g(a) ) és l'aplicació que consisteix a multiplicar pel

producte f' (g(a))g′ (a) .

...

...
Així, tot polinomi P(z) = co + C₁z + C2z² + ··· + cnzn en la variable z és

una funció entera i P' (z) = c1 + 2c2z + ··· + ncnzn- 1 . Tota funció racional de

la variable z , R(z) = P(z) /Q(z) és holomorfa a tots els punts que no són zeros

de Q (suposant que l'expressió de R és irreductible) .

També, exactament igual que en el cas real, es prova que si ƒ és C-deri-

vable en el punt a , bijectiva en un entorn de a amb f-1 contínua en el punt

f(a) i f' (a) 0 , aleshores la funció inversa f- ¹ , és C-derivable a f(a) amb

derivada (a) (més endavant veurem que si ƒ és bijectiva en un entorn de a ,

automàticament f' (a) 0) . En particular , resulta que si g és una determinació

contínua del logaritme en un entorn del punt b, aleshores g és C-derivable a b

i té derivada g' (b) = . Donem la prova per a aquest cas: si a = g(b) , z és

proper a b , i w = g (z ) , hom té b = eª , z = ew i el quocient incremental s'escriu

-
g(z) − g(b)

z - b

=

1

ew-ea

w-a

1
que té límit = 1 , quan z → b (w → a) .b

Com que, localment, tota determinació del logaritme d'una funció ƒ que

no s'anul·la en un obert U (vegeu la definició 2.4) s'obté component ƒ amb

una determinació del logaritme principal en la imatge de f, es dedueix de la
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regla anterior i de la regla de la cadena que si ƒ és holomorfa i sense zeros a Ui

existeix una determinació h del logaritme de ƒ, aleshores h és també holomorfa

a U i té derivada h′ = . De la mateixa manera, tota determinació g d'una

potència fa és també holomorfa i té derivada g' af'g/f (que és perillós

escriure com af'fa-1).

f'

=

=

Igual que en el càlcul diferencial real , podem considerar també la noció

d'antiderivada o primitiva complexa. Si h és una funció contínua definida en

un obert U, una antiderivada o primitiva holomorfa de h és qualsevol funció f

holomorfa a U, tal que f' (z) h(z), si z EU. Més endavant estudiarem

detalladament aquesta relació i veurem, en particular, que només les funcions

holomorfes poden tenir primitives holomorfes (és a dir, si h = f' amb ƒ holo-

morfa, llavors h és holomorfa) . De moment ens limitarem a destacar algunes

relacions de derivació/antiderivació entre les funcions que fins ara han aparegut .

Evidentment , les primeres relacions que cal destacar són

f' (z) = 0 si i només si f(z ) = c,

f' (z) = g' (z ) si i només si f(z ) = g(z ) + c,

c constant

c constant

si les igualtats tenen lloc per a tot punt z d'un domini del pla. Això significa

que si h té una primitiva holomorfa a U, f, f(z) + c és l'expressió general de

totes les primitives holomorfes de h a U.

Donant per sobreentès el domini que estem considerant , posarem

Jhdz = f(z) + c

per a designar la primitiva holomorfa general de h . El perquè de la notació

integral s'explicarà en les seccions següents . Així, escrivim

=

2n+1

n +1

+ c↔ (zn+1) ' = (n + 1)zn
に

zn dz

Jea[e³ dz =

e² dz = e² + c ← (e*)' = e²

/s

sin z dz = cos z + c,

Ico

cos z dz = sin z + c, etc.

Cada regla de derivació es pot reescriure com una regla d'antiderivació . La

regla de derivació del producte equival a la regla d'antiderivació per parts

- fg'dz.
[ f'gdz = fg-
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Per exemple,

Log z dz
=

JLog zLogz - √ z(Log z)' dz

La regla del canvi de variable

zLogz - z + c.

[f(z)dz = (z =g(w)) = ff(g(w) )g' (w)dw

correspon a la regla de la cadena. Per exemple,

Iwew²

dw = (z = w²)

1 1

= ez dz = ez + c =

2 2

૨

+ c .

2.4.4 Els operadors i a

En la secció 2.1 hem preguntat com es pot reconèixer si un polinomi en x, y ,

amb coeficients complexos , és realment un polinomi en z . Podem utilitzar , ara,

les equacions de Cauchy-Riemann per a respondre aquesta qüestió . En primer

lloc introduirem els operadors diferencials d = 3 id = definits per

a

az

=

1 a

-

2 მუ

i

af af

a

"

a 1

= -

მყ az 2

მ

(

მ მ

+ i

მე მყ

que es poden aplicar a tota funció f que tingui derivades parcials de primer

ordre . Observem que aƒ = ƒ si ƒ és real . Si posem dæ, dy en termes de

dz = dx +i dy i de dz = dx- i dy, aquests operadors són els que apareixen com

a coeficients de dz i dz en la diferencial d'una funció

df
=
af af

dz + dz,

az az

expressió que s'obté substituint dx =

af

მთ მყ

(dz + dz) , dy = (dz – dz) a df
- =

of dx + 3 dy. És immediat comprovar que, inversament , els operadors de

derivació parcial i s'expressen en termes de ở i ☎ mitjançant

მმ

Əx მყ

მ მ მ მ მ მ

= +

Əx az az'

= i -
i

მყ az Əz

El motiu principal d'introduir aquests operadors és que les equacions de

Cauchy-Riemann es condensen en una única equació (amb coeficients com-

plexos) , que és

af
= 0.

az
(2.14)
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=
Això és immediat de comprovar perquè posant f u+ iv i suposant ƒ diferen-

ciable , les equacions (2.13) són equivalents a

af

მყ

af
= i

მთ

af af

+ i

მე მყ

af
= 0 == 0.

az

Així doncs, la funció ƒ , suposada diferenciable , és C-derivable en el punt a si i

només si satisfà of (a) = 0 i, en aquest cas, és f' (a) = 3 (a) .

El formalisme que s'obté utilitzant aquests operadors és com si z , z fossin

un altre sistema de coordenades. Llavors les funcions holomorfes són les que no

depenen de zi , en aquest cas, la seva derivada complexa és la derivada respecte

de z . Així, per exemple, si componem dues funcions diferenciables f (z) , g(w)

(no necessàriament holomorfes) i posem h = go f, resulta

Әһ

მა

=
Əg af

+

მას მ

Əg af

მას მ

Әһ
Əg af ag af

= +

az მი მz Əw Əz

Quan f i g són ambdues holomorfes, aquestes equacions es redueixen, és clar ,

a la regla de la cadena h' (z ) = f' (z)g' (w) . Si y(t) és una corba diferenciable

i posem h(t) = f(y(t) ) amb ƒ diferenciable , la regla de la cadena pot expressar-

se en la forma

h' (t) =
=
af

Əz (v( t) )y' (t) + az
(y (t) )y' (t) .

En particular, h' (t) = f' (y(t) )y' (t) si ƒ és holomorfa. Ara podem enunciar:

Teorema 2.30 . Per a un polinomi P(x, y) són equivalents :

a) P és un polinomi en z.

b) P és una funció entera.

ӘР

c) Es compleix l'equació = 0 a C.

=

Demostració. Només la implicació c) ⇒ a) necessita un comentari . Considerem

el polinomi auxiliar Q (z , w) de dues variables formals z , w definit per Q(z , w)

P (z+w, zw). Observem que la substitució w = z dóna l'expressió de P en

მ Q

მ uo

1
=

글 (

ӘР ӘР ӘР

მმე + ion) = OP. Si esმყ
termes de z , z . Per la regla de la cadena , és

compleix c) , llavors Q no depèn de w, i , per tant, P és un polinomi en z.

Observem que les equacions de Cauchy-Riemann per a P ja han aparegut

a (2.1 ) .
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2.5 Funcions analítiques de variable complexa

2.5.1 Derivació de sèries de potències

Considerem una sèrie de potències Σcn (z - a)" centrada en el punt a € C

n

amb radi de convergència R > 0. El disc D(a , R) és l'obert més gran en el qual

la sèrie és convergent , i la funció f (z ) = Σcn (2− a)" és una funció contínua en

n

-

aquest disc . Ara veurem que ƒ(z) és holomorfa al disc D(a , R) i que també és

la suma d'una sèrie de potències , precisament de la sèrie de potències derivada

de cn (z - a)" , que és la sèrie que s'obté derivant cadascun dels seus termes ,

n

és a dir, la sèrie

Σnen(z - a)n - 1 .

n

Observem que aquesta sèrie derivada també té radi de convergència R perquè

lim sup(n | cn | ) ¹ /n = lim sup | cn | ¹ /n ,

ja que lim, n¹/n = 1.

n n

Teorema 2.31 . Si la sèrie de potències Σcn(z − a)" té radi de convergència

R > 0, llavors la funció f(z)
=

n

-

Σcn(z - a)n és holomorfa a D(a , R) i té

n

derivada f' (z) = Σncn (z − a)n - ¹ en aquest disc .

n

-

Demostració. Fixem z Є D(a , R) . Donat ɛ > 0 , cal veure que

f(w) − f(z)
-

พ – z

-

Σnen(z - a)n - 1

n

(2.15)

té mòdul més petit que ε per a w prou proper a z . Amb un N que ja deter-

minarem, trenquem ƒ(z) = Sn(2 ) + RN(2) = Σ Cn (z − a)n + Σ Cn (z − a)n

N

n=0

-

n>N

i escrivim l'expressió (2.15) com a suma de tres termes, I + II + III ,

SN(W) -SN(z)

-
พ – z

El darrer, III , és

-

N

-1

Σnen(2− a)n - 1) - Σnen (z − a) " - 1 +
n=0

-

n>N

по -

-

RN(w) -RN(z)

w - z

Σ cn ((w− a)n −1 + (w − a)n− ² ( z − a) + · · · + (w − a) (z − a)n−² + (z − a)n− 1) .

- - - -

n>N
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- -

Si │z − a | < p < R i ja suposem també que | w – a | < p , tindrem | III | ≤

Encnp -1 ; com que aquesta suma és el residu d'una sèrie convergent , po-

n>N

3dem triar N de manera que | III | < § ( això, tant si w és a prop de z com si

no; només cal que |wa| < p) . Podem suposar també que N és prou gran per

tal que el segon terme, II , compleixi | II | < § , perquè també és el residu d'una

sèrie convergent. Finalment, podrem aconseguir | I | < per a w prou proper

a z, perquè es tracta senzillament de la derivada d'un polinomi .

Aplicant reiteradament el teorema 2.31 , veiem que de fet ƒ és indefinida-

ment holomorfa, és a dir, té derivades complexes de qualsevol ordre , al disc

obert D(a, R) . Si indiquem per f(n) la n-èsima derivada complexa de ƒ i fem

z = a en l'expressió de f(n) ( z ) que s'obté derivant terme a terme, n vegades ,

la sèrie Σcn(z − a) ” , resulta ƒ(n) (a) = n!cn . A fortiori, el desenvolupament

de ƒ en sèrie de potències és , doncs ,

-

f(2) =Σ

f(n) (a)
-

(z − a)” , | z − a| < R,
n!

n>0

que és, formalment , igual que el desenvolupament de Taylor . Així hem vist :

Proposició 2.32 . Sigui f : D(a , R) → C. Si existeix una sèrie de potències

-

-

Cn(z − a)n , convergent en aquest disc, de manera que

n=0

f(z) = Σ cn (z − a)",

-
| z − a| < R,

n=0

aquesta sèrie és única. De fet, f és indefinidament holomorfa i els coeficients cn

estan determinats per f mitjançant les relacions

Сп

f(n) (a)
=

n = 0, 1 , 2 , ...

n!

Si es compleixen les hipòtesis de la proposició 2.32 , direm que ƒ és desen-

volupable en sèrie de potències al disc D(a , R) , respecte del centre a. La pro-

posició 2.32 significa que en una igualtat entre sèries de potències es poden

identificar els coeficients, com en el cas dels polinomis: si la igualtat

-
co + C1 (z − a) + c2 (z − a)² ++ ··· + cn (z − a)" + · ·· =

...

= do + d₁ (z − a) +
-

-

d2 (z − a)² + ··· + dn (z − a)” +
- ... -

val per a z en un entorn del punt a, llavors ha de ser cn = dn, n = 0 , 1 , 2 , ...
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Si ƒ és desenvolupable en sèrie de potències, f(z ) = Σcn (z − a)" , també

ho és f' i f' (z)

=

n

-

Σ ncn(z - a)n-¹ . En el sentit invers , si ƒ és holomorfa

n=1

a D(a, R) i f' és desenvolupable en sèrie de potències ,

f' (z) = Σdn(z − a)" ,

-
|za | < R,

n=0

llavors ƒ admet el desenvolupament

f(z) = f(a) +Σ

dn

n +1

-
·(z − a)n+ ¹ , za < R.

n=0

ció

En efecte: el terme de la dreta d'aquesta darrera igualtat defineix una fun-

dn
g holomorfa a D(a , R) (perquè la sèrie (z - a)n +¹ té el mateix radin + 1

de convergència que Σdn(z − a)" ) que té la mateixa derivada que ƒ, g' = ƒ' ,

i que satisfà g(a) = f (a) ; per tant, g (z ) = f (z ) , si z Є D(a, R).

-

€

Derivant o antiderivant sèries de potències hom pot calcular les sumes d'al-

gunes sèries de potències o bé trobar el desenvolupament en sèrie de potències

de determinades funcions.

Exemple 2.33 . La sèrie

n≥1

n²z" té radi de convergència 1 i volem calcular-

ne la suma. Ho podem fer utilitzant el fet que coneixem la suma de la sèrie

geomètrica Σz" , que és , i observant senzillament que

2n -2

Σn²z″ = Σ (n(n − 1 ) + n) z” = z² Σn(n − 1) zn −² + z Σnzn−1

n≥1

-

n>2

- =

=

n>1 n≥1

1

2
2 1 222

+2

Z

1

=

Z 1 -
2 (1 - x)3

+

(1 - x)2

z (1 + z )

(1-2)3

De la mateixa manera podríem calcular la suma de P(n)z" sempre que P(n)

sigui un polinomi en la variable n.

-

Exemple 2.34. La funció Log (1 − z ) que , com sabem, està ben definida si

1 – z no és real negatiu, és a dir , si z no és real i més gran o igual que 1 , té

desenvolupament en sèrie de potències a l'entorn de zero . La seva derivada

és −1/ (1 − z ) , que té el desenvolupament - Σz" per a │z | < 1 i , per tant ,

resulta

Log(1 − z ) =
— =

Σ

2n+ 1

n + 1

= -

n≥0

Σ

(fig. 2.7) .

n>0 n≥1

χη

n

≈ < 1 .
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R = 1

Log(1 - z )

Z

Figura 2.7

Exemple 2.35 . Considerem ara la sèrie de potències

n=1

2n+1

n(n+1) , que conver-

geix a tot el disc unitat tancat D. Si f (z) és la suma d'aquesta sèrie , hom té

zn

f' (z) =
=

" │≈ | < 1 .
n

n=1

-
Si tenim en compte l'exemple 2.34 és, f' (z ) = - Log( 1 − z ) . Calculem ara les

antiderivades de Log(1-2) , integrant per parts ,
-

- /Log( 1 − 2) dz = (w = 1 − 2 ) = Log w dw

- -
= w Logw - w + c =

= -
= ( 1 − z ) Log ( 1 − z ) + z + c .

-

-
Per tant, f (z ) = ( 1 − z ) Log( 1 − z ) + z + c. Fent z = 0 veiem que c =

tant,

0 i , per

n=1

zn+1

n(n + 1 )

= -
· (1 − z ) Log(1 − z ) + z ,

-
≈ < 1. (2.16)

Pel teorema d'Abel (teorema 2.20) , com que la sèrie convergeix a tot punt z

amb z = 1 , tenim, si posem z = e'
i0

ei(n+ 1)0

=

n(n + 1)

lim[ (1 − re¹® ) Log( 1 − rei®) + rei®] .
-

r→1

n=1

-
Siz 1 , aquest límit val (1-2 ) Log(1-2) + z . Siz = 1 , ( 1 − r) Log(1 − r) → 0

→ 1 i el límit val 1. Així doncs, la igualtat (2.16) és certa per aquan r
-
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1

| z | ≤ 1 , z ‡ 1. Si z = 1 dóna Σ (n+1) = 1 , igualtat que és evident perquè

n(n+1) == - 1

2.5.2 Funcions analítiques

n =1

La idea de desenvolupament en sèrie de potències és la base per a la noció de

funció analítica.

Definició 2.36 . Una funció ƒ : U → C, definida a l'obert U del pla, s'anomena

analítica a U si, localment, és desenvolupable en sèrie de potències, és a dir,

si per a cada punt a Є U hi ha un disc D(a , 8) C U, 8 > 0, i una sèrie de

potències cnzn tal que f (z) : Σ cn (z − a)n si z € D(a, 8) .

n=0

=

n=0

−

n

Observem que tant el radi 8 com la sèrie cz" poden dependre del punt a.

Pel teorema 2.31 una funció f analítica a U és indefinidament holomorfa i

cadascuna de les derivades f(n) , n = 1,2 , ..., és també analítica a U. Més

endavant (teorema 4.9) veurem que, recíprocament, tota funció holomorfa en

un obert U és analítica a U i, per tant , indefinidament holomorfa. En la

definició 2.36 , el disc D(a , 8) pot ser en principi arbitràriament petit , però

veurem que de fet el desenvolupament en sèrie és vàlid al disc més gran possible

centrat en a i inclòs a U, que té per radi 8 (a) = dist (a , C \ U) .

=
Exemple 2.37. Una funció racional R = P/Q és una funció analítica a U

C\Z(Q) , on Z(Q) és el conjunt format pels pols de R (els zeros de Q) . En efecte ,

R és la suma finita d'un polinomi en z i de fraccions simples del tipus a · (z—b)−k,

on b és un dels pols de R, k Ni a és una constant . Per a una prova d'aquest

fet vegeu el teorema 5.13 . Per tant, és suficient que desenvolupem (z – b) -k al

voltant d'un punt a ‡ Z (Q) . Posem r = | a − b ] > 0. Si │z − a | < r ,|ab| > 0. |za| < r , utilitzem

la sèrie geomètrica per a escriure

1 1

Z b z - a - (b− a) a -

b--a

1

) (b − a)

Σ

-

(z - a)n

(b − a)n+1 °
n=0

-

Si derivem successivament aquest desenvolupament i utilitzem el teorema 2.31 ,

obtenim , per a k > 1,

1

–(z - b)k

=
(−1)k

(k − 1)!
-

Σ (2)
k %

-
(z — a)n -k

(b − a)n+ 1
-

=
(−1)k

(k − 1) !Σ (***)
k

n k (z - a)n

(b − a)n+k+1 *
-

n=0 n=0
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Si b₁ ,..., bм són els pols de R, el desenvolupament de R al voltant de a serà

vàlid al disc de radi 8(a) min{ a bj , j = 1 , ..., M} , la distància de a

a C \ U = Z(Q) .

= –

Per a desenvolupar una funció determinada en sèrie de potències , de vegades

és aconsellable desenvolupar prèviament la seva derivada.

-
Exemple 2.38 . La funció f (z ) = Log(1 − z ) és analítica a U = C \ [1 , +∞) .

En efecte , considerem prèviament f' (z ) = 211 , de la qual ja coneixem el seu

desenvolupament al voltant de 0. Al voltant d'un punt a qualsevol, a ‡ [1 , +∞ ) ,

tenim

1

-

1

z − 1 z − a − (1 − a)

-

(z - a)n

(1 − a)n+1 '

-
│z - a│ < │1 - a│ . (2.17)

n

-

-
Al disc D(a , | 1 − a ) existeixen determinacions de log ( 1 − z ) , tantes com deter-

minacions de log w a D( 1 - a , | 1 − a ) ; qualsevol d'aquestes determinacions , g,

tindrà un desenvolupament que obtenim integrant (2.17)

g(z) = g(a) ·-Σ

n=0

-
- a)n + 1

=
=g(a) ·

1 (z

n + 1 (1 - a)n + 1
n=1

-

(za)n

n(1 − a)n '

Considerem la determinació g que en a val Log( 1 − a) . Tindrem

g(z) = Log( 1 − a)
― -

Posem ara 8(a)
=

Σ

n=1

-

(za)n

n(1 − a)n '

| z − a│| < | 1 − a│ .

dist (a , [1 , +∞ ]) ; observem que 8(a)

-

= -

-

| 1 – a | , si Rea ≤ 1 i

8(a) = | Im a ≤ 1 - a si Rea > 1. Llavors Log(1 − 2 ) i g són determinacions

de log( 1 − z ) a D(a , 8 (a) ) que coincideixen en a i , per tant, són iguals i
-

Log(1 - z) = Log(1 − a)
- -

-

(z - a)n

n( 1 − a)n '

|za| < 8(a) ,

n=1

és a dir, que Log( 1 – z ) és desenvolupable en sèrie de potències al voltant

de a. Observem que quan Rea > 1 la sèrie que dóna el desenvolupament de

Log(1 − 2 ) en ❘z − a | < 8 (a ) és convergent en un disc més gran , el de centre

- -

a i radi | 1 — a . Si |za| <|1 − a ) , la sèrie
-

suma Log ( 1 - a)

1-

=

- -

n=1

(z-a)n
n(1-a)n converg

eix
i té

Log (exempl
e 2.34 canvian

t
z per a ) . Però1-2

a

-

Log(1 − a) + Log 12 no és sempre igual a Log(1 − z ) si Re a > 1 ; per exemple,
-

-a
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si a = 2 + i, z = 2 + ɛi , tenim 1-2
εί

= = 1+εί

1+i

-

=

té l'argument principal proper a- . Com que Arg(1 − a)

imaginària de Log(1 − a)+Log 1- és a prop de −7. En canvi ,

- - -

-

π

(1+ɛ)+i(e−1)

=

√2
, que

-3 , la part49

la part imaginària

de Log( 1 − z ) , Arg(1 − z) = Arg( −1 – ɛi) , és a prop de - només si ɛ > 0 , ja

que per a ɛ < 0 és a prop de π (fig. 2.8) .

i a

2

8(a) < | 1 − a|
-

8(a)

Figura 2.8

Quan tenim un polinomi en z, P(z)

— -

=

2 + εί , ε < 0

N

Σen(z − a)" , és un fet algebraic

-

trivial que P també és un polinomi en (z - b) , per a bЄ C ; senzillament posem

(z − a)n = (z − b + b − a)" i ho desenvolupem amb la fórmula del binomi de

Newton. No hi ha involucrades qüestions de convergència perquè la suma és

finita . En canvi, si tenim una sèrie de potències f (z ) = Σ cn(z - a)" amb radi

n

n=0

de convergència R > 0 i prenem un punt bЄ D(a , R) no és immediat que f

sigui desenvolupable a l'entorn de b, és a dir , que ƒ es pugui expressar en laf

forma f(z) = Σdn(z - b) " al voltant del punt b . Dit d'una altra manera, no és

evident que
la suma d'una sèrie de potències f(z ) = Σcn (z− a)” , z € D(a, R) ,

sigui una funció analítica a D(a, R) , el disc de convergència de la sèrie . Aquest

resultat és cert i és el contingut del teorema següent :

Teorema 2.39. Si f(z)
=

f(n) (b)

n=0

n!

n

-

Σ cn(z − a)n a D(a , R) i b = D(a, R) , la sèrie

n=0

-

(z – b)n té radi de convergència més gran o igual que R — | a — b | i es

―
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compleix

f(z) =Σ

f(n) (b) -
(z - b)n si z − b | < R – │a − b| .

- -

n!

n=0

Demostració. Tenim

f(n) (b)
=

Σ

(n + m) !

m!

·Cn+m (b − a)m ,
-

(2.18)

m=0

|f(n) (b) | ≤ Σ

m=0

(n + m)!

(la sèrie de potències de ƒ és absolutament convergent a D(a , R) ) . Prenem

r tal que | b – a | ≤ r < R. Aleshores , fent servir ( 2.19) i sumant per blocs

(proposició 2.8) , resulta

: |Cn+m || b — a| m
-

(2.19)
m!

f(n) (b)

n!

-

(r− |b − a )" ≤ Σ

n=0 n,m =0

=

-Σlck . Σ

(n + m)!

m !n!

-

k=0 m +n= k

(n + m)!

m !n!

-
- | Cn+m || b — a | m (r — | b — a |)” =

- -

·| b — a |™ (r — |b — a|) ” = Σ |ck|rk < +∞.

- -

k=0

-

·=

Això prova que la sèrie centrada a b té radi de convergència ≥ r− b — a| ; com

que r és arbitràriament proper a R, aquest radi és > R |ba| . Prenem ara

un punt z tal que z - b ≤r - b - a amb r < R. El mateix càlcul que acabem

de fer prova que la sèrie doble

Σcn+m

(n + m)!

m !n!
·(b − a)m(z — b)n

--

n,m

convergeix absolutament i , per la proposició 2.8 , per a calcular-ne la suma

podem agrupar els termes arbitràriament. Agrupant en m +n = k, com abans,

s'obté Σck(z - a)k = f ( z ) , mentre que sumant primer en m i fent servir (2.18)

k=0

s'obté la sèrie f(n) (b) (z − b)n .
n!

-

n=0

Aquest teorema també és conseqüència del resultat , ja enunciat , que diu

que tota funció holomorfa en un obert U és analítica a U (teorema 4.9) .
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2.6 Funcions analítiques de variable real i la seva extensió

complexa

El concepte de sèrie de potències i les nocions associades (dominis de con-

vergència, operacions amb sèries de potències, etc. ) poden plantejar-se en el

context d'una variable real motivat, en aquest cas, per l'aproximació mitjançant

els polinomis de Taylor . Recordem , primer, que una funció d'una o de diverses

variables reals es diu que és de classe CT , 1 ≤r +∞ , en una regió si hi té

derivades parcials fins a l'ordre r que són contínues .

Si f és una funció de classe CN en un interval obert I CRi a € I , la

fórmula de Taylor s'escriu

N

f(x) =Σ

f(k) (a)
-

(x − a)k + RN(x)
k!

k=0

-
on RÑ(x) = o ( |x − a|N) és el residu d'ordre N. Quan ƒ és de classe CN+ ¹ , hi

ha expressions explícites de RN (x) , com ara la de Lagrange,

RN(x) =

f(N+ 1 ) ($)

(N + 1)!

-
(x − a)N+ ¹ ,

amb & intermedi entre a ix. El sentit de tot plegat és que f(x) s'aproxima

N

pel polinomi de Taylor f(n)(a) (x − a)" i que l'error , RÑ(x) , es fa petit a

n=0

n!

-

mesura que N creix . De manera natural es planteja llavors , per a ƒ de classe

C∞, la qüestió de saber si RN(x) → 0 quan N → ∞ , és a dir, de saber si val

la igualtat

N

f(x) = lim

f(k) (a)
-

N-0 k!

(x − a) * = Σ ƒ(k)(a)
-

(x − a)k .
k!

(2.20)

k=0 k=0

Així és com s'arriba a la consideració de les sèries de potències de la variable

real x, cn(x - a)" . Per a aquestes sèries valen les definicions i els resultats

n=0

-

dels apartats 2.3.3 i 2.3.4 i també la versió corresponent del teorema 2.31 . Això

vol dir que a la sèrie Σ în (x − a)" li correspon un radi de convergència R de

manera que la sèrie convergeix a l'interval {x : x - a < R} i en ell defineix una

funció f(x) = Σcn(x − a)” , que té infinites derivades respecte de la variable

n

n

-

real x. Així mateix , ha de ser cn =

pressar f(x) com a suma d'una sèrie

de Taylor (2.20) .

f(n) (a)

n!
i, per tant, l'única manera d'ex-

de potències és mitjançant la seva sèrie
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Si la funció ƒ està definida en un interval obert I CR es diu que ƒ és una

funció analítica de variable real a I si es verifica la versió real de la definició 2.36.

Això significa, després del que hem dit , que per a cada punt a Є I hi ha un

8(a) > 0 de manera que (2.20) val a l'interval {x : x − a | < 8 (a ) } . En particular ,

si f és analítica a I, ƒ és de classe C a I.

En el càlcul infinitesimal, utilitzant precisament l'expressió de Lagrange per

al residu RN(x) , es proven les igualtats

xn

ex =

n!

n=0

sin x =Σ(-1)"

n=0

x2n+1

(2n + 1 ) ! '

∞

COS X =
Σ(-1)" .

x²
n

n=0
(2n)! *

Aquests desenvolupaments són vàlids a tota la recta R. Però la sèrie de Taylor

d'una funció ƒ no sempre convergeix a tota la recta , encara que ƒ sigui C∞ a

tot R. Per exemple,

1

1 + x²

=

Σ(-1)^22n

n=0

val només per a | x | < 1 , tot i que la funció és C∞ a R.

Totes aquestes consideracions podem fer-les , com dèiem, limitant-nos al

context d'una variable real. Ara bé, associar a una sèrie de potències real

n=0

- -
în(x − a)” , amb a Є R, în Є R , un interval de convergència (a – R, a + R)

és una limitació innecessària. En efecte , el que hem vist fins ara ja ens assegura

que sin(x - a)" convergeix per a | x − a│| < R, llavors la sèrie complexa

n=0

n=0

€Cn(z - a)" convergeix per a z Є D(a , R) . Això significa que el domini

natural de definició de les sèries de potències són els discos , no els intervals . De

la mateixa manera, el domini natural de definició de les funcions analítiques

de variable real no són els intervals IC R, sinó els dominis UCC simètrics

respecte de l'eix real. Veurem un enunciat precís d'aquest fet en el teorema 4.28 .

Aquesta extensió natural de les funcions analítiques de variable real al domini

complex ja l'hem vista en alguns exemples. Així, per a la funció exponencial

de variable real e* = hem definit la seva extensió complexa per
x
n

ez =

Σ

=
e (cos y + i sin y)

n!

si z = x+iy (apartat 2.3.5 ) . Anàlogament , per a les funcions trigonomètriques ,
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tenim

eiz + e-iz

COS Z=

2

0

(−1)nz2n

(2n)!

sin z=

ci
z
—

2i

e-iz

=

Σ(-1)

0

z2n+1

(2n + 1)! '

que són funcions analítiques a tot C, segons el teorema 2.39 .

P(x)

Q(x)

P(z)

Si partim ara, per exemple, d'una funció racional R(x) = on PiQ són

polinomis en x, de manera que R(x) és analítica a R \ Zo (Q) on Zo (Q) són els

zeros reals de Q (x) , la seva extensió complexa és la funció racional R(z)

que és analítica a C \ Z(Q) on Z(Q) és el conjunt de tots els zeros (complexos)

de Q en els quals P(z ) tingui un zero d'ordre inferior al de Q (o no hi tingui

cap zero).

=

Q(z)

A més a més, el punt de vista complex serveix per a comprendre millor

alguns aspectes que des d'una perspectiva real no poden explicar-se satis-

factòriament. Per exemple, considerem els dos desenvolupaments

1 1

en x =

=

1 - x
Σ

n=0

x
n

=

1 + x2

1

Σ(-1) ²n

2n

n=0

vàlids si | x| < 1. En el primer cas el fet que el domini de convergència si-

gui ( -1,1 ) no ens pot sorprendre perquè la funció , que té una singularitat

1 , només està definida a l'obert U = R\ { 1 } i el radi de convergència és

la distància del zero a Uc = { 1 } . En canvi , en el segon cas la funció està defini-

da a tota la recta R però el desenvolupament només és vàlid a (−1,1 ) . Ara bé,

si pensem en termes de l'extensió complexa 122 , ho entendrem millor: hi ha

singularitats en els punts z == ±i , a distància 1 de 0 , i això explica que el radi

de convergència sigui 1. Amb aquest punt de vista complex també s'aclareixen

immediatament altres qüestions . Per exemple, en quin interval convergeix el

desenvolupament en sèrie de potències de 12 al voltant d'un punt a € R? La

resposta és a l'interval de centre a i radi √1 + a² , que és la distància de a als

pols ±i de la funció 122 .

1

1

Com a últim exemple, considerem la funció

f(x) =
=

1

(1 + x² ) (4 − x² )

que és analítica de la variable real x a l'interval I = (-2 , 2 ) , però que té el

seu desenvolupament al voltant de 0 convergent només a l'interval ( −1,1 ) i

no a tot l'interval (-2, 2) . Aquest últim és el màxim interval centrat en 0

contingut al domini d'analicitat I, i la reducció és deguda, una altra vegada, a

les singularitats complexes del factor 1 +22 .

1
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El sentit que cal donar a tots aquests comentaris és que l'analicitat és ge-

nuïnament un concepte de variable complexa . En el món de la variable real,

els conceptes de funció R-derivable, de funció indefinidament R-derivable i de

funció analítica real són diferents . Hi ha funcions R-derivables que no ho són

indefinidament , per exemple |x| x , i hi ha funcions de classe C∞ que no són

analítiques reals , per exemple

Je-1/ 2 six #0

f(x) :
=

0 si r = 0.x =

En canvi, en variable complexa, veurem en el capítol 4 que els tres conceptes

corresponents: funció C-derivable (holomorfa) , funció indefinidament holomor-

fa i funció analítica complexa, són exactament el mateix . Per un abús de

notació, quan es parla de funcions de variable complexa, moltes vegades hom

es refereix a les funcions analítiques , i quan es parla d'extensions complexes de

funcions f(x) , definides per a valors reals de la variable x, hom es refereix a

extensions F(z) (és a dir , F(z ) = f(x) si z = x Є R) que siguin analítiques . Es-

tendre una funció ƒ (x) a una funció F(z ) sense aquest requeriment d'analicitat

és una trivialitat , posant senzillament

F(x + iy) = f(x) .

A més, hi ha una infinitat de maneres diferents d'estendre f; per exemple,

també serveix F(x + iy) = f(x) + iG(y) amb G arbitrària . En canvi , si ƒ(x)

és analítica real , l'extensió de ƒ a una funció analítica complexa és única .

Hi ha encara una altra noció de funció analítica, que és la de funció analítica

de dues variables reals. Una funció ƒ definida en un obert U CR²C, amb

valors reals o complexos, s'anomena funció analítica de variables reals a U si

per a tot punt zo (xo, yo) U hi ha un disc D(zo , r ) C U i una sèrie de

potències doble Cn,mxnym tals que

n,m

=

f(x, y) = Σ cn,m(x − xo)” (y — yo)™ si √(x − xo ) ² + (y − yo ) ² < r.

n,m =0

- - - -

Altra vegada, en aquest cas ƒ és de classe C∞ i el desenvolupament, que és

únic, ha de ser la sèrie de Taylor per a funcions de dues variables; és a dir ,

necessàriament

1

Cn ,m =

an+m f

·(xo , yo ) .

n !m ! ƏxnƏym

Evidentment, si ƒ és analítica en la variable z = x + iy, aleshores també ho és

en les variables x , y. Però , de la mateixa manera que no tot polinomi en x, y
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1

és un polinomi en z , el recíproc no és cert . Per exemple , 1 + 2 + y² és una funció

analítica de x, y a tot el pla que no és analítica en z a cap obert de C (perquè

en ser una funció real no constant no pot ser holomorfa a cap domini, segons

la proposició 2.26) .
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2.7 Exercicis

1. Proveu la igualtat lim →∞ (1+ )" = e² per a tot z complex, a partir de la

identitat :

n
n

(1 + 2/2) " =

-

n
= 1 + z + Σ ( 1

-
Р
-1 ZP

n n p!

p=2

=
2. Proveu que la funció cos z aplica la banda B {z: 0 < Rez < π} sobre el

domini U = C \ {x Є R : | x | ≥ 1 } de manera conforme i injectiva . Expresseu

la funció inversa en termes de la funció logarítmica.

3. Proveu que els números complexos z 0 tals que z només pren valors reals

estan situats sobre un conjunt numerable de rectes paral·leles a l'eix d'or-

denades i que a sobre de cadascuna d'aquestes rectes hi ha infinits números

amb aquesta propietat.

4. Si v(t) = reit , 0 ≤ t ≤ 2π , г > 0 , i hw ( z ) = Log ❘z — w❘ , proveu la igualtat

γ

-

huds = 2xr Log(max(r, [w] ) ) .

5. Sigui ƒ la funció holomorfa definida al disc unitat D per ƒ (z ) =
=

n=1

z2n
2n - 1

2n- 1 .

Proveu que ƒ és injectiva a D i ƒ (D ) = { z € C : − π/4 < Im z < π/4} .

E
-

—

6. Calculeu, per a t Є [ −π, π] , la suma de les sèries següents :

a)

sin nt

n=1
n

b) Σ(-1)"

n=2

cos nt

n2 1-

7. Sigui I
=

2π

Log 1 - we" dt, amb w € C. Proveu que I = 0, si |w | ≤ 1 ,

i I = 2π Log | w , si w > 1.

8. Sigui f(z)
=

n

vergència R > 0 i f' (0) = c₁ 0. Proveu la igualtat

cnzn la suma d'una sèrie de potències de radi de con-

-

| f( z ) − f(w) | = | z − w|| Σ cn (zn − 1 + zn −²w +

... + zwn-2
+ wn− 1 ) |

n=1
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per a z, w Є D(0, R) i , com a conseqüència, que ƒ és injectiva al disc D(0, r)

si 0 < r < R, i , a més, es compleix

Σn | cn |rn- ¹ < / c1 | .

n=2

Σcnzn la suma d'una sèrie de potències de radi de con-

n

vergència R > 0i0 < r < R. Proveu:

9. Sigui f(z)
=

a)

2π
1

2π
|f(reit) |2

dt =
Σlen12p²n

n

b)

Feu servir aquesta igualtat per a deduir que una funció holomorfa i aco-

tada a tot el pla ha de ser constant (teorema de Liouville) .

1

=π √√
D(0,r)

|f'(z ) |² dxdy = Σn| cn | 2p²n ,

n

on z = x + iy . Si , a més , ƒ és injectiva, llavors l'expressió anterior és

l'àrea de ƒ(D(0, r)) .

10. Trobeu l'expressió de les equacions de Cauchy-Riemann en coordenades po-

lars .

11. Si f(z ) = cnzn , | z | < Ri 0 < r < R, sigui L(r) la longitud de la corba

n

imatge per ƒ de la circumferència { reit : 0 ≤t ≤ 2π} . Proveu la desigualtat

L(r) ≥ 2πr | ci | .

12. Sigui f(z ) = Σcnz" amb radi de convergència R > 1i z = x + iy . Proveu:

n

a)

[ [ If (2 ) ² dx dy = n15 12

π

n

|cn|2

n + 1

b)

[ [ \ ƒ ( 2 ) \ * dx dy = x
= π Σlcn12

n

2
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13. a) Proveu que la funció arctan z = tan
tan- 1 z amb tan z =

minació holomorfa al disc unitat i trobeu totes les seves determinacions .

sinz té una deter-
COS Z

b) Desenvolupeu en sèrie de potències al voltant del zero la funció

f(z) = z arctanz - Log √1 + z² ,

indicant el radi de convergència, on arctan indica una determinació de

tan-1 i on es pren la determinació principal de l'arrel quadrada.

c) Estudieu el comportament de la sèrie anterior a la frontera del disc de

convergència i expliqueu quina relació hi ha entre la seva suma i la fun-

(-1) +1

ció ƒ. Calculeu 2n(2n- 1) *

n=1

14. Per a cada a Є D definim fa (z)

Z - a
=

Proveu que fa és injectiva a D,
1- āz

holomorfa en un entorn de D i compleix fa (D) = D , fa (D) = Di ƒã¹ = ƒ- a,

a D.

a

15. Si f(z) = Cnz" per a z❘ < R, proveu que per a 0 < r < R es compleix

n

M(r)

|cn| ≤
=

" n = 0 , 1 , 2 , ...

рп

on M(r) = sup{ |f (z ) | : | z | = r} (desigualtats de Cauchy) .

Deduïu d'aquestes desigualtats que si R = +∞ , llavors hom té carn ≤

2M(2r) , per a tot r > 0 .

n

16. Proveu que la funció ƒ(z ) = √ |xy | , z = x + iy, compleix les equacions de

Cauchy-Riemann a l'origen però no és C-derivable en aquest punt .

17. Proveu que si P és un polinomi , llavors els zeros del polinomi derivada P'

estan tots a l'embolcall convex del conjunt de zeros de P. Com a indicació ,

proveu que si tots els zeros de P estan en un semiplà, aleshores els zeros de

P' també estan en el mateix semiplà .

18. Per a tot a Є C la funció f(z ) = ( 1 + z )ª té una determinació holomorfa a

D tal que f(0) = 1. Proveu que, per a aquesta determinació , és

f(z) = Σ (a)
Σ (2) " ,
n=0

│≈ < 1

i estudieu el comportament de la sèrie quan | z | = 1 .
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19. Sigui ƒ(z)
=

Σcnzn la suma d'una sèrie de potències de radi de con-

0

vergència R > 0 i suposem que hi ha un k Є N i una funció g definida

a D(0, R*) de manera que ƒ(z) = g(zk) si | z | < R. Proveu que la funció g

és la suma d'una sèrie de potències de radi de convergència R i que c₂ = 0

si n no és múltiple de k.

N

20. Considerem el polinomi P(z ) = 1 - Σ anz" amb a1 , ..., αN ER i supo-

sem que la funció f(z)

1

=

P(z)

·

n=1

té el desenvolupament en sèrie de potències

f(z) = cnzn al voltant de l'origen . Proveu que els coeficients cn com-

n=0

pleixen les relacions : co = 1 , Cn =

si k < 0.

N

Σ αjcn-j si n ≥ 1 entenent que ck = 0

j=1

Proveu ara que definint la successió (cn ) de forma recurrent mitjançant les

relacions anteriors a partir de a1 , ..., an ER, existeix una constant M > 0

tal que cn ≤ M" , per a n ≥ 0. En conseqüència la sèrie de potències

Σcnzn té un radi de convergència R > 0 i defineix una funció f(z) al disc

D(0, R) . Comproveu que ƒ(z) · P(z ) = 1 i que R

ẞ1 , ..., ẞN són els zeros del polinomi P.

n

21. Proveu que la sèrie de potències Σ

zn

n n2

1 i que R = min (| 31|,... ,| x |) on

té radi de convergència igual a 1 i

que convergeix uniformement al disc tancat D. Proveu que la suma ƒ(z)

d'aquesta sèrie compleix l'equació

1

f' (z) :
=

Z
Log(1 − z) , | z | < 1 .

-

Deduïu d'aquí que en el domini U
= -

{z : | ≈ | < 1 , │≈ − 1 < 1} hom té

f(z) + ƒ(1 − z) = c - Log z · Log(1 − z)

n=1

amb c =

1

n22n

Ĉ

1

n=1
n2

Utilitzeu l'equació anterior per tal de calcular el valor de

=
22. Siguin f, g Є H(D) amb desenvolupament en sèrie de potències f(z)

[ cnzn , g(z) = [ dnz" , per a z❘ < 1. Proveu que les sèries cng(z”) i| 2 |

n=1 n=1 n=1
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Σ dnf(2 ) són uniformement convergents sobre cada disc compacte D(0, r),

n=1

0 < r < 1 , i defineixen la mateixa funció holomorfa a D.

Posem ara F(z) = Σ Cng(z¹) =

n=1

sèrie de potències convergent a D.

Σ dnf(z") i sigui hz" una tercera

n=1

Proveu la igualtat

ΣhnF (2" ) = Σ cndmhk znmkCndmh
kanmk

n=1

<< 1 ."

n=1 n ,m ,k



Capítol 3

Funcions holomorfes i formes diferencials

En el càlcul amb funcions d'una variable real , un resultat bàsic és el teorema

fonamental del càlcul , que estableix un vincle entre el concepte de diferencia-

ció i el d'integració: tota funció contínua té antiderivada, i aquesta, llevat de

constants , està donada per la integral indefinida . En aquest capítol estudiarem

aquest tipus de qüestions per a funcions de variable complexa. Amb aquesta

finalitat és convenient de fer servir el llenguatge dels camps vectorials i de les

1-formes diferencials. El paper de les integrals indefinides el fan ara les integrals

de línia de camps o de formes al llarg de camins del pla complex.

Per a desenvolupar la teoria de les funcions holomorfes, un resultat fona-

mental és el teorema de Cauchy sobre l'anul·lació de la integral de línia d'una

funció holomorfa al llarg de camins tancats. Aquest resultat el presentarem

com un cas particular d'una versió de la fórmula de Green amb hipòtesis de

regularitat molt febles , les quals serveixen també per als teoremes clàssics del

càlcul vectorial.

En la segona part del capítol ens situem en un context de variable real en el

qual veurem que la noció de funció holomorfa es correspon amb la noció de camp

vectorial localment conservatiu i solenoïdal . Apareix llavors de manera natural

l'operador de Laplace i el concepte de funció harmònica: els camps localment

conservatius i solenoïdals resulten ser els camps que localment són gradients

de funcions harmòniques. S'arriba així a la noció que, des d'una perspectiva de

variable real , generalitza el concepte de funció holomorfa a funcions definides

en oberts de Rn.

95
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3.1
Integrals de línia complexes

=
u(t) + iv(t) és una

La definició d'integral de línia complexa comporta la integració sobre intervals

de R de funcions que prenen valors complexos. Si f (t ) =

funció contínua per a t Є [a , b] , amb u, v reals, es posa per definició

b

[*° f(t) dt =[*a

b b

u(t) dt + i [̊ v(t) dt.

Lu(t) a

Amb aquesta definició es compleix la propietat de linealitat

bb b

S"(af(t)

(af(t) + ẞg(t) ) dt Ξα

[ f(t) dt + B[

g(t) dt,

a aa

on f, g són contínues i a, ẞ són constants complexes . També es compleix

b b

f(t) dt <

[* \f (t) | dt .a

(3.1)

b

Per a provar aquesta desigualtat , considerem un número A amb |A| = 1 , tal que

\ƒoƒ(t) dt > 0; és a dir, si fa f(t) dt = re¹º , r ‡ 0, posem λ = e¬¿ª (si aquesta

integral és zero, no hi ha res per a provar) . Llavors ,

اریم

f(t) dt
=入

a

b

ریم

b rbb

f(t) dt = Rex

a[√√ (1) d'] = [" Re .

f(t) dt - Reλf(t) dt <

≤[
|f(t) | dt.

a a

Definició 3.1 . Si v(t) , a ≤ t ≤ b, és una corba de classe C¹ en el pla complex

i f és una funció contínua a y* , amb valors complexos, la integral de línia

complexa f(z) dz de f al llarg de y , és

b

f[ f(z) dz =['* ƒ (v( t))'Y' (t) dt.a

Formalment substituïm z per y(t ) i dz per y' (t) dt . Observem que la fun-

ció que s'integra sobre [a , b] és una funció amb valors complexos , producte de

f(y(t)) i y' (t) , i el resultat serà un número complex. La integral està ben de-

finida perquè per hipòtesi l'integrand és continu a [a , b] . Igual que per al cas

d'integrals de funcions reals o d'integrals respecte de l'element de longitud ds ,

Sf(z) dz és el límit de les sumes de Riemann complexes

Σf(Zi) (Zi+1 — Zi),

-
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-

on Zi = y(ti) són els vértexs d'una poligonal inscrita a *. Si en el lloc dey

(Zi+1 − zi ) hi posem zi+1 - zi , el límit corresponent és S, f(z) ds , tal com s'ha

explicat en l'apartat 1.4.3 . Per aquest motiu, sovint s'escriu | dz | en lloc de ds ;

així

b

[ ƒ (2) \dz\ = ["*" ƒ (v (t) ) } \ ' (t) dt .|
γ a

Amb la definició d'integral de línia complexa hom té, evidentment ,

[

dz = y(b) − y(a) .

ie²it

Exemple 3.2 . Si y(t) = eit , 0 ≤ t ≤ 2π i f(z ) = ½ és S, ƒ(z) dz =52 ie dt =

2πi . En canvi, S, ƒ(z) |dz | = £2″ dt = 0. Si y (t) = (t , t²) = t + it² , 0 ≤ t ≤ 1 , i

f(z) = 7² , llavors S, ƒ(z) dz = ſ' (t− it² ) ² (1 +2it) dt = ſ' ( (3t¹ — t² ) — 2it³ ) dt=

14 -

15

eit

1
-

Mirem ara com es comporta la integral de línia complexa davant dels canvis

de parametrització : t = Þ(u), c≤ u ≤ d, г(u) ( (u)) . Si apliquem les

definicions, resulta

d

=

| f(2) dz = ["=[* f(r (u) )r' (u) du,
C

i com que l ' (u) = y' (Þ (u))Þ′ (u) , la integral de (3.2) val

d

ƒª f(v(®(u))'Y' (Þ(u))¤' (u)) du.C

Si ara apliquem el canvi de variable t

(3.2)

(u) , obtenim, quan la reparametrit-

zació conserva el sentit del recorregut , és a dir , quan és creixent i § (c) = a,

Þ(d) = b,
b

| f(z) dz =[® f(v(t) )Y' ( t) dt =a t = √ f(z) dz .
Y

Si la reparametrització canvia el sentit del recorregut , s'obté per a fr f(z ) dz

el valor oposat de S, f(z) dz.

γSi és una corba de classe C¹ a trossos i 71 , 72 , ..., Yn són els trossos amb

derivada contínua de manera que l'origen de Yi+1 és el punt final de Yi , situació

que designarem per y = 71 + 2 + ... + Yn , llavors posem per definició

| f (2) dz = Σ | f(z) dz .
ΣΙ
i=1



98 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

Com que les integrals són independents de les parametritzacions , sempre que

conservin el sentit, no hi ha cap necessitat que els paràmetres de les parts i

variin en intervals disjunts i s'acostuma a treballar separadament en cadascuna

d'elles.

Exemple 3.3 . La integral de la funció z² al llarg del camí que consisteix en

71 , que és l'arc de la paràbola y = x² que va de 0 a ( 1 , 1 ) = 1 + i , seguit del

segment vertical 72 , que va de 1 + i a 1 , té dues parts :

utilitzem la parametrització z = t + it² , 0 ≤ t ≤ 1 , dz =

1
- -

ƒ¦ (t + it²)² (1 + 2it) dt =f (t² – 5t4 + 2it³ (2 − t² ) ) dt = ( i

S utilitzem la parametrització z = 1 + (1 − t) i , dz

és el mateix que utilitzar z = 1 + ti, dz

0
- -

=

=

per a calcular S₁₁

(1 + 2it) dt i tenim

− 1 ) ; per a calcular

-

-i dt, 0 ≤ t≤ 1 ; això

i dt, on t va de 1 a 0: trobem,

ƒ₁(1 − t² + 2it) (i dt) = 1 – i . Així doncs , S₁₁ +72 z² dz = {} .

En les estimacions de les integrals de línia complexes utilitzarem sovint la

desigualtat

| f(z) dz ≤ \f\ ds,L | [

<

que és conseqüència immediata de les definicions i de (3.1 ) . En particular , si f

compleix l'acotació | f (z ) | ≤ M sobre y* , hom té

f(z)dz≤ML(y) .

γ

(3.3)

Acabem aquesta secció observant que l'índex d'un camí y respecte d'un punt

zy*, donat per (1.6) de l'apartat 1.5.2 , s'escriu com una integral de línia

complexa

1 1 dw

Ind (y, z)
=

Σπί ୮a

Y' (t)

y(t) — z

dt =

-
2πί
↓

พ – z
-

γ

(3.4)

Aquesta expressió ens serà força útil d'ara endavant . Per exemple, utilitzant

la desigualtat (3.3) , trobem

| Ind (1, 2) ≤

L(Y)

2π d(z , Y*

on d indica la distància euclidiana i, per tant, és clar que l'índex tendeix a zero

quan z tendeix a infinit i aquest fet implica que necessàriament val zero en la

component no acotada de C\ y* .

Si una sèrie fn(t ) de funcions contínues en un interval [ a, b] amb valors

reals o complexos, convergeix uniformement en [a , b] , llavors la seva suma és

n
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una funció contínua , la sèrie numèrica ΣSo fn(t) dt és convergent i

n

b

fn(t) dt fn(t)dt.

a
n n

En combinar aquest fet amb la definició 3.1 resulta la propietat següent :

Proposició 3.4. Si y és un camí del pla complex i (fn) és una successió

de funcions contínues a y* tal que fn(2) convergeix uniformement a y* ,

n

aleshores fn (z ) dz és convergent i
Σ ,
n

fn

[ ([f ( 2 ) == [ [ f ( 2 )

dz
fn(z)dz.

n Y

3.2 Integrals de línia, camps vectorials i 1-formes diferen-

cials

Les integrals de línia complexes són un cas particular de les integrals de línia

o circulacions de camps vectorials al llarg de corbes o, equivalentment, de les

integrals de 1 -formes diferencials (si les admetem amb valors complexos) . En

aquesta secció farem un repàs d'aquests conceptes en el seu context natural,

els dominis de R".

←

Un camp vectorial continu X en un domini U de Rn és senzillament una

aplicació contínua X: U Rn que associa a cada punt Є U un vector X(x) ,

que situem amb l'origen en el punt x. Exemples típics de camps vectorials

són els camps de velocitats o els camps de forces. Més generalment hom pot

considerar camps X(x, t) que depenen també del temps, dels quals en veurem

exemples en el capítol 7. En les línies següents però, ens limitarem a camps

X(x) independents del temps , anomenats també camps estacionaris.

En el pla complex, amb la identificació habitual, un camp vectorial en un

domini U és el mateix que una funció complexa definida a U. De vegades

resulta convenient veure les funcions complexes com a camps vectorials .

Exemple 3.5. La funció f (z ) = z defineix un camp radial. La funció e² , que

és periòdica de període 2πi , defineix el camp de la figura 3.1 .

Un concepte important associat a un camp X és el de les corbes integrals

o trajectòries del camp . Són les corbes y de classe C¹ que en cada punt y(t)
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Figura 3.1

tenen vector tangent igual a X(y(t)) . Analíticament , això s'expressa per

y' (t) = x(v(t)) ,

o en coordenades , si X = (X1 , X2 , …….(X1 , X2 , ... , Xn) i y(t)

pel sistema d'equacions diferencials

=
(x1 (t) , x2 (t ) , . . . , xn (t) ) ,

dxi

dt

=
X¿(x1 (t) , x2 (t) , ... , în (t ) ) , i = 1 , 2 , ..... , n.

y'

Exemple 3.6. Les trajectòries del camp f (z ) = z són les solucions de x' = x,

= −y, que són x(t) = c₁e¹ , y(t) = c2e - t . Es tracta d'hipèrboles . Les

trajectòries de f(z) = iz són les circumferències x(t) = r cost, y(t) = r sint.

Les trajectòries del camp f(z ) = = són les solucions del sistema

x'

1/ x+iy

x²+y2

x

=

x² + y² '

Aquestes equacions impliquen

y'
=

y

x² + y² ·

хarctan ( 2 ) = 0 , és a dir , arctan 2 ha de ser

constant en cada trajectòria. Les trajectòries són situades, per tant , sobre

les semirectes d'origen en 0. Per trobar la parametrització és millor utilitzar

coordenades polars x(t) r(t) cos 0(t) , y(t) = r (t) sin 0 (t) . Llavors resulta

r(t) = √2t, 0(t) = constant (fig. 3.2) .

=

Un camp vectorial continu X en un domini U de R² dóna lloc a dues nocions

importants: circulacions i fluxos. Introduirem el concepte de flux en la secció
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C2 > 0

C1 > 0

C2 > 0

C2 < 0 C2 < 0

f(z) = z f(z) =

1
1
2
2

Figura 3.2

següent . La circulació de X al llarg d'una corba regular y és, per definició , la

suma de les components tangencials del camp X sobre y, és a dir , si Ỉ és el

vector tangent unitari a y, la circulació és

(X ,T) ds,

=

on ( , ) indica el producte escalar a R" . Analíticament , en termes d'una

parametrització y(t) , a ≤ t ≤ b, com que T(y(t)) ' (t)

(secció 1.4.3) , hom té com a expressió de la circulació

[* (*(v(t), √′ (t)) dt.a

i ds =

Ty' (t)]
' (t) ldt

Aquesta expressió té sentit , més generalment , per a una corba y de classe C¹

a trossos . Quan X és un camp de forces, la circulació és el treball fet pel

camp per moure la massa unitat al llarg de la trajectòria. En termes de les

components tenim

[ (X‚Ï) ds=['* (X1(7(t))x, ( t) + X2(v(t) )x2(t) + ··· + X„ (V(t ) 2, (t) ) dt,a

raó per la qual s'utilitza també la notació

γ

...

X₁dx1 + X2dx2 + ··· + Xndxn ·
(X , T) ds = [ X₁dri +

γ

...
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Observació 3.1 . Les nocions de corba regular, camí, vector tangent a una corba

o integració respecte de l'element de longitud s'han donat en la secció 1.4 per

al cas de corbes en un domini U del pla . És evident que les mateixes nocions

tenen sentit de manera idèntica per a corbes en un domini de R" .

ωχ
= ...

L'expressió ∞ = X₁dx1 + X2dx2 + + Xndan, en definitiva allò

que s'integra sobre y per obtenir la circulació, s'anomena 1 -forma diferencial .

Les 1 -formes diferencials i els camps són, doncs, conceptes equivalents . La

circulació del camp X al llarg de y és , per definició , la integral de línia de la

forma w al llarg de y i es representa per Sw (=£, wx =£,(X,Ť)ds) .

Considerem ara una integral de línia complexa f(z) dz . Si f = u + iv i

y(t) = x(t) + iy(t) , hom té

[_f(z)dz=["f(v(t) }' (t) dt=["(u(x(t), y (t) )+iv(x(t), y(t) ) (x′(t)+iy' (t)dta

b b

=

[(ux' — vy')dt + i [ " (uy' + vx' )dt,a a

-

=

(3.5)

que es pot escriure en la forma

[ f(z) dz = [ (udx = vdy) + i [ (udy+ vdx) .
γ

-

Y

Y

En termes del camp vectorial ƒ = (u , −v) aquesta última igualtat significa

que Sƒ(z) dz té com a part real la circulació de ƒ al llarg de ✅ i com a part

imaginària la circulació de iƒ.

Una manera de manipular simultàniament integrals de línia complexes i cir-

culacions de camps és considerar 1 -formes diferencials

w = P(x, y) dx + Q(x, y) dy,

on P, Q són funcions amb valors complexos. Els camps vectorials corresponents

a aquestes formes tindran components complexes. Així l'integrand d'una in-

tegral de línia complexa s'escriu w = f(z) dz = f(z) dx + if(z ) dy, és a dir ,

w = Pdx + Qdy, amb P = ƒ, Q = if. Aquest és el punt de vista que tindrem

a partir d'ara.

El teorema següent es pot veure com una versió n-dimensional del teorema

fonamental del càlcul.

Teorema 3.7. Sigui y(t) , a ≤ t≤b, un camí a l'obert U CR" amb origen

A = √(a) i final B = y(b) , h una funció de classe C¹ a U (real o complexa) i
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sigui X = √h el camp gradient de h . Aleshores

[(X,Ï') ds = h(B)– h(A) ,

onT és el vector tangent unitari a y.

Demostració. Si x¿ (t) són les components de y (t) , la circulació val

Әһ

a

ΙΣ (v(t))x'; (t) dt

i=1
მე;

=

dt[° d (h 07) dt = h(7 (b)) — h(v(a)).

-

a

Així, els camps gradients X = √h , amb h € C¹ (U) , tenen la propietat que

la circulació al llarg d'una corba només depèn de l'origen i de l'extrem de la

corba.

Definició 3.8 . Un camp X continu en un domini U de Rn s'anomena conser-

vatiu si la circulació al llarg de tota corba y inclosa a U només depèn del punt

origen i del punt final de y . Més explícitament, si Y1 , 72 són dos camins dins

de U amb el mateix origen i el mateix final, s'ha de complir

| (X, T) ds =[ (X, T) ds.
γι 72

Es diu també que la circulació del camp X és independent del camí a U.

Si 71 i 72 són dos camins amb el mateix origen i el mateix final i y és el camí

que consisteix en recórrer 1 seguit del camí oposat a 2 (és a dir , recorregut

en sentit contrari) , llavors la circulació d'un camp conservatiu al llarg de y serà

zero. Així, un camp té integrals independents del camí a U si i solament si té

circulació zero al llarg de tot camí tancat dins de U. Observem que es tracta

d'un concepte global .

Així, el teorema 3.7 diu que un camp gradient és un camp conservatiu. El

recíproc també és cert .

Teorema 3.9. Un camp X continu en un domini U de Rn és conservatiu a U

si i només si és un camp gradient.

Demostració. Només falta veure que si X és conservatiu , hi ha una funció h €

C¹(U) tal que X = √h . Fixem un punt x。 € U ; donat x € U considerem
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qualsevol camí que comenci a xo i acabi a î dins de U (n'hi ha perquè U és

arcconnex) i definim

h(x) = | (X,T) ds.
Yx

Per hipòtesi, la integral no depèn del camí escollit i , per tant , h està ben

definida . Comprovem ara que o = X; si X = (X1 , X2,… , Xn) . Això vol dir

que

lim

t→0

Əh

h(x + ter) - h(x)
=

Xi (2) ,
t

on (e1 , e2 , ..., en) és la base canònica de R" . Entre els camins que van de xo

a x + też podem considerar Ya, que va de xo a x, seguit del segment o que

uneix x amb x + też . El quocient incremental és , doncs ,

}[ w =[' P₁ (x + ste;) ds ,

1

t σ

i és evident que el límit quan t → 0 és P¿(x) .

Observem que el teorema anterior, en el cas n = 1 , no és altra cosa que

el teorema fonamental del càlcul i estableix que tota funció contínua en un

interval té una primitiva que és la seva integral indefinida . La funció h , tal que

X = √h, s'anomena funció potencial del camp X i està determinada llevat de

constants.

Totes aquestes nocions tenen les seves corresponents quan s'expressen en

termes de les 1 -formes associades als camps vectorials. Així, si w = ΣX¿(x) dxi,

i

on X = (X1 , X2, … , Xn) és un camp conservatiu a U amb funció potencial

h € C¹(U) , X = √h , llavors es diu que la 1 -forma w és exacta a U i s'escriu

dh. El teorema 3.9 es reformula dient que una 1-forma contínua a U és

exacta si i només si té integral de línia zero al llarg de tota corba tancada a U.

3 =

Un domini U s'anomena estrellat respecte d'un dels seus punts p si , donat

≈ € U, el segment que uneix p amb x és tot ell dins de U. Evidentment, un

domini convex és estrellat respecte qualsevol dels seus punts . Si ens fixem en la

demostració del teorema 3.9, veurem sense dificultat que quan U és estrellat ,

es pot adaptar per a provar el resultat següent:

Teorema 3.10 . En un domini estrellat U de Rn una 1-forma contínua w és

exacta si i només si fa w = 0 per a tot triangle ▲ CU i un camp continu

és conservatiu si i només si té circulació zero al llarg de la vora de qualsevol

triangle contingut a U.
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La prova és la mateixa que la del teorema 3.9 , tan sols que ara per a definir

la funció potencial h en x triem com a camí y que va de xo a x el segment

que uneix aquests dos punts.

Definició 3.11 . Diem que una 1 -forma w és localment exacta (o que el camp

X té localment funció gradient) en un domini U de Rn si per a tot punt a € U

hi ha una bola B(a , r) ≤ U, r > 0 i una funció h Є C¹ (B(a, r)) tal que w = dh

(o béX = √h) a B(a, r) .

Observem que fem servir la notació habitual B(a , r) = {x € R² : |x − a | < r} ,

amb | · | per a la norma a R" . Com que les boles són dominis estrellats , tenim

trivialment :

Corollari 3.12 . En un domini U CR" una 1 -forma contínua w és localment

exacta si i només si compleix faw 0 per a tot triangle ACU. Un camp

vectorial continu té localment funció potencial si i només si té circulació zero

al llarg de la vora de tot triangle inclòs en U.

3.3
El teorema fonamental del càlcul complex

Tot seguit particularitzarem aquestes consideracions a la dimensió dos i al

cas w = f(z) dz. Convé primer recordar les notacions

af
=

Əz 2 მთ

1 ( af af

მყ

af

+ i
Əz

dz = dx + i dy,

=
1 (af

2მ f

მყ

-

2 მთ

dz = dx - i dy.

La diferencial dh d'una funció diferenciable h (amb valors reals o complexos)

s'expressa com

Әһ Әһ

dh = dz + dz.

Əz az

=
Una 1-forma w = Pdx + Q dy s'escriu també w = Adz + B dz, amb APdx + Qdy

}(P − iQ), B = { (P + iQ) . És a dir , z iz, zi , dz i dz funcionen com si
-

fossin un sistema de coordenades.

Mirem ara quan una forma del tipus w = f(z) dz és exacta en un domini U

suposant només que ƒ és contínua a U. Hi ha d'haver una funció h Є C¹(U)

tal que dh = w , és a dir,

Əh Әһ

dz + dz = f(z) dz.
az az
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= =Això significa que h
Әһ

0, o sigui, que h és holomorfa i h' f a U. Així veiem

que f(z) dz és exacta a U si i només si ƒ té una primitiva holomorfa h, en el

sentit que h té derivada complexa h' (z ) = f (z) , z € U.

El teorema 3.9 dóna, com a cas particular , el resultat següent . Val la pena ,

però, repetir la prova per a aquest cas particular .

Teorema 3.13 (Teorema fonamental del càlcul complex) . Sigui f una

funció contínua en un domini U del pla complex. Llavors la integral de línia

complexaS, f(z) dz és independent del camí a U si i només si f té una primitiva

holomorfa F, F' = f, a U. En aquest cas, és

–

[ f(z) dz = [ F'(z) dz =F (B) − F(A),
γ

−

on A, B són, respectivament, l'inici i el final del camí y.

Demostració. Fixem zo € U i per a cada z Є U escollim qualsevol camí ½ que

vagi de zo a z i definim

F(z)

=

=hYz

f(w)dw.

Observem que F(z) està ben definida si suposem que la integral de línia de ƒ no

depèn del camí. Així, F és , per definició , la integral indefinida de f. Si volem

provar que F' (z) = f (z ) , en un punt fixat z tenim, com abans , que el quocient

incremental F(z +h) -F(z) és exactament f(w) dw, on σ és el segment que

va de z a z + h. Així, cal veure que aquesta quantitat té límit ƒ(z ) quan h

o el que és el mateix , utilitzant que Л dw val h,

h h S。

←

> 0,

1

lim / / (f (w) − f(z) ) dw = 0.

-

h

Ara bé, per (3.3) , la integral anterior està acotada en mòdul per

1

[h]

-
w € o} ,

-
sup{ | f(w) − f(z) | : w € o}L(0) ≤ sup{ |f(w) − f(z) | : w

quantitat que tendeix a zero amb h per la continuïtat de f.

En l'altre sentit , si ƒ = F' i y està donat per y(t) , a ≤ t ≤ b , llavors

f(y(t))y' (t) = F' (y(t) ) y' (t) coincideix amb (Foy)' (t) i , per tant , hom té

b b

f(z)
[ƒ(2)dz= [* f(v(t) )'Y' (t) dt= [" (F0~7}'(t) &t=(.

(F 0 ~)'(t) dt = (F 0 ~) (b) — (F ¤ 1) (a).

a a
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Al teorema 3.10, li correspon:

Teorema 3.14. Sigui f una funció contínua en un domini estrellat U del pla

complex. Llavors f té una primitiva holomorfa F, F' = f, a U si i només si

√ f(z) dz = 0

per a tot triangle ▲ inclòs en U.

Әд

És clar, per tant , el paral·lelisme amb el teorema fonamental del càlcul real .

La diferència és que, en la recta, per anar de xo a x només hi ha un camí,

llevat de reparametritzacions que conservin el sentit i que no canvien el valor

de la integral, mentre que en el pla complex n'hi ha molts. Així, mentre en

una variable real tota funció contínua té una primitiva (la integral indefinida) ,

en una variable complexa no tota funció contínua té una primitiva holomorfa.

Només en tenen les funcions que tenen ben definida la integral indefinida .

Exemple 3.15 . Fixats a Є Cim Є N, la funció F(z ) 1(z - a)m és

holomorfa amb derivada F' (z ) = (z − a)m- 1 a tot el pla complex C. Per tant ,

0 si k és un enter no negatiu (k
Sy (z − a)k dz

= m − 1) per a tot camí

tancat y , o el que és el mateix, la forma (z - a) dz té integrals independents

del camí.

=

=
Si considerem F(z)

negatiu, F és holomorfa a U

-

=

(z - a)m però ara amb m un enter estrictament

= -
C \ {a} i té derivada F ' (z) = (z − a)m− ¹ . Per

si k és un enter negatiu k −1 (k = m − 1 ) i‡
tant , també ƒ‚ (z – a)k dz = 0

ay*. En canvi, si k = −1 , ja sabem que

L Z

dz

a

=
2πi Ind (у, a) ,

-

-

que pot ser 0. Així doncs , la funció (z − a) -1 no té primitiva holomorfa

a C \ {a}

Exemple 3.16 . En l'exemple 3.3 hem calculat la integral de z² al llarg de l'arc

de paràbola de 0 a 1 + i seguit del segment de 1 + i a 1 , i hem obtingut , que és

el mateix que la integral al llarg del segment de 0 a 1 , més fàcil d'obtenir .

El teorema fonamental del càlcul complex permet, exactament igual que en

el cas real, reduir el càlcul de certes integrals de línia al càlcul de primitives o

antiderivades . En variable real , si volem calcular , per exemple, ſo e-ª² da, hem

d'utilitzar la definició com a límit de sumes de Riemann i només podem trobar

un valor aproximat de la integral . Però per a funcions de les quals podem
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calcular antiderivades utilitzem el teorema fonamental del càlcul. El mateix

passa en el cas complex; d'acord amb el teorema 3.13 tenim

[ F'(2)dz =F(B) − F(A)
(3.6)

si y és un camí que va del punt A fins al punt B, dins d'un obert U en el qual

F és una funció holomorfa.

Exemple 3.17. Per a calcular sin z dz on y és l'arc de la corba y = x³ que va

de (0,0) a ( 1 , 1 ) = 1 +i no apliquem pas la definició; tan sols observem que sin z

és la derivada de — cos z i , per tant , la integral anterior val — cos( 1 +i) + cos 0

1 - cos(1 + i).

- -

Recordem que per a calcular antiderivades complexes podem utilitzar regles

anàlogues a les que habitualment utilitzem en el cas real tal com s'ha explicat en

l'apartat 2.4.3 . Per exemple, la regla d'integració per parts estableix la igualtat

[f'(z)g(z) dz =f(B)g(B) − f (A)g (A) –[ f(z)g′(z) dz

siy va de A a B dins de U i f, gЄ H(U) , i no és altra cosa que una reformulació

de la regla de derivació del producte, utilitzant (3.6) per a F = f·g .

= = -

Exemple 3.18 . Si volem calcular Sz sin z dz , quan y és un camí que va del

punt A al punt B, posem u = z, dv sin z dz; llavors du dz , v = cos z , i la

integral indefinida I = ƒ udv és uv–fv du = -z cos z +fcos z dz = −z cos z +

sin z . La integral definida és, per tant, sin B – sin A – B cos B + Asin A.

-

- -

De la mateixa manera, la fórmula del canvi de variable, estableix que si

en la integral f(g(z ) )g ′ (z ) dz fem la substitució w g(z) i F(w) és una

antiderivada de f(w ) , llavors

-

[ f(9(z) )g' (z) dz =↓↓↓ f(w)dw = F(g(B)) – F (g(A)) ,
g(1)

on y va de A a B i g(y) és el camí definit per l'aplicació g o y.

1+z2

2

Exemple 3.19 . Calculem 12 dz, on y és el segment que va de 0 a √ (1+i) .

Fem el canvi de variable w = z² i obtenim fr 1 dw, on Ã és la imatge

d'aquest segment per g (z ) = 22 ; es tracta del segment que va de 0 a i ; en un

entorn d'aquest segment té la primitiva F (w) = Log(1 + w) (de fet , la

determinació de F(w) està definida fora de la semirecta ( -∞ , -1 ] ) ; la integral

proposada val (Log(1 + i) − Log 1) = 1 Log 2+ i☎ .

1

1 +w

--
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L'existència de primitives holomorfes i l'existència de determinacions del

logaritme són dues questions molt relacionades.

Proposició 3.20 . Si f és una funció holomorfa i sense zeros en un domini U,

llavors hi ha una determinació del logaritme de f a U si i només si la funció

f'/f té una primitiva holomorfa a U.

Demostració. Ja hem observat en l'apartat 2.4.3 que si h és una determinació

de log f, llavors h és holomorfa i h' f' /f. Recíprocament, suposem que

h' f'/f i considerem la funció F = e= e−hƒ, que té per derivada=

=

F' = -ehh 'ƒ + e¯h f' = 0 .

Per tant , F és una constant c 0, i si c = eº , a € C , llavors ƒ = eh+a ih + a

és una determinació de log f.

Proposició 3.21 . Sigui K un compacte de C. Hom té

a) Si a € V∞ , la component no acotada de CK, llavors existeix una deter-

minació de log(z - a) en un entorn de K.

b) Sia, ẞ pertanyen a una mateixa component acotada de C\K, llavors existeix

una determinació de log - en un entorn de K.

Demostració. Suposem que V és una component acotada de CK i que

a,ẞE V. Considerem un entorn U de K relativament compacte tal que a, B

encara estan en la mateixa component de C \ U (per exemple, unim a , ß mit-

jançant una poligonal FC Vi si ɛ = d(K, г) , posem U = {z : d(z , K) < ɛ}) .

La funció f(z ) = (x − a)/ (z - ẞ) tindrà una determinació del logaritme si f' /f

té primitiva, és a dir , si

-

0 =

L

f'(z)

f(z)

dz

dz =

Z -

γ Υ
α

-
dz

z - β
γ

per a tot camí tancat y dins de U. Ara bé,

dz

Z -
α

- --
dz

= 2πi [Ind (у , α) – Ind (y, ẞ) ] .

z - βγ

Com que y* CU, resulta que a, ẞ han d'estar a la mateixa component de C \ y*

i , en conseqüència , Ind (~ , a) = Ind (7, ß) .

dz

γz-αEn el cas que a Є V∞ , hom té S,

ment semblant.

=
2πi Ind (у , α) = 0 , per un raona-
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3.4 La fórmula de Green

En el desenvolupament de la teoria local de Cauchy de les funcions holomorfes

hi té un paper fonamental el teorema següent :

Teorema 3.22 (Fórmula de Green) . Sigui U un domini acotat del pla

complex amb vora regular a trossos orientada positivament i sigui Ã el vector

tangent unitari a JU. Sigui X = (P, Q) un camp vectorial amb components

P, Q funcions diferenciables en un entorn de U de manera que la funció

sigui contínua a U. Aleshores es compleix

ӘР

მყ

მი

Əx

-

Lov

(X,T)
ds Jau
=

Pdx + Qdy = []

მი

მუ

ӘР

მყ

dx dy.

"

aq ap

მე მყ
Observem que no es demana que les funcions siguin contínues .

Convé precisar el significat de la integral de la forma Pdx + Qdy al llarg de

OU. Recordem (secció 1.6) que OU està formada per un nombre finit de corbes

de Jordan 71 , 72 , ... , YN . Llavors, per definició , és

ང
་

Pdx + Qdy

Yj

=

N

Σ.

Pdx + Qdy,

i=1 Yj

entenent que cada corba està descrita per una parametrització que orienta 71

positivament i 2 , ... , YN negativament , si 71 , 72 , ... , YN són com a la propo-

sició 1.37. Intuïtivament , en recórrer cada ; hem de tenir U a l'esquerra .

Així mateix, el vector tangent unitari en el punt ; (t) Є OU, i = 1 , ... , N és

T Yi(t)
= Ty (t) ] sempre que (t) 0. Pel que fa a la integral doble sobre U de la

funció ƏQ ӘР

, cal dir que es pren respecte de la mesura de Lebesgue del pla

que representem per dxdy o bé per dm ( z) , si z = x + iy.

-

ax მყ

La demostració del teorema 3.22 la farem en tres etapes . La primera etapa

correspon al cas particular que el domini U sigui un rectangle. Volem fer

notar que la prova de la fórmula de Green per a un rectangle, posem per cas

Ū [a, b] x [c, d], és molt fàcil si se suposa que les funcions P, Q són de

classe C¹ en un entorn de U, perquè llavors les funcions Py, Qa són contínues i

una aplicació del teorema fonamental del càlcul i del teorema de Fubini dóna:

=

Lov

b d b d

( Pdx + Qdy ) = [" P ( x, c)dx + [" Q (b , y )dy - [" P(x, d)dx - [" Q(a, y) dy
a

b

C

[ P(x, d)) .= √ (P(
α

a

d

+[" (Q
(P(x, c) – P(x, d)) dx +

-

с

=
(Q(b, y) - Q(a, y) ) dy =

=
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b d
ӘР

=-[[3a მყ

(x, y) dxdy +

(C

rd

|

b

ƏQ

(x, y) dy dx
მე

=

=Sanxled

aQ ӘР

dx dy.

Əx ду
[a, b] x [c , d]

ap aq

მყ მე
En el cas general , on no suposem res sobre o individualment , cal fer

un altre tipus de prova. La que donarem està inspirada en una demostració

del fet , bàsic en el càlcul en una variable real, que diu que si ƒ és una funcióf

derivable en un interval obert I i f' (x) = 0, per a tot x I, llavors ƒ ésЄ

constant a I. És una demostració directa, que només fa servir la definició de

derivada, i és la següent :

Podem suposar [a , b] C I i provar que ƒ(a) = f(b) . Posem Io = [a, b] . Si c

és el punt mitjà de [a , b] , és

def

Διο (f)

-
\ƒ(b) − f(a) | ≤ | ƒ(b) − f (c) | + |f(c) — ƒ(a) |

= -
def
=

A[c,b] (ƒ) + A[ac] (ƒ) .

Dels dos intervals [ a , c] , [ c , b] , sigui I₁ aquell en el qual la variació de ƒ en valor

absolut és més gran, de manera que

|f(b) − f(a) | ≤ 2^1, (ƒ).
—

Repetim el procés indefinidament i trobem una successió d'intervals Ioh

I2 Ɔ ... Ɔ In Ɔ ..., cadascun d'ells la meitat de l'anterior, amb longitud In =

2-n(b − a) i
-

|f(b) − f(a) | ≤ 2″▲In(ƒ).

-

La intersecció de tots els intervals Iŉ és un punt xo Є [a , b] . Donat ɛ > 0, hi ha

un 80 tal que

f(x) = f(x0) + f' (x0 ) (x − x0 ) + R(x) (x − x0) = f(x0 ) + R(x) (x − xo )

-
amb |R(x) | ≤ ɛ , si | x − xo | ≤ 8. Si n és prou gran, tot interval In és dins de

l'interval [xo – 8, x0 + 8] i llavors

▲In (ƒ) ≤ 2ε |In |

-n
=
2ε2 (b - a).

Amb això | ƒ(b) – ƒ(a) | ≤ 2ɛ (b − a) , per a qualsevol ɛ > 0 i ƒ(b) = f(a).
- -

-
La mateixa prova, treballant amb ƒ(b) — ƒ(a) – få f' (x) dx com a funcional

de l'interval [a , b] , permet provar el teorema fonamental del càlcul, és a dir,

b

f(b) − f(a) =['* f' (t) dt, si ƒ € C¹ ([a, b]).
-

a

Aquesta és, essencialment , la demostració que ara farem en dimensió dos.
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Demostració del teorema 3.22.

Primera etapa. El domini U és un rectangle de costats paral·lels als eixos .

Posem

I = I (U) = √ (Pdx + Q dy) - [] (Q2 – P₁) dx dyau U

i farem servir aquesta notació per a qualsevol rectangle. Dividim el rectangle U

en quatre rectangles iguals (fig . 3.3) U² , i = 1 , 2 , 3 , 4 de manera que hom té

n

I (U) = £ I (U¹) i sigui U1, dels quatre rectangles U¹ , aquell en el qual | I (U¹) |
i=1

és màxim. Tenim, així,

| I | ≤ 4 |I(U₁ ) | .

Ul U2

U3 U4

Figura 3.3

I(U1 ) fem el mateix i així successivament . Trobarem rectangles

Un , ..., cadascun dels quals és una quarta part de

Amb I1

U U ₁

=

1 2U ₂ ...

l'anterior , i

|I | ≤ 4n| I (Un) \ . (3.7)

ӘР

მთ

La intersecció dels rectangles Un és un punt zo € Ū. Donat ɛ > 0 podem posar ,

-

P(x, y) = P(20 ) + (20 ) (x − xo ) + ( zo ) (y − yo) + R1 (z)

ӘР

მყ

ƏQ ƏQ

Q(x, y) = Q(zo) + ·(zo ) (x − x0 ) +
--

·(zo) (y — yo) + R2(z) ,
მთ მყ
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- -
on zo = xo + iyo , z = x + iy , amb | R1 ( 2 ) | , | R2 (2 ) | ≤ ε | z — zo❘ , si ❘z — z0 | ≤ 8 =

8(ε) . Per la continuïtat de (Q - Py) també podem suposar que

amb | R3 (2) | ≤ ɛ ,

suposem que Un =

si

(Pdx + Qdy) =

aUn

-

х

(Qx − Py) (z) = (Qx − Py) (20 ) + R3(z)

-

-
│z – zo | ≤ 8. Per a n prou gran , és Ūn C D(zo , 8) , i si

[an , bn ] × [Cn , dn] , tenim

=

bn

an

cdn

-

bn

Q (bn , y) dyP(x, cn) dx +

rdn

- [th Q(an , y) dy =

ا

م

ӘР

მყ

ӘР

მყ

Сп

-
·(20) (În — Yo) (bn − an) +

-

·(zo ) (dn — yo ) (bn — an) —

an

P(x, dn) dx-

ƏQ

·(zo) (bn — xo ) (dn — cn) —
-

Əx

-

ƏQ (zo ) (an − xo ) (dn − Cn) + Rn=

дх

-
ӘР

·(zo) ) + Rn⋅
-

= (bn — an) (dn - Cn)
Cn) (394 (20)მე მყOP(20))

-

Ara si z Є Un, és z - zo | ≤ Ln, on Ln és la longitud de la diagonal de Un ·

Per tant, si Pn és el perímetre de Un , resulta

| Rn | ≤ εLnPn

però si L, P són la diagonal i el perímetre de U és Ln = 2-"L, Pn = 2-"P, de

manera que

Així mateix , hom té

Rn ≤ ε4 "LP.

[[[ (Qx - Py ) dx dy = (Qx − Py )( 20) ( bn − an) (dn − Cn) + Rn
– = – - -

Ꮖ

amb Rn ≤ ε4-" .A, on A és l'àrea de U. Tenim, per tant , que les dues integrals

anteriors tenen la mateixa part principal amb la qual cosa hi ha una cancel·lació

i trobem

|I(Un) | ≤ ε4¯"(LP + A) .

Finalment, per (3.7) resulta | I | ≤ ɛ (4LP+A) , per a tot ɛ > 0 i , en conseqüència ,

I = 0. Això acaba la demostració de la primera etapa.
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Observació 3.2 . a) El mateix procediment serveix per a un triangle ▲ subdi-

vidint-lo en els tres triangles determinats pels vèrtexs i el baricentre de A.

b) Els arguments utilitzats també proven que el resultat és cert si Ū és una

reunió finita de rectangles amb interiors disjunts dos a dos.

c) També és vàlida una versió més general del que acabem de provar suposant

només que les funcions P i Q són contínues a U, diferenciables a U i que la

funció Qx - Py és integrable a U.

Segona etapa. El domini U és del tipus subgraf, és a dir ,

U =
{(x, y) : a ≤ x ≤ b , 0 ≤ y ≤ 4 (x)}

és un domini limitat per tres segments i per la gràfica de la funció 4 : [a , b] → R

que se suposa de classe C¹ (fig. 3.4) .

y = x (x)

a b
a X1 X2 Xn- 1 b

Figura 3.4
Figura 3.5

La idea en aquest cas és, senzillament , aproximar U per reunions de rec-

tangles , tal com es fa en la definició de la integral amb les sumes de Riemann .

Donada una partició a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b de [a , b] , posem

m; = inf{ (x) : xi− 1 ≤ x ≤ xi } , i = 1 , ... , n i considerem el domini Rn reunió

dels rectangles { (x, y ) : xi− 1 ≤ x ≤ xi , 0 ≤ y ≤ mi} , i = 1 ….., n (fig . 3.5) .

És clar que Rn CỤ i

JJRn

perquè la funció Qr

U i que

(Qx - Py) dx dy
n1∞

-

-

[] (Q₂ - P₁ ) dx dy

- Py és contínua i , per tant , integrable a Ū. A més a més,

en ser Rn unió de rectangles adjacents resulta , d'acord amb la primera etapa,

√√Rn

(Qx - Py)dxdy= Rn
P dx + Qdy.
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La diferència entre Saʊ Pdx + Q dy i SǝR, Pdx + Qdy és, tret del signe,

-

nb

[*
(P(x, 4(x)) + Q(x, y (x)) ' (x)) dx

ΣΕ
a

i=1

Xi

Xi-1

P(x, (xi- 1 ) ) dx-

És clar que

n
r4(xi)

-Σ *(* ) Q (xi , y) dy =

i=1

-ریم

+

(xi-1)

n Xi

P(x, 4(xi−1) ) dx +P(x, 4(x)) dx - Σ

اریم

-

i=1
Xi-1

'Q (x, Q(x) )4 ′ (x) dx - Q(x , y) dy def I + II.p'

n
•4(xi )

i=1 (2i_1)

=

I tendeix a 0 quan n → ∞ , per la continuïtat uniforme de P(x , (x) )

a [a, b] . Cada una de les integrals del segon terme de II, el canvi de variable y =

(x) les converteix en
Xi

[***¸
Q(xi, 4(x))4′ (x) dx

i llavors II → 0 amb n

Xi-1

→ 0 amb n → ∞, per la continuïtat uniforme de Q (x , 4(x))4′ (x) .

Amb això ,

(Pdx + Qdy) = lim
n

L
O
R

=

au

= lim

n

aRn

SSRRn

(Pdx + Qdy) =

- - dx dy,

(Qx − P¸) dx dy = [] (Q₂ - Py)

i s'acaba la demostració de la segona etapa.

U

Naturalment, també tindrem el mateix resultat si permutem els papers de

x, y, és a dir, si U és un domini subgraf d'una funció x = (y) .

Tercera etapa. Sigui ara U un domini acotat amb vora regular a trossos i orien-

tada positivament , formada per corbes de Jordan Y1 , ... , YN , on cada Yi és

regular a trossos .

=
Per començar fixem un punt zo Є ƏU i suposem que zo Є yr amb 71 (t)

(x(t) , y(t)) , Y1 (to) = zo . Si zo és un punt regular , és ví (to ) 0 i podem suposar ,#

per exemple, x' (to ) 0. Llavors en un entorn de xo = x (to ) podem posar t com

a funció de x, t = t(x) i , per tant , y = y(t) = y(t(x) ) = p (x) , és a dir , y† és la
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gràfica de la funció en un entorn de (xo , yo ) . Si agafem ara un rectangle R

prou petit al voltant d'aquest punt, la gràfica de separa R en dues regions

Ꭱ+
R+ = {(x, y) = R, y > 4(x)} ,

i necessàriament ROU =

У

Уо

R¯ = {(x, y) = R, y < 4(x) }

= R¯R+ o bé ROUR (fig. 3.6).

U

R+

y = x(x)

Rod 71 (to)
=

Zo

xo
-

xo
б

x0 + 8

х

Figura 3.6

Així doncs, existeix un entorn R de zo de manera que RU és la regió

tipus subgraf

R¬T = {xo − 8 ≤ x ≤ xo + 8 , a ≤ y ≤4(x)}
- amb 8 > 0 , a Є R,

que té la vora orientada positivament , o bé el resultat de girar 180° una regió

d'aquest tipus. Si haguéssim partit de y' (to ) 0 , trobaríem un entorn R de zo

de manera que RŪ és una regió tipus subgraf, amb x = (y) . Observem que

per a qualsevol d'aquestes regions la fórmula de Green és vàlida, d'acord amb

la segona etapa . Si el punt zo Є OU no fos regular, llavors zo té un entorn V

tal que, VnŪ és la reunió de dues regions subgraf adjuntes perquè 71 (t) és

regular per a t < to i per a t > to i , per tant , la fórmula de Green també val a

VnU (fig. 3.7).

Ara, per la compacitat de la frontera de U, la podrem recobrir per un

nombre finit de rectangles oberts R₁ ,..., Rê de manera que cada regió R¿nŪ

sigui de tipus subgraf (com a l'etapa 2) . La part de U no coberta pels rectangles

R¿ , és a dir, Ū \ (R₁ U… UR ) , és un compacte contingut a U que podrà ser

recobert per una reunió de rectangles de costats paral·lels als eixos , continguts

a U, i es pot suposar que aquests rectangles tenen interiors dos a dos disjunts ,

perquè una reunió finita de rectangles sempre es pot posar com una unió finita

de rectangles que només s'encavalquen per les seves vores. Sigui Ro la reunió
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ZO

Vnu

Figura 3.7

d'aquests rectangles de manera que és clar que, per la primera etapa, la fórmula

de Green serà vàlida a Ro . Finalment considerem una partició de la unitat

de classe C¹ , {po , P1 , P2 , ... , Pk } subordinada al recobriment (Ro , R1 , ..., Rk}

de U. Si , per simplificar , posem w = Pdx + Qdy, wi = piw, hiPdx + Qdy, = (piQ)x -

(PiP)y , i = 0 , 1 , ..., k , tindrem

k

w = wo + Σwi,Σω

i=1

on cada forma w; és diferenciable i nul·la fora de Ri i hi és contínua. Llavors

ho

= SS₂ No = SoRoRo

8

Lov

wo = 0, ho =

au

i per a les formes wi, i = 1 , ... , k

Wi =

8

SQUOR,

w₂ = Wi =

a(Rinu) RiNU

ho
= 0

hi
=

·
hi.

—

Ara, sumant, s'acaba la prova de la fórmula de Green.

La fórmula de Green té un corollari important amb relació a les formes

exactes.

Un camp X = (P, Q) i la 1 -forma corresponent w = Pdx + Qdy els ano-

menarem diferenciables en un domini U si Pi Q són funcions diferenciables

a U.

Corollari 3.23. Una 1-forma w = Pdx +Qdy diferenciable en un domini U

del pla és localment exacta si i només si Py = Qx a U. Un camp X = (P, Q)

diferenciable té localment funció potencial si i només Py = Qx . En un domini

estrellat els mateixos enunciats són certs globalment a U.
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Demostració. És suficient provar l'afirmació relativa a un domini estrellat . Si

w = dh, h és dues vegades diferenciable i la regla de Schwarz diu aleshores que

= hyx, és a dir, Py = Qx. Recíprocament, aquesta condició implica d'acord

amb la fórmula de Green

hxy
=

13

[ (Qz - P₁ ) dx dy = 0 ,

per a tot triangle ACU, i pel teorema 3.10, w és exacta .

Amb la hipòtesi addicional que P, Q siguin de classe C¹ es pot provar el

corol·lari anterior directament sense utilitzar la fórmula de Green (vegeu l'ob-

servació 3.5) . Les 1-formes diferenciables en un domini U, w = Pdx + Qdy , que

compleixen la condició P₁ = Qx , s'anomenen formes tancades a U.

3.5
El teorema de Cauchy i aplicacions

Un cas especial de la fórmula de Green és quan w = Pdx +Qdy és una 1 -forma

diferenciable tancada en un entorn de U. Llavors la funció Qx Py = 0 és

automàticament contínua i la fórmula de Green dóna:

w = 0.

Low

f(z) dzSi la funcióƒ és diferenciable , imposar que la 1-forma w =

f(z) dx + if(z) dy sigui una 1 -forma tancada vol dir que s'ha de complir

af

მყ

=
dif af

= i

მთ მე

=

igualtat que tradueix les equacions de Cauchy-Riemann. Per tant w = f(z) dz

és una forma tancada si i només si ƒ compleix les equacions de Cauchy-Riemann

of = 0, és a dir, si ƒ és holomorfa .
af

az

Així, hem identificat quan la forma w = f(z) dz és tancada: exactament

quan ƒ és holomorfa. En particular obtenim un resultat bàsic de l'anàlisi

complexa:

Teorema 3.24 (Cauchy) . Si U és un domini acotat del pla amb vora regular

a trossos orientada positivament i f és una funció holomorfa en un entorn

de U, llavors

√ f(2) dz = 0.
au
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Observació 3.3 . a) El cas particular del teorema 3.24 , quan el domini U és un

rectangle de costats paral·lels als eixos , es coneix amb el nom de teorema de

Cauchy-Goursat . Notem que aquest resultat depèn només de la primera

etapa de la demostració del teorema 3.22 .

b) Tenint en compte l'observació 3.2 c) és fàcil veure que el teorema 3.24 és

vàlid suposant només que la funció ƒ és contínua a U i holomorfa a U (vegeu

l'exercici 22) .

Una situació en la qual el teorema de Cauchy s'utilitza sovint és la següent :

suposem que U és l'interior d'una corba de Jordan orientada positivament i

que aquesta corba està formada per corbes regulars Y1 , ... , YN , de manera que

el punt final de ; sigui el punt inicial de Yi+1 , i = 1 , 2 , ... , N − 1 , i el punt final

de YN sigui el punt inicial de 1. Llavors , si ƒ és holomorfa en un entorn de U,

hom té

N

| f(z)dz =-Σ| f(z)dz.Y1 ΣΙ
i=2

Yi

i pot donar-se el cas que les integrals ₁, f(z )dz resultin més fàcilment compu-

tables que la integral S₁₁ f(z)dz. Això ho il·lustrem amb l'exemple següent .

•+∞ r+∞

Exemple 3.25 . Calcularem les integrals + cos(t² ) dt, f** sin (t²) dt . El

que farem demostra l'existència dels límits següents :

R

lim

R→ +∞ [*
cos(t² ) dt,

lim

R→ +∞

R

[* sin(t²) dt

és a dir , que les integrals considerades existeixen com a integrals de Riemann

impròpies (no són , però, absolutament convergents) . Farem servir la funció

entera f(z) = eiz² i els camins F₁ , Ã½ i Ã3 de la figura 3.8 . Pel teorema de

Cauchy és

2

Г2

R R

cos t² dt + i

["sint2

sint² dt =

Γι=↓ f(z) dz = f f(z) dz − | f(z)dz =

- =

JT3

P

ei(Reit )² d (Reit) =
=

R

R

ei (te¹ * )² d(te¹ ž ) –

1

= [" e-²² = ( 1 + i) dt -
0 √2

[*0

-S³
Ο

π

eiR²ezitRieit dt.

Ara prenem límits quan R → ∞ . La primera d'aquestes dues últimes integrals
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/4

г3

г3

Γι

Figura 3.8

R

convergeix cap a

D'altra banda,

SΟ

eiR²
²it

1/2(1+i)/0

Rieit dt < R

0

EN

-t2

e dt =

iR22it

dt

(1 +0
(1 + i) .

2√2

= R

π

e
-R2 sin 2t dt <

< Rf*e

е
e-R²,

R2t
1

dt == (1-

R
; ( 1 − e− ‡ R² ) <

1

→ 0 .

RR-∞

Per tant, s'obté, finalment ,

[* cos(t²)dt =[* sin(t²) dt

=

2√2

Exemple 3.26 . Farem servir ara el teorema 3.24 per a provar que la integral

•+∞

I(a)= 6

[

e-(x+ia)² dx

•+∞

е
és independent de a Є R. Suposant això cert i com que I (0) = ƒ±°° e-x² dx

√π i I(α) = [+∞∞ e- (x² -a²+2xαi) dx , s'obté

=

•+∞

e
-x2

e -2xαi dx = e −α² √π= e
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i, prenent parts reals ,

•+∞

e cos 2xα dx = e −α²√πT.

Per a provar que I (a) és independent de a considerem la funció ƒ( z) = e −²² i el

rectangle de vèrtexs -R, +R, R + ai , -R + ai . El teorema de Cauchy-Goursat

dóna

+R

e
-

-R

+R

e-(x+ai)² dx = +

S1 S2

dz,

on S1 , S2 indiquen els costats verticals del rectangle . Ara bé, si z = ±R + it,

hom té

le-z² = e− Re(z²) = e−(R²–t²) -R² et² < e- R²ea².= e

Per tant, les dues integrals sobre els costats verticals estan acotades per

|a |ea² e-R² , quantitat que tendeix a zero quan R / +∞ i resulta I (a) = 1 (0) ,

per a tot a Є R.

sint dt ; aquesta integralExemple 3.27. Calcularem ara la integral I = +

no és absolutament convergent , però és convergent i , per tant ,

I = lim

R++∞L

+R
sin t

dt

t
R

-∞ t

(vegeu la secció 5.8 per a un repàs dels tipus de convergència de les integrals

impròpies) . Considerem

eiz

f(z) :
=

Z

- 1

=

n

n>1

inzn- 1

n!

que és una funció entera . Observem que, atès que la part real de la integral

següent és senar , hom té

+R

f(x) dx :
=

-R
= [R

+R ―COS X 1 + i sinx

= i

X L

+R
sin x

dx.

x
- R

Considerem el semicercle superior CR de centre 0 i radi R, és a dir, CR =

{z: z = R, Imz > 0}. Pel teorema de Cauchy, tenim

+R

[the f(x) dx +
-R

f(z) dz = 0.

CR

=
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Per tant ,

I

1

= ——

= -

lim

i R→∞

lim

R→∞

π

eiz

Z

-

dz =

1

—— lim

i R→∞

S" (eiRe - 1 ) do = x - lim0

0

- π

R→∞

π
-CiR

eio

Rei
o

1

iReio do =

R

CiR
cio

do.

Ara bé , eiRei® | = e-Rsin i sin≥20 per a 0 ≤ 0 ≤ π, de manera que

d'on I = π.

π

eiR
eio

π

do < e
RO
20 de 0, R → ∞

IST

Una conseqüència important del teorema de Cauchy és amb relació a

l'existència de primitives holomorfes i de determinacions del logaritme de

funcions . Els corol·laris següents són conseqüència del corol·lari 3.23 , de la

proposició 3.20 i de l'observació que la forma f(z) dz és tancada exactament

quan ƒ és holomorfa. En el capítol 6 veurem que els enunciats relatius a dominis

estrellats valen també en els dominis simplement connexos.

Corollari 3.28. Si f és unafunció holomorfa en un domini U del pla, llavors

f té localment una primitiva holomorfa a U. Si U és estrellat, f té globalment

una primitiva holomorfa.

Corollari 3.29. Si f és una funció holomorfa sense zeros en un domini U

del pla, llavors f té localment una determinació del logaritme a U. Si U és

estrellat, f té globalment una determinació del logaritme.

= -

-
Exemple 3.30 . La forma (z - a) -¹ dz és tancada a C \ {a} perquè (z − a)−1

és holomorfa, però no és exacta. Una funció h amb dh (z − a)-¹ dz seria una

determinació holomorfa del logaritme de z -a a C \ {a} , que no existeix . Això

passa a C \ {a} ; ara bé, en qualsevol obert més petit en el qual existeixi una

determinació F del logaritme de z - a (per exemple, el complementari d'una

semirecta o d'un arc que surt de a i va a ∞ ) ja sabem que F' = (z − a) −¹ .

Z

-

La forma dz és un exemple de forma tancada no exacta a C \ {0} . Separant

la part real i la part imaginària, resulta

dz

=
d(x + iy)

x + iy

=

-

Z

(x − iy) (dx + i dy)

dx + i dy

x + iy

x dx + y dy

+ i=

x² + y² x² + y²

x dy — y dx

x² + y²
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Observem que la part real sí que té funció potencial:

d

2(/ Log(x² + y²)

=
x dx + y dy

x² + y²

ZPer tant , si dz no és exacta , ha de ser a causa de la part imaginària , que és la

forma de l'exemple 3.40.

3.6 Els teoremes clàssics

La finalitat d'aquesta secció és introduir els conceptes necessaris per a poder

fer una aproximació al concepte d'holomorfia des d'un punt de vista de variable

real, en dimensió arbitrària.

3.6.1 Subvarietats regulars orientables

Ens situem a l'espai euclidià de dimensió n , R" . Comencem per recordar el

concepte de subvarietat regular amb vora de dimensió k o també k-subvarietat

amb vora, el qual generalitza el concepte de corba regular (k = 1) .

=

=

..

Un conjunt M tancat i connex a R" s'anomena subvarietat regular de di-

mensió k amb vora si per a tot punt pЄ M hi ha un entorn U del punt p a R"

una bola B B(0 , r) C Rk i una aplicació σ : B → R² de classe C¹ (és a dir ,

les components de σ són de classe C¹ ) , amb σ(0) = p i amb diferencial do(t)

de rang k a tot punt t (t1 , t2 , ... , tk) € B de manera que o- 1 és un homeo-

morfisme de Un M sobre B(0 , r) o bé sobre B¯ (0 , r ) = { t = (t1 , t2 , …… , tk) E

B(0, r) : tk ≤ 0} . En el primer cas es diu que p és un punt interior de M, i en

el segon cas p s'anomena punt de la vora de M, designada per ƏM. Si ƏM és

buit, hom diu que M és una subvarietat regular de dimensió k sense vora. El

parell (V, σ) on V = B(0 , r ) s'anomena parametrització o carta local de M i

(t1 , t2 , ..., tk) són els paràmetres o coordenades del punt o (t) ; o (t) és l'anàleg

de l'aplicació y (t) que parametritza una corba (k = 1 ) . En general caldrà una

col·lecció (Vi , σi ) iel de cartes per cobrir tot M, M = \¿ σi (Vi) , col·lecció que

s'anomena atles de M. En aquesta situació , l'espai tangent a M en el punt p és

la varietat k-lineal T₂ (M) de R" que conté tots els vectors tangents a les corbes

regulars que passen per p i estan contingudes a M. Analíticament i utilitzant

les notacions anteriors , T, (M) és la imatge de R* per l'aplicació lineal do (0) i

està, per tant , generat pels vectors , j = 1 , 2 ,..., k (fig 3.9) .
θσ

atj

La definició de subvarietat regular amb vora implica que OM és la frontera

topològica de M \ ƏM i és en si mateixa una varietat regular de dimensió k – 1 :
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t2

V = B(0, r)

ம் .

t1

M

U do

Ət2

P

do

Ət1

Figura 3.9

si pЄ OM i σ és com abans, llavors la restricció o de o a {t Є V: tk = 0}

és una carta local de OM. La (k - 1 )-varietat OM no té vora i simbòlicament

posem 22M = 0 .

Anàlogament al teorema 1.31 , tota 1 -subvarietat regular amb vora П és pa-

rametritzable globalment per un interval tancat, y: [a, b] → T, i llavors ar

consta dels punts (a) , (b) o bé, quan no té vora, pel tor T, y: T → T. En el

primer cas tenim una corba regular simple en el sentit de l'apartat 1.4.1 , i en el

segon cas tenim una corba regular simple i tancada amb vora buida. Dit d'una

altra manera, les corbes regulars simples es corresponen amb les 1-varietats

regulars amb vora (eventualment buida) . L'altre cas extrem és quan k

llavors MOM és un obert de R" , i M, la seva adherència.

=
n;

En tota k-subvarietat regular amb vora M hi ha definida una mesura de

Lebesgue k-dimensional, dmk , que permet integrar funcions contínues a Mi

parlar del volum k-dimensional dels subconjunts mesurables de M. En notació

clàssica i treballant a R3 , s'acostuma a posar dm1 = ds, dm2 dA i dm3

dV. Nosaltres , situats a l'espai R" , també farem servir la notació dmn = dV,

dmn-1 dA i V(X) , A(X) per a la mesura d'un conjunt X, respecte de dV,

dA.

=

= =

.

Si (V, σ) és una carta local de M i ƒ és una funció contínua a M nul·la fora

de o(V) , hom té

M

fdm = f (o ( t) ) | det Go ( t) | ¹ dt, dtz.…….dtx,

on det Go(t) és el determinant de la matriu de Grahm dels vectors columna de

la matriu de do(t) , és a dir, la que té per entrades (3 , 3 ) , i , j = 1 , ..., k. La

quantitat det G (t) | 1/2 és el volum k-dimensional del paral·lelepípede generat

pels vectors vectors columna de do(t) .

do

Əti
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- =
2 ,Quan k == n − 1 , parlem d'hipersuperfícies regulars amb vora, i quan k

de superfícies. Si M és una hipersuperfície regular amb vora i p ← M, hi ha

dos vectors unitaris perpendiculars a T, (M) , oposats . Quan és possible triar

en cada punt un d'aquestes dos vectors normals unitaris d'una forma contínua

sobre M, hom diu que M és orientable. Així com tota corba regular sempre

és orientable, no tota hipersuperfície ho és ; per exemple, la banda de Möbius

no és orientable. Quan M és orientable, llavors ho és de dues maneres de la

mateixa forma que una corba pot ser recorreguda en dos sentits . Escollir un

vector tangent unitari (k = 1 ) o un vector normal unitari (k = n − 1) es pot

interpretar com una forma d'orientar l'espai tangent Tp (M).

= n
-

-

Per a formular el concepte d'orientabilitat en general és necessari definir

què significa orientar un subespai vectorial F de R" , de dimensió k . Això es fa

separant les bases de F en dues classes , agrupant en una mateixa classe totes

les bases de F per a les quals les matrius de canvi de base tenen determinant

positiu. Quan k 1, és a dir, quan F és un hiperplà, una orientació

de F correspon a una tria Ñ d'un dels dos vectors unitaris perpendiculars a

F, declarant que una base u₁ , ..., un - 1 de F és positiva si u₁ , ... , ũn− 1 , Ñ és

una base positiva de R" quan aquest espai ésta orientat amb la base canònica .

Aleshores una k-subvarietat regular amb vora M s'anomena orientable si és

possible orientar els espais tangents Tp (M) de forma contínua, fet que en ter-

mes de cartes locals s'expressa dient que existeix un atles (Vi , σi) que cobreix

M,M = || σ; (Vi) , de manera que les aplicacions σ;σ¹ de canvis de coordena-

des tinguin totes jacobians positius . En aquest cas , les aplicacions σ;† (σ† ) −¹

també tenen jacobians positius ; és a dir , si M és orientable, llavors OM també

és orientable.

-1

+

Una orientació de M i una orientació de OM es diu que són compatibles

si la base 1 ,..., k de T (M) correspon a l'orientació de M, i la

მი+

Ətj

base (0) , j
atj

(0) , j

=

=

-
1 , ... , k 1 , a la de OM. Hi ha dos casos particulars que

s'intepreten fàcilment . Quan n = 3 i k = 2 , M és una superfície de R³ limitada

per ƏM, que és una corba simple i tancada. Un sentit de recorregut de ƏM

i una tria de vector normal N a M són compatibles si es compleix la regla

del llevataps o de la mà dreta: si posem un llevataps sobre M a prop d'un

punt p Є ƏM i el fem girar en el sentit del recorregut de OM, la punxa es

desplaça en el sentit de Ñ. L'altre cas és quan M és una n-varietat amb vora

de R2 ; llavors M \ OM és un obert , i ƏM la seva frontera, una hipersuperfície .

Tal com hem dit abans, una orientació de OM correspon a la tria d'un camp

unitari normal a OU. Quan M té l'orientació donada per la base canònica de

R", l'orientació compatible de ƏM que acabem de definir correspon a un camp

normal unitari Ñ que per definició s'anomena camp normal exterior a ƏM.
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Una base u₁ , ... ũn– 1 de T₂ (ƏM) és positiva si u₁ , ... , un- 1 , Ñ és positiva a

Rn.

3.6.2 Flux d'un camp a través d'una hipersuperfície

Sigui M una hipersuperfície regular orientada per la tria contínua d'un vector

normal unitari Ñ a cada punt de M. Si X és un camp vectorial continu definit

a M, el flux de X a través de M es defineix com la suma de les components

normals de X, això és,

on recordem que dAdA =

de M.

M

(X,Ñ)dA

dmn-1 indica l'element de volum (n - 1)-dimensional

Quan n = 2 , tant les circulacions com els fluxos es calculen sobre corbes

de classe C¹ orientades , i de fet els dos conceptes són equivalents degut a

l'observació següent . Designem per J l'aplicació lineal de R² a R² donada per

Jv = (-y, x) si v = (x, y) , que en termes de z = x + iy s'escriu Jz = iz; J és,

per tant, la multiplicació per i . Evidentment , Ju és perpendicular a v i per a

dos vectors qualsevol v1 , v2 hom té (Ju₁ , Jv2) (v1 , v2 ). Aleshores el flux d'un

camp X a través de la corba y s'escriu com

=

[ (X, Ñ)ds = [ (JX, JÑ)ds

i , com que JÑ és un vector Ĩ tangent a y , hom veu que el flux de X és el

mateix que la circulació de JX (sempre que la tria del vector normal Ñ i la

del tangent T estiguin relacionades per T = JÑ) .=

D'aquesta manera , la fórmula de Green aplicada al camp JÃ dóna el resul-

tat següent :

Teorema 3.31 . Sigui U un domini acotat del pla amb vora regular a trossos

orientada positivament i sigui Ñ el vector normal unitari exterior a JU. Sigui

X = (P, Q) un camp diferenciable en un entorn de U tal que la funció Px + Qy

sigui contínua a U. Aleshores per al flux de X a través de U val la igualtat

√ (X, Ñ) ds = [] (P₂ + Q₁ ) dx dy.
Lov U

En dimensió n > 2 els fluxos s'expressen fàcilment en termes d'una para-

metrització de la hipersuperfície , tal com passa amb les circulacions . Ho farem
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=
მთ მთ

primer per a una superfície S de R³ . En aquest cas , una parametrització de S

és una aplicació σ : V → R³ de classe C¹ , on V és un obert de R² , que és un

homeomorfisme entre V i σ (V) , de manera que la diferencial do ( s , t) en qual-

sevol punt (s , t) Є V té rang 2. La imatge de do(s , t) , com a aplicació lineal de

R2 a R3 , és aleshores el pla tangent a S en el punt o(s , t) . Típicament o(V)

és tot S llevat de conjunts d'àrea zero , i hom pot pensar que a efectes pràctics

és una parametrització global . En aquest cas els vectors os
0 ,σt = 0 són

vectors tangents a S, el seu producte vectorial σs ^ σt és , per tant , normal a

S, i Ñ(σ(s, t) ) = ỡs ^ ōt / | ỡs ^ ōt | és un vector normal unitari . D'altra banda ,

donats dos vectors de R³ , l'àrea del paral·lelogram que determinen és també

la longitud del seu producte vectorial , i per tant l'element d'àrea dA de S

s'expressa, en termes de la parametrització , en la forma dA los Ʌot ds dt.

Amb tot això resulta que si l'orientació és la donada per Ñ, el flux d'un camp

continu a través de S és

S

S

=
S

Ət

Sf(x (σ( s, t ) ) , σ , ^or) dsdt.

S

Si o(s , t) = (x(s , t ) , y(s , t) , z (s , t) ) , és σs = (xs , Ys , Zs ) , σt = (Xt, Yt , Zt) , amb

S

ỡsS

-
Sla qual cosa ỡ, ^ σt té components (yszt

flux s'escriu, si X = (X1 , X2 , X3) , com

- -

-
ZsYt , ZsXtZtxs , XsYt - Xtys ) i el

-

[ (X1 (Yo²r − ZsYt) + X2 ·(ZeXt − ZiXs) + X3· (XsYt − Xtys) ) ds dt,S

on les funcions X; estan avaluades a σ(s , t) . Observem que l'integrand és

formalment el resultat de calcular el determinant de la matriu que té ✈ a la

primera fila , ♂s a la segona i at a la tercera .S

Per al flux anterior s'utilitza també la notació

[ (X₁dy ^ dz + X₂dz ^ dx + X3dx ^ dy ) ,S

interpretant que, per exemple, dy Ʌ dz s'integra sobre S fent la substitució

dy = ysds + y+dt, dz

-dt Ʌ ds = dsdt .

L'expressió nx
=

= zsds + z+dt i que ds Ads = dtdt = 0, ds Ʌ dt =

X₁dy Ʌdz + X2dz Ʌ dx + X3dx Ʌ dy associada al camp

X -que és allò que s'integra sobre S per a obtenir el flux de X- s'anomena

2-forma diferencial.

El mateix càlcul en dimensió n dóna per al flux del camp X= (X1 , X2 ,... ,Xn)
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a través de la hipersuperfície M l'expressió

n

.

ΣXid1 Λ - - Λ (dzi)* Λ ... Adn,
M i=1

on (dx; ) * indica que aquest terme no hi és . L'expressió de dins de la integral

s'anomena (n − 1 ) -forma diferencial.
-

La noció de k-forma diferencial, que no necessitarem , sorgeix quan es volen

generalitzar aquests conceptes a k-subvarietats de R" .

3.6.3 El teorema de la divergència, el teorema del rotacional i el

teorema de Stokes per a 1-formes

En aquest apartat veurem quines són les versions dels teoremes 3.22 i 3.31 en

dimensió n > 2. Posarem de manifest com el mateix mètode de demostració

de la fórmula de Green condueix al teorema del rotacional i al teorema de la

divergència amb hipòtesis més febles que en les versions tradicionals . Aquests

teoremes ens permetran més endavant interpretar les funcions holomorfes des

d'una perspectiva de variable real i definir-ne una generalització a R" .

En dimensió n > 2 no hi ha correspondència entre les nocions de circulació

i de flux d'un camp vectorial i és necessari un resultat diferent per a cada una

d'aquestes magnituds .

Comencem amb l'estudi dels fluxos d'un camp X. En aquest cas partim

d'un domini U acotat de R" tal que la seva frontera topològica U és una hiper-

superfície regular i es tracta d'avaluar el flux de X a traves de OU. Necessitem

el concepte de divergència d'un camp vectorial diferenciable .

Suposem que X2 ,………,X = (X1 , X2 , ……… , Xn ) és un camp vectorial que té components

X; diferenciables (camp diferenciable ) a l'entorn d'un punt p € R" . Designem

per B la bola B(p, ɛ ) de centre p i radi ɛ > 0 i calculem aproximadament el

flux de X a través de ƏB₂ orientada amb la normal exterior Ñ(x ) = 1x. Per

la fórmula de Taylor podem posar, si x Є OBε

X(x) =X(p) +Σ

ax

(p)xi + o(ε) .
Əxi

Ara hem de considerar la component normal de X i integrar-la sobre ƏBɛ. La

contribució del camp constant X(p) és zero , perquè aquesta component normal

és una funció senar sobre Be; dit d'una altra forma, és clar que el flux de tot
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camp constant és zero. La contribució del camp ox (p)x; és

ай

Janдве მე;

1

(p)xi, −x dA.

Ε

n j (onAra bé, com que la funció xx; té integral zero si i ‡ ji n¿n+¹ si i =

Cn és la mesura (n − 1 )-dimensional de l'esfera unitat) , hom té que la integral

anterior val exactament en Xi (p) ; és a dir ,

n

-

Cn

n
Σ

Əxi

Сп

·

√og (X , Ñ) dA = ne" ΣOX; (p) + o(e” ) .
две

n მე;

Atès que cε és el volum n-dimensional de Bɛ , trobem que a tot punt x a

l'entorn del qual el camp X sigui diferenciable , és

Σ

n

Əxi

Jxi

ах;

1

(x) = lim V(B(x, e) ) Jantza (X, Ñ) dA

La funció Σx (x) és , doncs , una densitat de flux per unitat de volum

i= 1
axi

tancat i s'anomena divergència del camp X, designada per div (X) o també

per (√, X) . S'arriba a la mateixa expressió si hom utilitza , per exemple , cubs

en lloc d'esferes que es contreuen cap a x. Aquesta definició de div (X) és

equivalent al teorema següent :

Teorema 3.32 (Teorema de la divergència) . Sigui U un domini acotat de

Rn de manera que U sigui una hipersuperfície regular i orientem Əʊ amb el

camp normal unitari exterior Ñ. Sigui un camp diferenciable en un entorn

de U amb la funció div X contínua a U. Llavors el flux de X a través de ǝU

és igual a la integral de la divergència en el domini U, és a dir,

Joy (X, Ñ) dA = f (divX) dV.Lovმო

Aquest teorema es demostra amb el mateix mètode que la fórmula de Green

i és també vàlid si OU és una hipersuperfície regular a trossos, és a dir , una

reunió finita de hipersuperfícies regulars amb vora, enganxades al llarg de les

vores (un cub, per exemple) . Per a la demostració comencem observant que,

tal com hem vist abans, si Q és un cub de mida ɛ centrat a p, llavors

√。。(Ÿ‚ Ñ) dA – A(Q) div(X) (p) = o(A (Q) ).მი



130 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

Per tant, si div (X) és una funció contínua a Ụ, és uniformement contínua

i tindrem

(X, Ñ) dA − / div(X)dV = o(A(Q) ) ,Jo₂ –

QC

Q

4
=

uniformement per als cubs Q CU. Aleshores , per subdivisions successives

(l'essència del càlcul infinitesimal! ) , s'estableix el teorema de la divergència per

a un paral·lelepípede qualsevol , puix que els fluxos a través de cares de cubs

contigus es cancel·len . Això donaria l'equivalent a la primera etapa de la prova

del teorema 3.22 . Les altres dues etapes es proven d'una manera anàloga.

Exemple 3.33 . Sigui U l'interior de l'el·lipsoide de R³ d'equació x² + 2 + ²²

1 i considerem el camp X = (x² , y , z +y) . Si volem calcular el flux de X a través

de la vora de U, resulta més fàcil fer la integral de volum de la divergència ,

que val div X = 2x + 1 + 1 = 2x + 2. La funció 2x té integral 0 a U perquè

és una funció senar en æ de manera que, pel teorema de la divergència , el flux

valdrà dues vegades el volum de U, això és , 32π. Si ara volem calcular el

flux a través de la part Σ de la vora corresponent a z > 0, considerem l'obert

V = {(x, y, z) € U : z > 0} . Aplicant el teorema de la divergència a V, veiem

que el flux a través de Σ més el flux a través de la tapa inferior de V, que és

l'interior de l'el·lipse E en el pla xy d'equació x² + y = 1 , iguala la integral

de volum de la divergència , que val 16. En la tapa inferior el vector normal

unitari exterior a ĈU és (0,0, −1) , la component normal de X és y , i el flux a

través de E és zero . Per tant , el flux a través de Σ és ¹ºπ.

4

16

3

V3

De

02P

V1

Figura 3.10

Per tractar les circulacions d'un camp X procedirem d'una manera similar ,

introduint el concepte de densitat de circulació. Ho farem primerament en

dimensió n = 3.
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Sigui 1 , 2 , 3 una base ortonormal de R3 amb 3 = √1 ^ 2 . Sigui De el disc

de centre p Є R³ i radi ɛ situat en el pla perpendicular a 3 que passa per p, i

orientem la seva vora amb el recorregut y(t) = p+ε costu₁ +ε sin tʊ2 , 0 ≤ t ≤ 2π.

Aquesta orientació de De és la que s'il·lustra amb la regla del llevataps, segons

la qual si el llevataps gira en el sentit que recorre De , la punxa avança en la

direcció de v3 (fig. 3.10) . Sigui X = (X1 , X2 , X3 ) un camp diferenciable en un

entorn del punt p i calculem la circulació de X al llarg de ǝD utilitzant altre

cop la fórmula de Taylor . Si k = (v1 , v2 , v3) , k = 1,2 i x € ƏDɛ , és

x(x) = X(p) +Σ

3

ax

- (p)ɛ (cos tv₁ + sin tʊ²) + o(ɛ) .

მე;
i=1

Ara hem de fer el producte escalar de X amb el vector tangent a ƏDɛ,

-

=

ε(− sintʊ₁ + cos tʊ2 ) , i integrar sobre Dɛ . La contribució del camp constant

X(p) és zero, la corresponent al terme lineal és

2π 3 3

ह
र

2² * ( (cost – sin tu{) ½³X;

-

(p) (cos tvi + sin tv2) ) dt,

i=1
მე;

i la del terme residual és o (ε²) . Cada integral

2π

[
(cos tv2 – sin tv₁ ) (cos tv₁ + sin tvž) dt

val π(υžυi – viv½) , en particular 0 si i = j . Així, tenim

Jape

(X,T) ds = πε
πε2Σ -

dXj(p)(vžvi − vívý) + o(ε²) =

πελ

i,j

τε?Σ
= πε

Σ

i<j

მე;

axi

Əxi

дх

(p) - 3x; ) (vví - v{ vá) + o(e² ).
(v₁vi

Əxj

Ara fixem-nos que les components de 3components de v3 = v₁₂ són precisament les quantitats

vžvi – viv½ de manera que en l'expressió anterior hi apareix el producte escalar

de 3 amb el vector

rot x =

(

OX3 ƏX2 X1 ӘХ3 ӘХ2

მყ az az

ƏX2

99
Əx Əx მყ

també designat per ▼ × ✈ i que s'anomena rotacional de X. Hem vist , doncs,

que si D és un petit disc centrat a p, situat en el pla perpendicular a una
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direcció i orientat segons la regla del llevataps , hom té

1

722 √

(X,T) ds = (rot X(p) , v) .

aDε

lim

20 πελ

Això significa que la quantitat (rot X(p) , v) és una densitat de circulació

per unitat d'àrea tancada i que la direcció del vector rot (p) és la de l'eix al

voltant del qual les trajectòries del camp X tenen la màxima tendència a gi-

rar. L'última igualtat és equivalent al teorema del rotacional que s'enuncia a

continuació i que es demostra amb el mateix mètode que hem indicat en el cas

del teorema de la divergència , basat en la prova del teorema 3.22 .

3

Teorema 3.34 (Teorema del rotacional) . Sigui S una superfície regular

amb vora de R³ i sigui y una corba regular que parametritza OS de manera que S

i y tinguin orientacions compatibles . Aleshores, si és un camp diferenciable

en un entorn de S amb rotacional continu a 5, la circulació de X al llarg de Y

coincideix amb el flux del rotacional de X a través de S, és a dir,

[ (X, T) ds =f(rotX, N) dA.

Exemple 3.35 . Sigui y la corba intersecció de l'esfera unitat de R3 amb el

pla d'equació x + y + z = 0 , orientada segons la regla del llevataps quan aquest

pla està orientat pel vector normal (1 , 1 , 1 ) . Calculem la circulació del camp

X = (z , x, xy) al llarg de y . El camp X té rotacional donat per (x , 1 — y, 1) , la

component normal del qual en els punts del pla és (2 + x − y) . Si observem

que x, y són senars al disc limitat per y, trobem que el flux de a través

d'aquest disc i, per tant , la circulació al llarg de y val 27.

-

=

Les consideracions que hem fet abans del teorema 3.34 ens indiquen també

com s'ha de procedir en dimensió n > 3 ; en aquest cas, per a un camp

(X1 , X2 , … , Xn) , el càlcul és exactament igual fins a arribar a l'expressió

i<j

axi ƏXi

Əxj(응Əxi

-
(vžvi – vívž)

as per
com a densitat que cal integrar sobre una superficie S amb vora y =

tal d'obtenir la circulació al llarg de y, on 1 , 2 són ara vectors que generen

l'espai tangent a S. En termes d'una parametrització de S donada per σ(s, t)

amb domini de paràmetres V, serà 1 3,023 , i, en integrar sobre V laV2 ==
მე
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densitat anterior , s'obté

si σ =

ΙΙ.Σ **i<j

(01,02 , ... , On ) .

axi

Əxj
-) (o(s, t) )

მთ , მთ; მთ ; მთ ;
ds dt

at as as at

Intrínsecament aquesta quantitat es denota per

-j -
axi

dx; Ʌ dxj ,

axi

Əxi
Əxj

(3.8)

=

on l'integrand és una 2-forma diferencial en n-variables . Ara dx; Ʌdx, s'integra

sobre S fent la substitució dxi ids + dt i utilitzant el fet ds Ʌds
as

ds dt.dt Ʌ dt = 0, ds Ʌ dt = −-dt Ʌds

Recordem que el camp

la 1-forma diferencial w

=

=

Ət que

X de components X1 , X2 , ..., Xn és equivalent a

N

i=1

Xidx . La 2-forma que ha aparegut a (3.8)

s'anomena diferencial exterior de w i es representa per dw . Així doncs ,

Σ

axi

dxi Ʌ dxj.

d ( X, dr . ) - ( X, BX, de , dey
·).

ΣXidri
=

i<j

-

Əxi Əxj

Amb aquestes notacions la versió del teorema del rotacional per a n > 3 és

la següent:

Teorema 3.36 (Teorema de Stokes per a 1-formes) . Sigui S una super-

fície regular amb vora de Rn i sigui y una corba regular que parametritza OS de

manera que S iy tinguin orientacions compatibles. Sigui X= (X1 , X2 , ... , Xn )

un camp diferenciable en un entorn de S que té la 1 -forma associada w =

ΣXi dxi tal que els coeficients de la 2-forma dw siguin funcions contínues a

S. Aleshores

i

(X ,T)

√ (x, Ï') ds = √ dw .S

Observació 3.4 . El teorema 3.31 és un cas particular del teorema de la di-

vergència i la fórmula de Green (teorema 3.22) es pot veure com un cas parti-

cular del teorema del rotacional (teorema 3.34) . Interpretant que el domini U

del pla és una superfície de R³ orientada amb el vector Ñ = (0,0,1 ) i que el

camp X = (P, Q) és un camp en R3 amb la tercera component nul·la , hom té

rot X = (0,0, Qx − P₁ ) i (rot X, Ñ) = Qx − Py ·

3
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3.6.4 1-formes tancades i 1-formes exactes

En el teorema 3.9 hem vist que un camp vectorial té una funció potencial si i

només si és conservatiu . Ambdues condicions són de tipus global . En aquest

apartat estudiarem, per a camps o formes diferenciables , un concepte local que,

en general , és més feble que el fet que el camp sigui conservatiu o que la forma

sigui exacta, però que, per a dominis particulars , hi és equivalent .

Sigui X = (X1 , X2, .
... " Xn) un camp vectorial diferenciable en un domini

n

i=1

U de Rn amb 1-forma associada w = ΣX¿dxi. Si w és localment exacta

amb w = dh en una certa regió , llavors h és dues vegades diferenciable , i per

la regla de Schwarz hom té
axi Əxj

i, j = 1 , ... , n. En termes de la diferencial exterior de resulta, doncs ,

22h

მ ;მ ;

=
22h

Əxjəxi
En conseqüència,•

Əxj

axi

dw = Σ

axi

dxi Ʌ dxj = 0.
Əxj axi

i<j

=
Əxi

Les 1 -formes diferencials wa U, amb coeficients diferenciables , que compleixen

la condició dw = 0 s'anomenen tancades a U. Aquest és un concepte local . Així,

tota 1 -forma amb coeficients diferenciables , localment exacta és tancada i les

components d'un camp X diferenciable i localment conservatiu han de complir

les
equacions

a
axi = X. Ens proposem de veure el recíproc ; primerament

მთე მთ; •

donem un resultat de tipus global .

axi

=

Teorema 3.37. En un domini estrellat de R" , una 1 -forma diferencial amb

coeficients diferenciables és exacta si i només si és tancada i un camp

(X1 , X2 ,… , Xn ) diferenciable és conservatiu si i només si compleix

1,2 , ..., n (equacions que per a n = 3 signifiquen rot X = 0) .

axi i, j
=

=

Əxj

Demostració. Farem la prova en termes de 1-formes. Tan sols ens falta veure

que tota forma w tancada és exacta; pel teorema 3.10 això equival a

0=3

per a tot triangle A inclòs en el domini de w, fet que és conseqüència del

teorema de Stokes (teorema 3.36) .

En el capítol 6 provarem que aquest resultat és cert també per a dominis

simplement connexos del pla.
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Observació 3.5 . Si el domini U del teorema 3.37 és estrellat respecte de l'origen ,

l'expressió general de la funció potencial del camp

h(x) = √
γ

(X,T) ds + c,

x és

on y és el segment que va de 0 a xic una constant. Hom pot provar directament

que h és una funció potencial amb la hipòtesi addicional que X és de classe C¹

(és a dir , les components de X són de classe C¹ ) : parametritzant el segment

resulta

1

h(x) = [' Σ(X₁ (tx)x;) dt

axi

Xi (tx)) dt,

მე

Per tant,

Әһ
=

(X;(tx) +tΣ

Əxj

=

(Xj(tx) +tΣ
Xi

Jxi

ƏXi (tx)) dt.

i utilitzant ara la hipòtesi trobem

Әһ

Əxj

Ara bé, l'expressió que hi ha dins la integral és f' (t) amb fƒ(t) = X; (tx)t, i pel

teorema fonamental del càlcul la integral val ƒ (1 ) – ƒ (0) = X¡ (x) .
-

La mateixa observació és del cas utilitzant altres camins per a definir la

funció potencial . Per exemple, si X = (P, Q) és un camp vectorial en el pla que

compleix Qx = P₁ i volem trobar la funció potencial h (x , y ) , triem (0,0) com

a punt base, i com a camí que va de (0,0) a (x, y) el segment que va de (0,0)

a (x, 0) seguit del segment que va de (x , 0) a (x, y) ; llavors

X y

h(x, y ) = [* P ( t, 0 ) dt ++[
0

Q (x, t) dt.

És clar que h₁ = Q, pel teorema fonamental del càlcul , i , a més ,hy

hx(x, y) = P(x , 0) +-[ Q=(x, t ) dt = P(x, 0) +

= P(x, 0) + P(x, y) − P(x , 0) = P(x, y) .

əxi

-

y

[ P, (x, t) dt =

A la pràctica, però , s'acostuma a procedir de la manera equivalent següent :

volem resoldre les equacions h = Xi, i = 1 , ..., n; integrem la primera equa-

ció en x1 , i obtenim una constant d'integració C' (x2 , ... , xn ) que depèn de

x2 , ... , în ; després utilitzem la segona equació per a determinar С (x2 , ... , xn )

i així successivament .
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= =

Exemple 3.38 . La forma w = (sin xy + xy cos xy) dx + (x² cos xy + y) dy és

tancada a tot el pla . Integrant ha sin xy + xy cos xy en x resulta h(x, y)

x sin xy+C(y) , i utilitzant que hy = x² cos xy +y obtenim C ′ (y) = y i h(x, y)

x sin xy ++C que és l'expressió general d'una funció potencial de w .

És clar que el teorema 3.37 implica:

=

Teorema 3.39 . Una 1 -forma diferencial amb coeficients diferenciables en un

domini de Rn és localment exacta si i només si és tancada . Per a un camp

vectorial X = (X1 , X2 ,… , Xn) diferenciable en un domini U C Rn , són equi-

valents les propietats següents:

=
a) მx5

axi
axi

მთ ; i , j = 1,2 , ..., n (rot X = 0 si n = 3) a U.

b) X és localment conservatiu a U.

c) X té, localment, una funció potencial a U.

En general, però, una forma tancada no és exacta .

Exemple 3.40 . Un exemple típic és la forma

xy
13

x² + y²
;dx + x² + y² dy

dw
a U = R² \ (0,0) . Un càlcul demostra que du = 0 , però si y és el cercle unitat

recorregut en sentit positiu -un camí tancat a U– la integral de línia Sw val

2π. Per tant , w no és exacta a U. A l'obert més petit V = R² \ { (x , 0) , x ≤ 0}

la forma o sí que és exacta perquè la funció 0 (x, y) que dóna l'angle en radiansw

que forma la semirecta d'origen zero que passa per (x , y) amb el semieix positiu

n'és una funció potencial . Analíticament , 0 (x , y) = arctg six > 0, 0(x, y)

arctg + si x < 0 , y > 0 , 0 (x , y ) = arctg - π si x < 0 , y < 0 .% 7

Y

х

Y

x

= 2
En aquest apartat hem tractat les formes en dominis del pla complex (n

iw = f(z) dz ) com un cas particular de les formes en dominis de R" (dimensió n

arbitrària i formes diferencials complexes) . Tanmateix, més endavant, veurem

que hi ha una diferència molt important entre el cas real i el cas complex .

En el cas real, hi ha funcions h que són de classe C¹ exactament, és a dir ,

que són de classe C¹ però que no tenen derivades d'ordre dos . La primitiva

d'una funció contínua no derivable a la recta n'és un exemple en una variable

i h(x, y) = p(xy) és un exemple en dues variables . Llavors la forma w = dh

té coeficients continus i , per definició , té funció potencial, és a dir, és exacta

i , per tant, té integrals independents del camí; com que no és diferenciable,
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no té sentit plantejar-se si és tancada. Per tant, en el cas real hi ha formes

contínues localment exactes que no són diferenciables. En els capítols següents

veurem que aquesta situació en el cas complex no es pot donar, perquè provarem

que si la funció ƒ té una primitiva holomorfa , llavors ƒ també és holomorfa .

Per tant, tota forma contínua del tipus f(z ) dz que sigui localment exacta és

automàticament diferenciable i tancada.

3.7 Funcions holomorfes com a camps vectorials i fun-

cions harmòniques

3.7.1 Camps solenoïdals

En aquest apartat comencem fent consideracions anàlogues a les de la secció

3.2 però fent intervenir els fluxos d'un camp en lloc de les seves circulacions .

Definició 3.41 . Un camp continu en un domini U de Rn s'anomena solenoïdal

si téflux zero a través de tota hipersuperfície continguda a U compacta i sense

vora.

Equivalentment , un camp vectorial X és solenoïdal a U si sempre que

M₁ , M₂ siguin hipersuperfícies a U amb la mateixa vora el flux de X a través

de M₁ i de M₂ és el mateix. Així com els camps conservatius coincideixen amb

els camps gradients, en dimensió n = 3 els camps solenoïdals coincideixen

amb els camps rotacionals:

Teorema 3.42 . Un camp continu X en un domini U de R³ és solenoïdal si i

només si hi ha un camp Ỷ de classe C¹ a U tal que X = rotỶ.

Demostració. El fet que tot camp rotacional és solenoïdal és una conseqüència

immediata del teorema del rotacional , puix que el flux de rot Ỷ a través d'una

hipersuperficie MCU és igual a la circulació al llarg de la vora . La demostració

del recíproc és força més complicada i no la farem aquí.

El camp Y tal Xque = rotỶ s'anomena potencial vector de X i està

determinat llevat de camps amb rotacional zero .

Per formular l'anàleg del teorema 3.42 en dimensió n > 3 cal fer-ho en

termes de formes diferencials : una 2-forma w = AijdxiɅdxj contínua en un

i<j

ηdomini U de R és exacta a U, és a dir , hi ha una 1-forma ŉ de classe C¹ a U

tal que dn = w , si i només si w té integral zero sobre tota superfície compacta

sense vora continguda a U. Aquest resultat és cert per a k-formes diferencials
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arbitràries i és conseqüència d'un teorema profund, el teorema de de Rham

(vegeu [13 , pàg. 154] ) .

El concepte de camp solenoïdal és un concepte global, però podem

considerar-ne també la versió local : un camp X és localment solenoïdal en

un domini U si tot punt p € U té un entorn V CU tal que X té flux zero a

través de tota hipersuperfície regular continguda a V compacta i sense vora.

Tenim ara el resultat corresponent al teorema 3.39 .

Teorema 3.43. Per a un camp X = (X1 ,… , Xn) , diferenciable en un domini

UC Rn, són equivalents les propietats següents:

a) divX =

n

axi

axi
= 0 a U.

i=1

b) X és localment solenoïdal a U.

n =
3, a) i b) són equivalents al fet que X tingui localment un potencialc) Si n

vector a U.

Demostració. Que b) implica a) és conseqüència de la definició mateixa de

divergència (apartat 3.6.3) . Recíprocament , si X té divergència zero i S és una

hipersuperfície regular compacta i sense vora dins d'una bola continguda a U,

llavors S és la frontera d'un obert GCU, i pel teorema de la divergència hom té

√ (X, Ñ) dA = [ div X dV = 0.
S

=

Finalment , l'equivalència amb c) és conseqüència del teorema 3.42 .

-

Un domini U CR" s'anomena k-simplement connex si tota k-subvarietat

continguda a U sense vora és la frontera d'una (k + 1)-subvarietat de U. És

un concepte topològic , equivalent a l'anul·lació d'un determinat grup d'homo-

logia. Quan n = 2 , k = 1 , veurem en el capítol 6 que es tracta dels dominis

simplement connexos introduïts en el capítol 1 ; quan k = n − 1 , es diu que U

no té cavitats. En el teorema 3.43 hem utilitzat el fet intuïtiu que les boles no

tenen cavitats . En un domini sense cavitats , pel teorema de la divergència, un

camp diferenciable X és solenoïdal si i només si div X = 0. L'exemple típic

d'un domini amb cavitats és U = R³ \ { (0,0,0) } . El camp newtonià X = 5 ,

amb r = (x, y, z ) ir = |r] , té div X|r] , té div X = 0 en aquest domini U , però evidentment

té flux 4π a través de tota esfera centrada a l'origen .

En dimensió n = 3 , hom pot demostrar la implicació a) ⇒ c) del teorema

3.43 directament , amb la hipòtesi addicional que sigui de classe C¹ . El càlcul
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d'un potencial vector Ỷ d'un camp X diferenciable i amb divergència zero en

una bola es pot fer resolent les equacions

-
X1 = (Y3)y — (Y2) z , X2 = (Y1 ) x − (Y3 ) x , X3 = (Y2 )x − (Y1 )y⋅

-

Trobarem una solució amb Y3 = 0 que anomenarem Ỹ . De la primera

equació resulta

i de la segona,

Y2(x, y , z)

2

= - √-[*0

X1 (x, y , t ) dt + A(x, y) ,

Y₁ (x, y , z ) = [* X2 (x, y , t) dt + B (x, y) .

Es tracta, llavors , de trobar les funcions A, B de manera que

2 2

(Y2)x − (Y1 ) y = − dt+Ã¸¯
·[[* (X1 ) =( x, y , t) dt + Az− f(" (X2 ), (x , y, t) dt—B₁ =X3(x, y, 2) .

-

=
Z

=

-

Com que divX 0 , les dues integrals
anteriors

sumen (X3)z (x, y , t) dt

X3(x, y, z ) - X3(x , y , 0) i es tracta , per tant , de trobar A, B tals que Ax (x , y) —

By(x, y) = −X3(x, y , 0) . Serveixen
A = 0 i B(x , y ) = √ X3 (x , t , 0) dt . Un cop

hem trobat la solució
Yo , la solució

general
és Ỷ = Ÿo + Ž, on Z té rotacional

zero, és a dir, que pel teorema
3.37 és un gradient

.

3.7.2 Camps vectorials holomorfs. Funcions harmòniques

En la secció 3.2 hem vist com la idea d'integral de línia complexa porta de

manera natural a associar el camp vectorial ƒ = (u, −v) a la funció ƒ(z) =f

u(z ) + iv(z) . Llavors si y és un camí del pla , la part real i la part imaginària

de S, f(z) dz són, respectivament , la circulació del camp ƒ i la circulació del

camp if al llarg de y; és a dir , la circulació de ƒ i el flux de Ƒ sobre y .

=

D'una manera natural hi ha una relació entre funcions holomorfes i camps

conservatius o solenoïdals . En efecte , suposem que f u + iv és diferenciable

com a funció de dues variables reals . Segons el teorema 3.39 , el camp f = (u, v)

és localment conservatiu si i només si

i, segons el teorema 3.43 , és localment solenoïdal si i només i

Ux =
-
—Vy,
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que equival a dir que J f = (-v , u) és localment conservatiu . Si comparem

amb les equacions de Cauchy-Riemann, trobem el resultat següent :

Teorema 3.44. Una funció f = u + iv diferenciable en un domini U CC

és holomorfa si i només si el camp ƒ = (u , −v) és simultàniament localment

conservatiu i localment solenoïdal.

Aquest teorema és el que permet donar una definició d'holomorfia des d'un

punt de vista de variable real.

Definició 3.45 . Un camp X = (X1 , X2 , … , Xn ) , diferenciable en un domini

UC Rn , s'anomena holomorfsi és localment conservatiu i localment solenoïdal,

és a dir, si compleix

axi

axi

=

Əxj axi

i, j = 1 , ... , n; div X =Σ

n

axi

= 0, a U.

Əxi
i=1

Si ✈ és un camp holomorf, llavors X és localment el gradient d'una funció

4. Com que és diferenciable , és dues vegades diferenciable i ha de complir

div X = div(√ ) :
=
მი

მე?

...
+ +

Definició 3.46 . Unafunció , dues

s'anomena harmònica si A

მი

მx2

= 0.

vegades diferenciable en un obert U de R" ,

=
მ2)

Əx
+

...
226

+
Əx2

= 0 a U.

Així, hem vist :

Teorema 3.47. Els camps holomorfs són exactament els camps que, local-

ment, són el gradient d'una funció harmònica. Les funcions holomorfes són

exactament les funcions f que, localment, compleixen Ƒ = x + iḍy amb &

harmònica.

L'operador ▲ de la definició 3.46, anomenat laplacià o operador de Laplace ,

és el més important de la física matemàtica . En el capítol 7 estudiarem les seves

propietats , així com les de les funcions harmòniques .

3.7.3 Funcions harmòniques conjugades

Situem-nos de nou en el pla complex i analitzem més detalladament , la relació

que hi ha entre funcions holomorfes i funcions harmòniques.
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Sigui ƒ una funció holomorfa en un domini U. Pel teorema 3.47 , localment

hi ha una funció harmònica real ☀ tal que ƒ = √¿ Әф მი
i i aquesta és

Əx მყ

l'expressió general local d'una funció holomorfa .

= -

D'altra banda, pel corollari 3.28 , ƒ té localment una primitiva holomorfa F,

i si U és estrellat , la té globalment . Quina relació hi ha entre F i ø? Escrivim

la forma f(z) dz en termes de

f(z) dz = (Op

Әф
-

მე

i.

მი

(dx + i dy)
=

მყ

მი

მუ

მი

dx + dy + i

მყ (응

Әф

dx +

ду

მი

dy
Əx

La part real d'aquesta forma és do; la part imaginària,

მი მი

d*p =Φ
= dx +

მყ

dy,

მთ

s'anomena forma conjugada de do. Les primitives holomorfes F de ƒ estan

definides per la igualtat dF = f(z ) dz , que, si F = u + iv, s'escriu

du + i dv = dF = f(z ) dz = do + i d* .

Per tant ,

du = do, dv = d*0. (3.9)

Recíprocament, si F = u + iv i u , v compleixen (3.9) , podem suposar u =

(tret d'una constant) ; ara F té part real u = i la part imaginària v ha de

complir du d*u, és a dir,dv =

მა

3
1
8

ди

მყ

მა

მყ

=

ди

მუ

que són les equacions de Cauchy-Riemann . Per tant , F és holomorfa i F ' = ƒ.

Observem que v també és harmònica.

Definició 3.48 . Donada una funció u harmònica real en un domini U del pla,

es diu que una funció ũ, diferenciable a U, és una funció harmònica conjugada

de u a U si du = d*u, és a dir, si la funció Fu+ iũ és holomorfa a U.=

Les consideracions anteriors proven:

CCTeorema 3.49 . Si u és harmònica real en el domini U C C i f = √u, llavors

la funció u té una funció harmònica conjugada a U, ũ, si i només si f té a U

una primitiva holomorfa F i, en aquest cas, és F = u + iũ.
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=

En el capítol següent veurem que tota funció holomorfa és de classe C∞.

Si f u + iv és holomorfa, hom té u, v E C∞ , i derivant les equacions de

Cauchy-Riemann s'obté Au = Av 0, és a dir , Re f i Imf són harmòniques

i, per tant, ƒ també ho és . El fet que una funció holomorfa ƒ sigui harmònica ,

amb la hipòtesi que ƒ és de classe C² , és conseqüència també de la relació

=

Aƒ = 4

a²f

Əzəz

მ af

az

(3.10)

entre l'operador ▲ i els operadors , i del fet que = 0 si ƒ és holomorfa .

Com que tota funció harmònica té, localment , una funció harmònica conjugada

(perquè tota funció holomorfa té localment una primitiva) , se'n segueix que tota

funció harmònica (en dimensió n = 2) és de classe C. En el capítol 7 veurem

que això és cert en qualsevol dimensió . En particular, un camp holomorf és de

classe C∞.

-

Observem que una funció harmònica v conjugada de u està determinada

llevat d'una constant imaginària pura. Notem també que la condició dv = d*u

implica (▼u, ▼v) = 0 , és a dir , els gradients de u , v i , per tant , les seves corbes

de nivell , són perpendiculars (fig . 3.11 ) . Totes les consideracions anteriors

proven:

จีบ

u

u = c1

v = d₁
v == d2

u = c2

u = C3

v = d3

Figura 3.11

Proposició 3.50 . Una funció u harmònica en un domini U té una funció

harmònica conjugada si i solament si la forma tancada d*u és exacta a U, és

a dir, si S₁₂d*u = 0 per a tot camí tancat y dins de U, condició que sempre
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es compleix localment. Quan U és estrellat, tota funció harmònica a U té una

funció harmònica conjugada a U.

Tal com hem dit , l'afirmació de la proposició 3.50 és equivalent al fet que

la funció holomorfa ƒ = ur – iuy tingui una primitiva holomorfa F a U i , en

aquest cas, és u = Re F.

En general, no sempre hi ha una funció harmònica conjugada de u, és a dir ,

no sempre una funció harmònica a U és la part real d'una funció holomorfa

a U. Per exemple, si u (z ) = Log | z | = Log √√x² + y² a U = C \ { 0} , hom té

f = ux - iuy , que no té primitiva a U; per tant, u no té funció
= x-iy 1=

x²+y²

harmònica conjugada.

29

D'altra banda, la integral S, d* u admet una interpretació que és interessant :

si Ñ és el vector normal unitari exterior a y(t) = (x(t) , y(t) ) , Ñ = √ (y' , −x′) ,

llavors

d*u =

↓

ди ди

dy dx =

მუ მყ
· [ {vu , Ñ) ds = [ 04

ди

ds.

ай
γ

La condició f₁, d* u = 0 equival , doncs, ads=0 per a tot camí tancat yCU,

és a dir, la integral al llarg de y de la derivada de u respecte de la normal

a y és nul·la, si y és tancat. En l'exemple anterior (u(z ) = Log | z | ) agafant

coordenades polars , és u = Logr i, si y és una circumferència centrada a

ди 1 ди

l'origen de radi R, = i resulta dsS, ON = 2π 0.
ON R

El càlcul de la funció harmònica conjugada v d'una funció harmònica do-

nada u equival al càlcul de la funció potencial de la forma d*u . Tal com hem

vist en l'apartat 3.6.4 , a l'entorn de zo = (xo , yo) podem prendre

v(x,y) =["

y Ju
x

Əx (x, t) dt

fou
(t, yo ) dt ,

хоyo

o bé procedir a integrar el sistema vx = -uy, Vy = ux per etapes . També

podem determinar v calculant la primitiva holomorfa de ƒ = ux - iuy .

-

Exemple 3.51 . La funció u = x² – y² és harmònica . El sistema que s'ha de

resoldre per trobar la seva funció harmònica conjugada és vx = 2y, vy = 2x. De

la primera equació surt v = 2xy+C(y) , i substituint a la segona, C ' (y) = 0; per

tant , v = 2xy+C és la solució general . La funció u+iv = x² −y² + (2xy+C)i =

z² + Ci és, efectivament , holomorfa . O també: fux - iuy = 2x + 2iy = 2z ,

que té per primitiva z².
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Per acabar, estudiarem quan un polinomi en les variables x, y és una funció

harmònica. Un polinomi P(x , y) també és un polinomi en z , z,

n-

P(x, y) = Σan,m²¹zm,

n,m

1 an +mp(0,0)

i els coeficients an,m estan unívocame
nt determinats per an,m = n!m! Əznazm

El polinomi pren valors reals si i només si P(x, y) = P(x, y) , i això vol dir ,

identificant coeficients , an ,m am,n. Per (3.10) aquest polinomi serà harmònic

02P

მ2 მ 2

=

si i només si és idènticament zero , la qual cosa significa nman,m = 0, és

a dir , an,m = 0 si n, m 0. En conclusió , si P és real i harmònic, P és de la

forma

P(x, y) = ao + Σ (anz" + anz" ) = ao + 2 ReΣanz”,

n n

que expressa P com la part real de la funció holomorfa F(z) = ao + 2Σanzn.

Ara bé, si en l'expressió formal

P(x, y) = ao + Σan(x + iy)" + σn(x − iy)” ,

n

n

substituïm x per i y per trobem P ( , ) = ao + Σanz¹ i , per tant ,

n

F(z) = 2P

Z

2 ' 2i

-
ao.

D'aquesta manera podem trobar, algebraicament , el polinomi holomorf F que

té a P com a part real i , per tant , també el polinomi conjugat de P, que serà

la part imaginària de F.

Exemple 3.52 . Considerem P(x , y) = x³ – 3xy² , que és , efectivament , harmò-
-

nic . Tindrem F (2) = 2 ( ( § ) ³ – 34 (4)²)2 ( ( § ) ³ – 3 § ( ½ ) ² ) = z³ ; el polinomi conjugat és ImF

=

3x²y - y³.

Com a comentari final a aquesta secció, observem que hi ha tres propietats

d'un domini U, cadascuna de les quals implica la següent : a) tota forma tancada

a U és exacta, b) tota funció holomorfa a U té una primitiva holomorfa a U,

c) tota funció harmònica a U té una funció harmònica conjugada. Hem vist

que els dominis estrellats tenen aquestes tres propietats . Veurem més endavant

que, de fet , aquestes tres propietats són equivalents entre si i caracteritzen els

dominis simplement connexos del pla .



3. FUNCIONS HOLOMORFES I FORMES DIFERENCIALS 145

3.8 Exercicis

1. a) Sigui ƒ € C² (U) , on U és un domini del pla. Proveu que ƒ és holomorfa

a U si les funcions ƒ (z ) i zf(z ) són harmòniques a U.

b) Suposem ara que u és harmònica a U. Proveu que si la funció u(x+iy) · x

és harmònica a U llavors u és de la forma u(x+iy) = ay+b, amb a , b Є R.

2. Sigui ƒ una funció diferenciable en un entorn del punt zo E C. Proveu que

f és C-derivable a zo si i només si

1

lim f(z)dz = 0,
r2 Cr

on C₁ = Cr (t) = z0 + reit , 0 ≤ t ≤ 2π.

O

3. Sigui ƒ holomorfa en un entorn d'un rectangle tancat R tret d'un nombre

finit de punts 21 , 22 ,. . . , ZN E R en els quals es compleix limz→z; (≈−z;) f(z ) = 0

j = 1, 2, ..., N. Proveu que es compleix f (z) dz = 0.

4. Calculeu les integrals

OR

2π ¥2元

a) ecos sin(no - sin 0) d☺ ; b) ecos cos (no – sin 0) d☺ .

5. Proveu que si ƒ és contínua en un obert convex U i holomorfa a U \ { zo } ,

on zo EU, llavors

[f(z)dz
f(z) dz = 0 per a tot camí tancat y amb y* CU.

6. Sigui U un domini estrellat del pla i ƒ € H (U) . Proveu que existeix una

funció FЄ H(U) , única tret d'una constant additiva, tal que per a tot disc

D(a, r) CU hom té

1

f(z)
=

Σπί Socar)

F(w)

(w - z)2

1

dw

Σπί Socar)

f2(w)

(w - z)2

dw, z Є D(a, r).

7. Proveu que si u₁ , u2 són funcions harmòniques en un domini U i coincideixen

en un subconjunt obert de U, llavors u₁ i u2 són idèntiques a U.

8. Escriviu l'operador de Laplace en el pla en coordenades polars . Com a apli-

cació, proveu que si u és harmònica i radial a C , llavors u(z ) = a Log | z | + b ,

amb a, b constants . També que, si u és harmònica i de la forma u(reio)

4(r) 4(0) , amb 4 , funcions d'una variable real , llavors o bé u(re¹º)

a Logr +b, o bé u(reiº ) = r² (a cos no + b sinnë) amb a, b constants i n Є N.

=

=



146 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

9. Sigui U un obert convex del pla, u1 , u2 dues funcions harmòniques a U i y

un camí tancat a U amb vector normal exterior Ñ. Proveu que es compleix

диг

U1

ON

-

Jul

U2

10. Si y = C (0 , 1 ) i a € C amb | a | < 1 , calculeu

igualtat

2π

(1 − r²)dt
-

-
1 + r2 − 2r cos (0 − t)

-

= 2π,

ds = 0.

2 1

dz i proveu la
-
a

per a 0≤r < 1 , 0 ≤ R.

11. Proveu la desigualtat

L

sin x

dx
-πΠΙΣ r > 0

-T
х

integrant la funció

t <π.

eiz

2

- 1

al llarg del camí [-r, r] seguit de t

←

reit, 0 ≤

12. Sigui ƒ una funció de classe C² al disc D(zo , R) i 0 < r < R. Proveu que es

compleix la igualtat

2 af

მუ0

(zo + rei )rdo

=[√pleor) Af(z)dady
D(zo ,r)

amb z = x + iy. Deduï-ne la propietat de la mitjana per a les funcions

harmòniques: si u és harmònica a D(zo , R) i 0 < r < R, llavors

1
2π

u(zo)
=

2π [**
u(zo + re¹ )do.

0

13. Una funció u contínua en un obert U es diu que és subharmònica a U si

compleix

2π
1

u(zo) ≤ u(zo + reio) do
2π

per a zo € U ir > 0 tals que D(zo , r) C U. Proveu que una funció u de

classe C² a U és subharmònica a U si i només si Au(z ) > 0 , z € U.
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-
14. Sigui ƒ holomorfa en un obert U de manera que | ƒ( z ) — 1 | < 1 , z € U. Proveu

que es compleix

L

f'(z)

f(z)

per a tot camí tancat y contingut a U.

dz = 0

15. Si Cr és la circumferència de centre 0 i radi r > 0 recorreguda una vegada

en sentit positiu , calculeu

dz 1

2n

dz

nЄN.

Cr
a)√c, lz = a12¹

aЄ C
-

b)c. (=

2+

Cr

2π
1

En particular en resulta la igualtat

16. Proveu la igualtat

1

cos²n 0 do =

2π

(2n)!

22n(n!)20

1- 2r cos 0 + r² r2

pn

+7- (1 + 2 cos )
n=1

+ 2Σ
no per a 0 < r < 1 , 0 € R

i feu-la servir per a calcular

Joi

dz 0 < r < 1 ,

| 1 - x2

on C, és la circumferència de centre 0 i radi r > 0 orientada positivament.

17. Considerem a R³ el camp X= (x² -xexz , xy cos xyz - 2xy , zexz -xz cos xyz +

3x²) . Proveu que X és solenoïdal i que té un potencial vector de la forma

Ў = (sin yz , B, C) , amb B, C funcions de x, y, z . Trobeu el flux de X

a través de la superfície S {(x, y , z) : x² + y² + 3z² = 1 } quan S està

orientada amb la normal exterior .

=

18. Considerem a R³ el camp X= (x² sin² z , y² sinz, z + x) . Calculeu el flux

de a través de la superfície S {(x, y , z) : z = x² + y² , 0 ≤ z ≤ 1 } ,

orientada amb la normal exterior a S. Com canvia el resultat si en lloc de

sinz hi posem una funció de z arbitrària?

19. Trobeu totes les funcions harmòniques de la forma u(x , y) = g(y/x) on g té

dues derivades contínues. Determineu també les funcions holomorfes f tals

que u = Ref.
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20. Siy és un camí tancat del pla que no passa pel punt zo , proveu directament

(sense recórrer a l'apartat 1.5.2) que el valor de la integral

és un número enter .

1

2πί Z

dz

-
20

21. Trobeu una funció entera ƒ tal que Ref = u quan

a) u(x, y) = ex²y² sin 2xy b) u(x, y)

=

sin x cos x

2

cos2 x + sinh y

22. Proveu que si U és un domini acotat del pla amb vora regular a trossos

orientada positivament i ƒ és una funció contínua a Ū i holomorfa a U,

aleshores

Ja, f(2) dz = 0.Lov



Capítol 4

Propietats locals de les funcions holomorfes

La finalitat d'aquest capítol és establir les propietats bàsiques de les funcions

holomorfes que són de caràcter local , és a dir , que no depenen de les propie-

tats topològiques del domini de definició de la funció . Entre aquestes propietats ,

destaca el fet que tota funció holomorfa es desenvolupa localment en sèrie de

potències, el qual porta a la identitat fonamental entre funcions holomorfes i

funcions analítiques de variable complexa. En la teoria local hi té un paper

central una fórmula reproductora, la fórmula integral de Cauchy, que deduïm

directament d'una versió general de la fórmula de Cauchy-Green.

Un cop se sap que les funcions holomorfes són funcions analítiques, es pot

estudiar l'estructura dels seus conjunts de zeros i donar el principi de prolonga-

ció analítica. La resta del capítol està dedicat a altres propietats de les funcions

holomorfes que són conseqüència de la fórmula integral de Cauchy o bé del fet

que tota funció holomorfa és una aplicació oberta.

4.1 La fórmula integral de Cauchy

En primer lloc necessitem recordar alguns fets bàsics amb relació a les integrals ,

en el sentit de Lebesgue, de funcions definides sobre conjunts del pla. Desig-

narem per dm la mesura de Lebesgue en el pla i considerarem integrals de

Lebesgue del tipus Sh(z) dm( z ) amb A C C mesurable-Lebesgue i h definida

a A.

Recordem que aquesta integral està definida si :

149
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• h està definida gairebé a tot punt de A i és una funció mesurable-Lebesgue .

S₁ │h(z) | dm(z) < +∞.

En tots els casos , manipularem funcions h que estan definides i són contínues a

A llevat d'un nombre finit o numerable de punts de A, de manera que la primera

condició es complirà automàticament. La segona condició és la que assegura

que si partim A en conjunts de mesura cada cop més petita , A = U; A,, i triem

punts zj Є Aj , les sumes de Lebesgue

Σh(z;)m(Aj)

convergeixen cap a ſ¸ h(z) dm(z ) .

Utilitzarem sovint el fet que la funció gh és integrable si h ho és i 9 és

mesurable i acotada .

El resultat següent té una gran importància en la teoria de funcions de

variable complexa.

1

Lema 4.1 . Si a € C està fixat, la funció z¹a és integrable sobre tot subconjunt

de C de mesura finita.

dm (z)

Demostració. Hem de veure que Sama < +∞ si m(A) < +∞ . Si B =

{z EA: |za| ≥1 } , hom té

dm (z)

|z — a│
-

|_
dm(z) = m(B) ≤ m(A) < +∞.

B B

D'altra banda, passant a coordenades polars centrades en el punt a, z = a+reio ,

és dm(z) = r dr de i resulta

dm(z)

-

dm (z)

1 ¥2元
r dr de

= = 2π.

| z − a│| za|≤1

- r

Recordem que si ƒ és una funció diferenciable (en el sentit real) , l'opera-

მ

dor = actua sobre ƒ i dóna la funció ☎ƒ = of i ƒ és holomorfa quan ☎ƒ = 0.მ

Teorema 4.2 (Fórmula de Cauchy-Green) . Sigui U un domini acotat del

pla ambfrontera regular a trossos, orientada positivament, i sigui f una funció

diferenciable en un entorn de U de manera que ☎f sigui contínua a U. Llavors,

per a tot z EU, es compleix

=

1
f(w) If(w)

dm (w). (4.1)
Z# √π JU พ

1

f(z) =
2πί

auw-

dw

Z
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Aquest resultat, que demostrarem tot seguit , té dues conseqüències evi-

dents:

Corollari 4.3 (Fórmula integral de Cauchy) . Si U és un domini acotat

del pla amb frontera regular a trossos, orientada positivament, i f és holomorfa

en un entorn de U, llavors

1

f(z)
=

Σπί
au

2mi Jovf(w)ω
-

dw,

Z

z EU. (4.2)

Recordem que si ƒ és una funció, posem definida a R" , el suport de ƒ és el

conjunt tancat spt (ƒ) = {x € R² : ƒ(x) ‡ 0} .

Corollari 4.4 . Si f és una funció diferenciable a C amb suport compacte i ☎f

és contínua a C, llavors

1

f(z)

If(w)
= -

dm(w) , zЄC.
π พ - Z

Fixem-nos que la dependència en z és a través del nucli

1 1
cli C'(w, z) = 2πi w-z s'anomena nucli de Cauchy.

\ D(z , ɛ) .

1
El nu-

w-z

Demostració del teorema 4.2. Fixat z Є U, considerem ɛ > 0 tal que D(z, ε) C

U i sigui U el domini , U = U \ D(z , ɛ ) . La frontera de U està formada per

la frontera de U i la circumferència C(z , ɛ) , que la considerem recorreguda en

sentit negatiu (fig. 4.1) .

= dw

Així, U és un domini acotat ambvora regular a trossos , orientada positivament .

Ara apliquem la fórmula de Green (teorema 3.22) a la 1 -forma p f(w)

f(w) do + id(w) dr ii al domini Ug. Si posem w = σ + iτ, és p =

მ
f(w)

-

do พ
-

a

Эт
(£(w)-

W12 ข

a f(w) af
= 2i

aw w -
= 2i

aw w

1

—

que és una funció contínua a Uɛ . Per tant , la fórmula de Green dóna

Jov

p = 2i
ρ

Je

af 1

dw w - Z

dodт.

พ-ช

(4.3)

Ara bé,

=
Lov, P= LavP +Loco P= Latau

f(w)

=JaLov5!
-
Z

C(z ,ε)

ρ

dwi

6

f(w)
dw

auw - z

f(w)

de- dw =
C(z, ε)

w - z

2π

f(z + ɛe¹®) do

f(w)Zauw

- z dw -
2πif(z) .0+3
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2

Uε

Figura 4.1

af 1

ww-z
Finalment , pel lema 4.1 , la funció w → és integrable a U , de manera

la integral del terme de la dreta de (4.3) tendeix, quan ɛ →→ 0, a la mateixa

integral sobre el domini U , i així s'obté (4.1) .

que

És important fixar-se en l'estructura de la fórmula (4.1) : descompon una

funció diferenciable ƒ en suma de dues, una que és holomorfa i que tan sols

depèn dels valors de ƒ a OU, i una altra que només depèn de af. La fórmula

(4.2)

1

f(z) = 2mi JacLov
2πί

f(w)

พ -
dw, z EU,

vàlida quan ƒ és holomorfa, s'anomena fórmula reproductora perquè dóna els

valors de ƒ dins de U en termes només dels valors de ƒ sobre OU. Això és

radicalment nou en el sentit que no passa res de semblant amb funcions dife-

renciables de variable real . Per exemple, una conseqüència de (4.2) és que si

dues funcions holomorfes en un entorn de U coincideixen en els punts de OU,

aleshores coincideixen a tot el domini U.

Corollari 4.5 . Si f és una funció entera i f té suport compacte, llavors f és

idènticament nul·la.

Demostració. Si D(0 , R) és un disc prou gran perquè contingui en el seu interior

el suport de f, tindrem ƒ = 0 a ƏD(0 , R) ; per tant, ƒ = 0 a D(0, R) . Ara fem

R → +∞.-
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En canvi, de funcions diferenciables , fins i tot de classe C∞ , amb suport

compacte no idènticament nul·les, n'hi ha moltíssimes . Per exemple si K és

un compacte de R" i U un entorn obert de K, sempre podem construir una

funció de classe C , 0 ≤ y ≤ 1 , amb suport compacte dins de U i tal

que 1 a K.

4

Exemple 4.6 . Sigui ƒ una funció holomorfa al disc unitat D, tal que

SD \f(z) |dm(z) < +∞ . Fixem 0 ≤ r < 1 i sigui y una funció C∞ , amb su-

port compacte contingut a D(0, r ′ ) , r < r' < 1 , i que valgui 1 en un entorn de

D(0, r) . La fórmula (4.1) aplicada a la funció 4 · ƒ i al disc D(0 , r' ) dóna

1

ƒ(z) = = = √ 54(w) · ƒ(w)П D

1

1

ω Z
dm(w) , |z | ≤r.

Si ara posem M, = sup { | ~4 (w) | [w- z] : | 2 | ≤ r, w € spt (Ō4) } , resulta M, <

+∞ (perquè spt (dp) no talla D(0 , r) ) , i d'aquí obtenim la desigualtat

1

sup| s |≤r | f(2) | ≤ M, ↓↓ | f(z) |dm(z).П

Per exemple, si (fn) és una successió de funcions holomorfes a D que compleix

limn Sp fn (z ) dm (z ) 0 , llavors les funcions (fn ) tendeixen a zero uniforme-
=

ment sobre cada disc compacte D(0, r) C D.

U ƏU

També és interessant destacar el cas particular de (4.2 ) en el qual

D(a, r) i z = a. La parametrització de OU = C(a, r) és w = a + reio ,

0≤0≤ 2π, de manera que dw ireio do i(wa) de i obtenim

=

f(a):
=

=

1
2π

=

-2=√²* ƒ(a + re¹®) do,S
2π

que expressa que ƒ(a) és el valor mitjà de ƒ sobre la circumferència C(a , r) ,

quan ƒ és holomorfa en un entorn de D(a, r) .

Definició 4.7 . Una funció contínua en un domini U (amb valors reals o

complexos) es diu que té la propietat de la mitjana a U si, per a qualsevol disc

tancatD(a , r) CU, hom té

2π
1

(a)
=

(a + reio) do.
2π

(4.4)
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Si és contínua a U i D(a, R) C U i per a 0 ≤ r ≤ R multipliquem (4.4)

per r i integrem de 0 a R, resulta

R R 2π
1

(a) · rdr =
2π[ [**

És a dir :

1

9(a + re¹º)rd0dr = 2= √ ( 0,p),9(2)dm(z).

1

(a)
=

πR2 Spla.py) P(2)dm( 2 ) ,
D (a , R)

D(a,R)

que és la versió bidimensional de la propietat de la mitjana.

Tal com acabem de veure , les funcions holomorfes a U i , per tant , també

les seves parts reals i imaginàries que són funcions harmòniques tenen la pro-

pietat de la mitjana . Més endavant veurem que totes les funcions harmòniques

tenen aquesta propietat i que, de fet , la propietat de la mitjana les caracteritza

(teorema 7.7) .

4.2
Funcions analítiques i funcions holomorfes

En el capítol segon (definició 2.36) hem introduït la noció de funció analíti-

ca de la variable complexa z com una funció que, localment , s'expressa com

a suma d'una sèrie de potències de z . Hem vist que aquestes funcions són

indefinidament holomorfes, és a dir , són holomorfes i totes les seves derivades

també ho són. A continuació provarem el recíproc d'aquest resultat , que dóna,

en particular , l'equivalència entre funcions holomorfes i funcions analítiques .

Teorema 4.8 . Si la funció f és holomorfa en un disc D(a, R) , llavors hi ha

una sèrie de potències cn (z - a)" , centrada en a i amb radi de convergència

més gran o igual que R, tal que f(z ) = Σcn (z − a)n si z Ɛ D(a, R) .

n

n

—

Demostració. Per a r < R, apliquem la fórmula integral de Cauchy (4.2) al

disc D(a, r) i obtenim

1

f(z) =

f(w)
dw ,

-
| z − a| < r.

Σπί
C(a,r)

พ
- Z

Com que volem veure que hi ha una sèrie de potències que defineix f, la idea

és desenvolupar en sèrie de potències el nucli de Cauchy.
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Fix w, amb |wa| = r, ens preguntem si

1

พ-z
és la suma d'una sèrie de

potències en z , centrada en a , al disc D(a , r) . Això és fàcil de veure, escrivint

1 1 1

ω
- Z w - a

— -

i utilitzant la sèrie geomètrica de raó = . Com que ||
z-a .
w-a '

=

(z − a)

§

-
(w − a) ( 1 -

- z- a

w- a

=
Iz - al - lz=a | < 1 ,

|w- a│ r

-
tenim ( 1 − §) −¹ = Σ §¹ i

n=0

1

=

-

พ

n=0

-
(z − a)n

(w− a)n+1 '

Si ara fixem z amb | z — a❘ < r , pel criteri M de Weierstrass (teorema 2.10) la

sèrie anterior és uniformement convergent per a wЄ C(a , r) i podem commutar

la integració complexa amb la suma infinita (proposició 3.4) i obtenim

f(z) = Σcn(r) (z − a)” ,

- -
|z − a| < r,

1
=

n

amb cn(r) 2πi Sc(a,r) f(w) (w — a)-n - ¹ dw. En principi , per a cada r ,

0 < r < R, tenim una sèrie de potències amb coeficients cn (r) que depenen

der i amb radi de convergència més gran o igual que r (atès que és conver-

gent i suma f(z)) . Ara bé, si r₁ < r2 , la unicitat del desenvolupament de f

(proposició 2.32) dóna que cn (r) és , de fet , independent de r; podem posar,

doncs,

Cn =

1

—

2zi Sc(a,r) f (w)(w − a)¯n-1 dw,2πί

0 < r < R.

Ara, per a cada z € D(a , R) , tan sols cal considerar un número r > 0 tal que

| z − a | < r < R, per a concloure que f(z ) = Σcn(z − a)n .
-

n

D'aquest resultat es deriva immediatament :

-

Teorema 4.9 (Identitat entre funcions holomorfes i funcions analíti-

ques) . Si U és un obert del pla complex, una funció és holomorfa a U si i

només si és analítica a U. Més precisament, tota funció f holomorfa a U és

indefinidament holomorfa a U, i per a tot punt a Є U el desenvolupament de

Taylor

f(2) =Σ

f(n) (a) (

(z - a)n

n!
(4.5)

n=0

és vàlid al disc més gran centrat en a i inclòs a U, que és D(a , 8(a)) , on

8(a) és la distància del punt a al tancat C\U, és a dir, 8 (a) = inf { | a -w ] , w¢ U} .
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Observem que, tal com s'havia enunciat , aquest resultat , juntament amb el

teorema 2.31 , dóna una altra prova del teorema 2.39 . D'altra banda, l'exem-

ple 2.38 mostra que la sèrie (4.5) pot tenir un radi de convergència més gran

que 8(a) . Així mateix , sabem ara que si ƒ és holomorfa a U, llavors f és de

classe C respecte de les variables reals a U i , per tant , f és harmònica a U

(vegeu l'apartat 3.7.3) .

Novament cal posar èmfasi en el contrast que hi ha entre el teorema 4.9

i la situació corresponent en variable real . En el context de la variable real ,

evidentment , no tota funció derivable és infinitament derivable; així, per exem-

ple, x |x | és derivable en tots el punts i la seva derivada | x | no ho és en x = 0 .

Si volem un exemple més extrem, podem considerar la integral indefinida, F,

d'una funció contínua ƒ que no és derivable en cap punt. Llavors F és una

funció derivable tal que F' = ƒ no és derivable enlloc . Tampoc és cert que

una funció infinitament derivable sigui analítica de variable real ; en efecte , les

funcions analítiques compleixen el principi de la prolongació analítica (vegeu

l'apartat 4.4.2) i , en particular, no pot haver-hi funcions analítiques amb suport

compacte, no idènticament nul·les. Per tant, qualsevol funció de classe C∞ amb

suport compacte, no idènticament nul·la , és no analítica . Un altre exemple, en

aquest cas amb suport no compacte, és la funció

f(x) = e¯z² ,

Aquesta funció és de classe

perquè f(n) (0) = 0 , n = 0 , ...

ƒ(0) = 0.

C∞ , analítica a R \ { 0 } , però no és analítica a R,

1 , 2 , ... (ja que ƒ(x) = O(x" ) , per a tot n) if no pot

ser igual a la suma de la seva sèrie de Taylor al voltant del punt 0. La funció

f és la que s'acostuma a utilitzar en la construcció de funcions de classe C

amb suport compacte.

El resultat següent és el cas R = +∞ del teorema 4.9.

f(n) (0)

n!
n=0

és una bijecció entre l'espaiTeorema 4.10. L'assignació f

de les funcions enteres i l'espai format per les successions (Cn) =0 tals que la

sèrie Σcnzn té radi de convergència infinit, és a dir, limn→ ∞ | cn | ₂ = 0 .

1

El resultat que exposem a continuació pot ser considerat com una caracte-

rització de les funcions holomorfes dins de la classe de les funcions contínues .

Teorema 4.11 (Teorema de Morera) . Sigui U un obert de C. Llavors una

funció f Є C(U) és holomorfa a U si i només si fas f(z) dz = 0 per a tot

triangle ACU.

Demostració. Si f Є H(U) , sabem que fas f(z ) dz = 0 quan ▲ és un triangle

contingut a U, pel teorema de Cauchy (teorema 3.24) . Recíprocament , si es
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compleix fas f(z ) dz, per a tot ACU, el teorema 3.14 ens assegura que ƒ té,

localment (per exemple a cada disc contingut a U) , una primitiva holomorfa.

Ara pel teorema 4.9 la derivada d'una funció holomorfa també ho és i , per tant ,

ƒ és holomorfa a cada disc de U, és a dir , ƒ € H(U) .

El teorema 4.11 permet provar que una funció és holomorfa sense fer cap

hipòtesi de regularitat .

Exemple 4.12. Si suposem que (fn) és una successió de funcions holomorfes

en un domini U i limn fn (z ) = f(z ) , uniformement sobre qualsevol subconjunt

de U que sigui compacte, llavors es pot deduir que ƒ també és holomorfa

a U (vegeu el teorema 9.3) . En efecte ƒ serà contínua (límit uniforme de

funcions contínues a cada disc D(a, r) C U) i si ▲ és un triangle de U, tindrem

Səsf(z)dz Jas limn fn (z)dz limn fa fn (z)dz 0, per la convergència

uniforme sobre OA i pel fet de ser fn holomorfa .

= = =

El teorema de Morera permet provar també que a l'hora de mirar si una

funció contínua és holomorfa es pot prescindir d'uns quants punts i d'unes

quantes rectes .

Teorema 4.13 . Si f és unafunció contínua en un obert U i holomorfa a U\E,

on E és una reunió finita de punts i rectes, llavors f és holomorfa a U.

Demostració. Cal veure que fa

conté cap punt ni cap recta de

f(z) dz = 0 per a tot triangle ACU. Si A no

E, ens ho diu el teorema de Cauchy. Suposem

ara que ▲ conté un punt a de E. Llavors , donat ε > 0, ▲ es pot descompondre

en una reunió de triangles ▲ Aa UA1UUAm de manera que a E Aa i

L(Ə▲a) < ɛ (fig. 4.2) i hom té

=

m

√ f(x) = √ ƒ( 2 ) dz +

f(z) Σ

Aa

Com que a Aj és Sǝs, f(z) dz

a ▲ per ser contínua a U, hom té

j=1
ад

f(z) dz.

= 0 i, d'altra banda, com que ƒ és acotada

| _ f (2) dz ≤ (supzea , f (2) | ) L (JA.)дда

0-3 0.

Si una recta, r , de E passa per A, és fàcil veure que la integral sobre a es

pot descompondre en integrals al llarg de triangles que tenen un costat sobre r

i cadascun d'aquests s'aproxima per triangles que no tallen r (fig. 4.2) .
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Δα
A2

A6

A7A8

Figura 4.2

r

D2

Δι

En la prova del teorema 4.8 s'ha vist que si ƒ € H(D(a , R) ) , llavors

f(n) (a) 1

=

n! ΣπίiSc(ar) (w = a)n + 1

f(w)

(w−

dw, 0 < r < R.
(4.6)

Aquesta fórmula és un cas particular de la proposició següent :

Proposició 4.14. Si U és un domini acotat del pla amb vora regular a trossos,

orientada positivament, i f és holomorfa en un entorn de U, llavors

f(n) (z) =
=

n!

2iJau (w

f(w)

(w− z )n + 1

dw, ZEU, n = 1,2,3 , ... (4.7)

Demostració. És suficient derivar (4.2) , n vegades , respecte de z . El lector pot

justificar que la derivació sota el signe integral és correcta .

z2ez

Exemple 4.15 . Per tal de calcular el valor de la integral I = S|z|=2 (2=1)³ dz,

apliquem (4.6) , per a n = 2 , a la funció f (z ) = z2e2 . Resulta I =z²e² .

6пеі.

Exemple 4.16. Calculem ara I
=

1 1-
2i

1

sin z

=
πiƒ" (1) =

S| z| =2 z²(1+2²) dz. Descomponent
en frac-

1 1

cions simples z² (1+22) = ✯ − ½i z²i + ži zi aplicant (4.7) hom té
2i

sin z 1 sin z 1 sin z

I =

|z |=2
22 2i

+

=2
z - i 2i<; \z = 2 x + i

=

Observem

= 2πi cos(0) — π sin (i ) + π sin(−i) = πi (2 — e — e¯¹ ) .
-

que, d'altra banda, aplicant directament (4.2) a la funció derivada

n-èsima de ƒ, f(n) , resulta

1

Σπί
f( n)( z) = 27; // f(n ) (w )

١
٥
٥ พ · Z

dw, zЄU, n = 1 , 2 , ... (4.8)
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La igualtat entre (4.7) i (4.8) també és conseqüència de la regla d'integració

per parts, aplicada successivament .

4.3 Analicitat de les funcions harmòniques. Sèries de

Fourier

Suposem que u és una funció harmònica real en un domini U C C i per a

a Є U, fixat , sigui D( a , 8 (a) ) el disc més gran centrat en a i inclòs a U. Per

la proposició 3.50, u és , en aquest disc , la part real d'una funció holomor-

fa, f. Considerem el desenvolupament en sèrie de potències de ƒ donat pel

teorema 4.8 ,

f(z) = Σcn(z − a)" ,

- -
| z − a | < 8(a) ,

f(n) (a)

Сп
=

n!
n

Suposem, sense pèrdua de generalitat, que a = 0. Si prenem parts reals en

l'expressió de f(z) com a suma de potències de z" , amb z = x + iy, tenim

u(x, y) = Ref(z) = ΣRe(cnz")

n=0

=

ΣRe[cn(x + iy)"] = Σ (Re cn) (Re z") – (Im cn) (Im z”) .

=

n=0 n=0

-

Si calculem Rez" , Im z" en termes de x, y, arribarem formalment a una

expressió del tipus u(x, y) Σ bmxmy' , on bm,l
=

m , l=0

=
(-1) (m ) Recm+1

sil = 2k i bm,1 = ( −1)k + 1 ( m + l ) Im cm + 1 si l = 2k + 1 . Tanmateix, per a justi-

ficar el càlcul cal veure que la sèrie doble resultant és absolutament convergent

i que, per tant , podem sumar per blocs . Prenent ɛ = amb 8 = 8(0) i suposant

|x | , | y | < ɛ , hom té | x | + | y | < 8 i

Σ bm,1 ||x||y | ' ≤ Σ

m +

m

=

m.1=0 m, l=0

==

ΣΙΣ ( 1)

m +

m

∞

|x|™ |y| ' = Σ | ck | ( | x| + | y| ) * < +∞ .

k=0 m +l= k k=0

La suma per blocs està llavors justificada (proposició 2.8) i arribem a

u(x, y) = Σ bm,1xmy',

m ,l =0

| x| , | y | < ε. (4.9)
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3

Hem demostrat , doncs, el resultat següent :

Teorema 4.17. Tota funció harmònica en un domini del pla és una funció

analítica de dues variables reals.

-

En l'apartat 3.7.3 hem vist que si P(x, y) és un polinomi harmònic real , el

polinomi en z que el té com a part real i que té part imaginària nul·la a l'origen

és 2P (3 , 3) − P(0,0) . El teorema anterior , que diu que tota funció harmònica

és un polinomi en x, y de grau infinit , permet enunciar quelcom de semblant :

Si u està donada per (4.9) quan |x | , | y | < ɛ = ½ , la sèrie doble

2 bm.l

m

Σ bmt(3)" (4)' -

m , l=0

– b0,0

convergeix absolutament per a ❘z | < 8 i defineix una funció holomorfa ƒ que té

la funció harmònica u com a part real i que té part imaginària nul·la a l'origen .

Formalment, és

f(z) = 2u ( 2) u(0,0) .

=
Exemple 4.18 . La funció u(x, y) sin xchy és harmònica. En aquest cas , si

posem f (z ) = 2 sinch = 2 sin cos sin z , és u = Re ƒ i ƒ (0) = 0 .2
=

R

De les consideracions que hem fet es desprèn que si u és harmònica real

al disc D(0, R) , el desenvolupament (4.9) de u , al voltant de l'origen, en sèrie

de potències de x , y és vàlid per a | x | , | y | < . Tanmateix , hi ha un altre

desenvolupament de u més interessant , vàlid a tot el disc D(0 , R) , relacionat

amb les sèries de Fourier. Senzillament agafem coordenades polars , z = x +

2

iy = reio i posem u = Ref, amb ƒ holomorfa a D(0, R) , f(z) = Σn Cnz" , de

manera que

1

u(z) = { (ƒ(z) + ƒ(z))

1

2
Σ

= Reco ++ =

=

2

Cnr
n
ein

o

ΣΣ Cnz" + Σ Cnz "

n= 0

1

-

+ Σ2

n=0

Cnrn
e-ino

=

n=1

Obtenim un desenvolupament del tipus

n=1

u(z) = Σ dnrnino

N11∞

(4.10)
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=vàlid per a z < R, amb dn d-n, do Є R. Si u és harmònica amb valors

complexos , posem u = u₁ +iu2 , on u₁ , u2 són harmòniques reals . Desenvolupant

en la forma anterior cada u¿ , i = 1,2 obtindrem un desenvolupament com el

de (4.10) per a u, sense la restricció dn d-n . Així, hem vist el resultat

següent:

=

Teorema 4.19. Tota funció u harmònica en un disc D(0 , R) , té un desenvo-

lupament, vàlid en aquest disc, de la forma

- zeio .
u(z) = Σ dnr|n |eino = do + Σdnz" + Σd_nz" , si z = ze

n=1∞ n=1 n=1

La sèrie dz™ s'anomena part holomorfa de u, i Σ d_nz” és la seva part

n=0 n=1

antiholomorfa. Totes dues sèries convergeixen absolutament en cada punt z E

D(0, R) i uniformement sobre cada compacte contingut a D(0 , R) . Observem

que

dn
=

1 anu

(0) ,
n ! Əzn

1 anu

d_n = (0) .

n! Izn

Una funció holomorfa a D(0 , R) és harmònica; en aquest cas , només tenim en

el desenvolupament donat pel teorema 4.19 els termes en z" amb n ≥ 0 i cap

terme en z", n > 1.

Suposem, altra vegada, que u és harmònica al disc D(0 , R) i fixem

0 < r < R. La funció u, (0) = u(rei ) és una funció contínua de 0 i 2π-periòdica.

La igualtat (4.10) ens dóna el desenvolupament de ur ,

+∞

ur(0)
=
Σ dnplnlpine

n=1∞

(4.11 )

que, com que C(0, r) és compacte, és uniformement convergent respecte de 0.

La sèrie (4.11 ) és la sèrie de Fourier de la funció 2π-periòdica u, (0) . Multipli-

cant (4.11 ) per e-ime i integrant tenim les igualtats

dmr/m/

2π
1

=
u(reiº)e¯imo do =

2π

do = ur (m) , MEZ.

Aquestes igualtats, en el cas que u sigui real i u = Re ƒ relacionen els coeficients

de Fourier de ur, ur (m) , amb els coeficients de Taylor de f, cm , atès que

dm = ½cm si m ≥ 1 , dm = ½- c-m si m ≤ −1 i do = Re (co) .
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En el cas d'una funció holomorfa ƒ amb desenvolupament f(z ) = cnz",

el desenvolupament de Fourier de la funció ƒ, (0) = f(reio ) és

n=0

fr(0)

=

ΣCnrneino

0

i les igualtats entre coeficients s'escriuen

2π

f(n) (0)

= Cn

n!

=

1

2πγη S

1

f(reio )e-ino do
=

-fr (n) , n≥ 0,

рп

que són també les que s'obtenen de (4.6) en parametritzar C(0 , r ) per w = reio

Exemple 4.20 . Si f (z ) = Σcnzn és holomorfa al disc unitat D i contínua a

+∞

0

D, ƒ mirada com a funció sobre T = OD té un desenvolupament en sèrie de

Fourier: ƒ(0) = Σ f(n)eino . El que acabem de veure , aplicat al disc D(0 , r) ,
-

0 < r < 1 i fent r → 1, dóna f(n) = cn si n ≥ 0, f(n) = 0 si n < 0. Així cap

funció contínua a T es pot estendre contínuament a una funció holomorfa a D

si els seus coeficients de Fourier no compleixen f(n) = 0 , n < 0. Per exemple,

la funció z = e−i a T no té cap extensió holomorfa i contínua a D.

4.4 Zeros de funcions analítiques. Principi de prolongació

analítica

4.4.1 Estructura del conjunt de zeros de les funcions holomorfes

S'ha vist en el teorema 4.9 que la classe de les funcions holomorfes en un domi-

ni U del pla és exactament la classe de les funcions analítiques de la variable z

a U. Tot el que direm en aquesta secció per a les funcions analítiques en

z s'aplica també a les funcions analítiques de variable real en un interval I C R.

Donarem els enunciats , però , per al cas complex .

Lema 4.21 . Sigui U un domini de C , f Є H(U) i a Є U. Les afirmacions

següents són equivalents:

a) f(n) (a) = 0 per a n = 0 , 1 , 2 , ...

b) f(z) = 0 per a z en un entorn del punt a.
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c) f és idènticament nulla a U.

Demostració. Òbviament c) implica a) i b) . El fet que a) implica b) és clar

tenint en compte que, per l'analiticitat de ƒ, hom té ƒ(z) = Σ ƒ(n)(a) (z − a)n

n

en un entorn de a. Tan sols falta provar que b) implica c) . Posem

# 0

=

A = {z ЄU: ƒ s'anul·la en un entorn de z } .

n!

= zo. Com

0, per a tot n,

Si val b) , A Ø i , clarament , A és obert . Si veiem que A és tancat a U, llavors

obtindrem U A per ser U connex i ja haurem provat c). Suposem que zo Є U

és adherent a A i triem punts 2m Є A de manera que limm( m)

que ƒ val zero en un entorn de cada punt zm , és ƒ(n) (zm)

m, i llavors f(n) (zo ) = limm f(n) (zm)limm f(n) (zm) = 0 .

hem vist que aquest fet implica que ƒ és

70 € А.

=

Així f(n) (zo ) = 0 , per a tot n , i ja

nul·la en un entorn de zo , és a dir,

Si ƒ és holomorfa al domini U, designem per Z (ƒ) el conjunt dels zeros de f

a U,

Z(f) = {a € U: ƒ(a) = 0} .

Pel lema 4.21 , si a € Z (ƒ) i ƒ ‡ 0 a U, no pot ser f(n) (a) = 0 , per a tot n Є N.

En conseqüència, podem considerar el número natural m > 0 definit per

m = m(f, a) = min{n € N : ƒ(n) (a) 0} .

=

‡

0 per a i = 0,1 , ... , m- 1. ElAixí, f(m) (a) + 0 mentre que f(i) (a)

número m(f, a) s'anomena multiplicitat o ordre del punt a com a zero de f. Al

voltant del punt a el desenvolupament de ƒ comença amb el terme en (z − a)m:

-

f(z) =

f(m) (a)

(z− a)m +
m! Σ cn(z − a)”,

f(n)(a)-
Cn

-
|z − a│ < 8.

n!
n=m

Si treiem (za)m factor comú en el desenvolupament anterior, podem escriure

f(z) = (z − a)mg(z) ,

on g(z) = Σ cn (z − a)n—m
=

n=m n

-
(4.12)

Σ Cn+m(2− a)n ; és evident que aquesta darrera
-

sèrie té el mateix radi de convergència que cn (z − a)" i defineix g com a

n=0

f(m) (a)
funció analítica a D(a, 8) amb g(a) = cm =

si za. Com que g (a) 0 , serà també g (z )

m !

-

-
# 0ig(z) = f(z) (z − a)−m

0 en algun disc D(a, ɛ) CU,
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ε > 0, per continuïtat . En aquest disc , l'únic zero de ƒ és a, a causa de l'equació

(4.12) . Així, hem vist que tots els punts de Z(f) , si ƒ 0 , són punts aïllats .

L'estructura dels conjunts discrets en oberts de C permet enunciar el resultat

següent:

Teorema 4.22 . Si f és una funció holomorfa en un domini U, ƒ 0, llavors

Z(f) és un conjunt tancat de U sense punts d'acumulació a U. En particu-

lar, Z(f) és un conjunt finit o numerable i sobre cada compacte de U hi ha un

nombre finit de zeros de f.

1

-

Exemple 4.23. Un polinomi en z té un nombre finit de zeros a C. La funció

f(z ) = e² no té zeros . La funció f (z) = e² – 1 té com a zeros a C els punts 2πki ,

k € Z. La funció f(z) = sin z = (eiz - e-iz ) té els mateixos zeros que e²iz — 1 ,

és a dir, kπ, kЄ Z. La funció Log z a U = C \ R té un únic zero en elCR

punt 1.

1+z
-

-

Exemple 4.24 . Considerem la funció f (z) = e²±² – 1 definida a U = C \ { 1 } .

Els zeros (z ) de ƒ estan donats

2-

per
1+zk

1-zk

= 2πki, és a dir , zk =

₫1 — 2πki +1 , que és un conjunt que té 1 U com a punt d'acumulació.

Si a és un zero d'una funció analítica f, ƒ

veure que el punt a té multiplicitat finita m =

comporta com

lim

f(m)(a) (z − a)m quan z
m!

-

f(z)

z→a f(m) (a) (z − a)m
m !

-

→ a,

2πki- 1

2πki+ 1

0 , en un domini U acabem de

m(f, a) . En particular ƒ(z ) es

= 1, f(z) ~

f(m) (a) (z − a)m.-

m!

Això significa que per a una funció analítica no és possible un ordre d'anul·lació

al voltant d'un zero a que no sigui una potència entera de z - a. Per exemple,

no pot haver-hi cap funció holomorfa ƒ definida en un entorn de 0 tal que

|f(z) | ~ | 2 || Log | z || , perquè | z || Log | z || és un infinitèsim quan │z | → 0, que no

és equivalent a zm per a cap valor de m. La funció f(z ) = z Log z , que sí que

compleix | f ( z ) | ~ | ≈ || Log | 2 || ( | z | → 0) , no és analítica a cap entorn de l'origen .

Si fe H(U) , on U és un domini de C i ƒ no és idènticament nul·la , cada

punt zkЄ Z(f) té associada la seva multiplicitat mk = m(f, zk ) , com a zero

de f. En lloc de considerar separadament la successió (z ) i la de les respectives

multiplicitats (mk) , habitualment s'inclou en la llista de zeros cadascun d'ells

tantes vegades com indiqui la seva multiplicitat de manera que en la successió

resultant

(Z1 , Z2 , Z3 , ... , Zk , ... )

hi poden aparèixer repeticions . S'obté així la llista de zeros de f comptant

multiplicitats.
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Evidentment, tot el que hem dit sobre els zeros de ƒ, que són les arrels de

l'equació f(z ) = 0 , s'aplica a les arrels de l'equació f (z) = b , on b és un valor

complex fixat . Així, ƒ˜¹ {b} = Z(fb) , és un conjunt discret de U si ƒ és

holomorfa i no constant a U.

=

Si Z(f) no és finit , té punts d'acumulació a C * . Com que no els pot tenir

a U, els punts d'acumulació han de ser de OU; si U no és acotat, ∞ és a la

frontera de U dins C * i ∞o pot ser eventualment un punt d'acumulació de Z(ƒ) .

Per exemple, els zeros 2πki , k Є Z de e² - 1 a C s'acumulen a ∞ ; el domini

U = C \ { 1 } té per frontera JU = {1 , ∞ } a C * , i els zeros de f(z) = e² – 1

a U s'acumulen a 1 .

Si z1 , ... , ZN són els zeros de ƒ en un compacte K CU (comptant multi-

plicitats) , podem reiterar la factorització (4.12 ) i obtenir

f(z) = (z − 21 ) (≈ — Z2) · ·· (z — Zn)g(z) ,
— - ... -

on la funció g és holomorfa a U i no té cap zero dins de K. En efecte, si z ; té

multiplicitat mi , és a dir , apareix m; vegades a la llista Z1 , Z2 , ... , ZN , llavors

g(zi) = f(mi ) (zi) # 0 ; en els altres punts g (z) ‡ 0 perquè f(z) ‡ 0. D'aquestmi!
#

procés se'n diu treure els zeros de f en el compacte K.

4.4.2 El principi de prolongació analítica

El resultat següent és una conseqüència directa del lema 4.21 i del teorema 4.22

aplicat a la diferència de dues funcions holomorfes. Ara bé, tal com s'ha dit

en parlar dels zeros de les funcions holomorfes, s'ha de pensar que el principi

de prolongació analítica tant és vàlid per a funcions analítiques de variable

complexa (és a dir , holomorfes) en un domini del pla , com per a funcions

analítiques de variable real en un interval de la recta .

Teorema 4.25 (Principi de prolongació analítica) . Siguin f, g funcions

holomorfes en un domini U. Llavors f(z) = g(z) per a tot z EU si i només si

es compleix alguna de les condicions equivalents següents:

a) Hi ha un punt a Є U de manera que f(n) (a) = g(n) (a) , per a tot n, és a dir,

|f(z) − g(z) | = o ( | z − a|") , z → a, n = 0 , 1 , 2 , ...
-

b) Hi ha un conjunt A CU que té algun punt d'acumulació a U i f(z) = g(z)

per a tot z Є A.

c) Hi ha un obert V CU tal que f(z ) = g(z ) per a tot z Є V.
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=

Entre els exemples més senzills de conjunts ACU amb un punt d'acu-

mulació a U tenim, el conjunt A {an: n N} format pels termes d'una

successió (an ) que sigui convergent cap a un punt de U.

=

=

Exemple 4.26 . Si una funció ƒ, holomorfa al disc unitat D , compleix nf (1/2)

1 , n = 2 , 3 , aleshores f(z ) = z , per a tot z Є D. En efecte, ƒ(z ) i g(z ) = 2

coincideixen en A n≥2} . En canvi, la funció ƒ(z) = z ( 1 − sin )

també compleix nf (41) = 1 i no és pas idènticament z . En aquest cas, ƒ és

holomorfa a U = C \ { 0 } i A no té punts d'acumulació dins de U.

=
π

Z

Tot seguit donem una aplicació del principi de prolongació analítica. Direm

que un domini U del pla és simètric si per a cada punt z Є U també és z E U.

Com que U és connex, és evident que, si és simètric , aleshores Un R és un

obert no buit de R i , per tant , és una reunió numerable d'intervals oberts de R.

Teorema 4.27 (Principi de reflexió de Schwarz) . Suposem que U és un

domini simètric del pla, ƒ € H (U) i que f(x) és real per a x ≤ U´R. Llavors

es compleix f(z) = f(z) per a tot z EU.

n

n

Demostració. Considerem g ( z ) = f(z) que és una funció ben definida a U. Si

al disc D(ā, r) CU, f(z) és la suma de la sèrie Σcn(z - a)" llavors g (z) és ,

aD(a, r) , la suma de cn(z-a)" . Per tant, g també és analítica a U. També es

pot veure, alternativament , que g compleix les equacions de Cauchy-Riemann .

Ara bé, si x Є UR hom té g(x) = f(x) = f(x) . Com que UnR Ø és un

obert (i, per tant , té punts d'acumulació dins de U) es conclou que g(z) = f(z) ,

z EU.

=

Observació 4.1 . Una altra manera de veure el principi de reflexió és la següent.

Designem per U+ Un {z : Imz > 0 } la part del domini simètric U situa-

da en el semiplà superior. Suposem que tenim la funció g € H(U+) i que en

els punts x UnR la funció g té un límit real que també designem per g :

g (x) = limz→x, zEU+ g(z) . Aleshores la funció ƒ definida a U mitjançant "re-

flexió"

g(z) si zЄU+

J9 (2)

f(z ) = g(x) six ЄUR

g(z) siz EU-

és holomorfa a U (és l'única extensió possible de g a U que sigui holomorfa) .

En efecte: és clar que ƒ € C (U) i que és holomorfa a tots els punts de U \ R;

llavors, pel teorema 4.13 , és ƒ ɛ H(U) .
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El principi de prolongació analítica permet entendre bé moltes identitats en

el camp real. Suposem, per exemple. que f1 , ...,fN són funcions enteres que

compleixen una identitat de l'estil P(f1 , ..., fN) = 0, només per a valors reals

de la variable, on P és un polinomi en N variables . El principi de prolongació

analítica assegura aleshores que P(f1 , ... , fN) (z ) = 0 es compleix idènticament

en z . Així, del fet que sin² x + cos² x = 1 per a x Є R s'obté automàticament

sin² z + cos² z = 1 per a z Є Ci, especificant a z = ix amb x ≤ R, resulta

sh2 x = 1.

2

ch² x—

Є

Ja hem assenyalat abans que tot el que hem dit fins ara s'aplica a les funcions

analítiques de variable real. Justament, amb l'ajut del principi de prolongació

analítica podem entendre millor la relació entre les funcions analítiques de

variable real i les funcions analítiques de variable complexa , és a dir , les funcions

holomorfes .

Teorema 4.28 . Tota funció analítica de variable real f : R → C és la restricció

a R d'una funció holomorfa F : U → C definida en un domini simètric U del

pla complex, és a dir, RCUif = FR•

Demostració. Per a cada punt a R sabem, per hipòtesi , que existeix un

interval I (a , R(a ) ) , de radi R(a) > 0 , de manera que

f(x) = Σcn(x − a)" ,

f(n) (a)
-

Cn =
-

|x − a < R(a) .
n!

n=0

La sèrie de potències Σ cn (z − a)” té un radi de convergència p que ha de

F
a=

n=0

-

ก

complir p > R(a) i defineix una funció holomorfa, Fa , a D(a, p) . La restricció

de Fa a I(a - p, a + p) és una funció analítica en aquest interval que coincideix

amb ƒ a I(a - R(a) , a + R(a) ) i , per tant , pel principi de prolongació analítica ,

f a tot l'interval I (a− p, a + p) . Això vol dir que p = R(a) . Suposem ara

que dos dels discos D(a , R(a ) ) s'intersequen, D(a1 , R(a1 ) ) ↑ D(a2 , R(a2) ) ‡ Ø,

de manera que a la intersecció hi tenim definides tant Fa , com Fa₂ ; com que

en la part d'aquesta intersecció que està sobre R ambdues funcions coincidei-

xen amb ƒ, novament pel principi de prolongació analítica , serà Fai

D(a1 , R(a1 ) ) ŉ D(a2 , R(a2 ) ) . Això significa que al domini

=
Faz a

U = || D(a, R(a) ),

aЄR

› C , igual aque és simètric , les funcions Fa permeten definir una funció F : U →

Fa a cada disc D(a, R(a) ) . Per construcció F és holomorfa a U i F│R = ƒ. □
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Enunciem, finalment , sense donar-ne la demostració, el principi de prolon-

gació analítica per a funcions analítiques de variables reals , que s'aplica, en

particular , a les funcions harmòniques.

Teorema 4.29. Siguin f, g funcions analítiques de variables reals en un do-

mini U CR² . Llavors f(x , y ) = g (x, y) , per a tot (x , y) € U, si i només si es

compleix alguna de les condicions equivalents següents:

an+mf

a) Hi ha un punt (xo , yo ) Є U tal que dxnəym

-
a tot n,m, és a dir, | f(x, y ) − g(x, y) |

(x, y) → (xo , yo) , n = 0 , 1 , 2 , ....

=

(xo ,o, yo)
=

an+mg

Əx¹ǝym (Xo, Yo) , per

o(√(x − xo)² + (y − yo)²)n , si

- -

b) Hi ha un obert VCU tal que f(x, y) = g(x, y ) per a tot (x, y) Є V.

=
En aquest cas, pot ser f(x, y) g(x, y) per a (x, y) Є A, on A té punts

d'acumulació dins de U, sense ser fg. Això és pel fet que el conjunt de zeros

d'una funció analítica de les variables x, y no és necessàriament discret . Per

exemple, la funció harmònica x s'anul·la a l'eix imaginari, sense ser idènticament

nul·la.

4.5 Estudi local d'una funció holomorfa. Teorema de

l'aplicació oberta

Considerem una funció ƒ holomorfa en un domini UC C. Suposem que ƒ no

té zeros a U i volem saber si hi ha una determinació contínua del logaritme

de ƒ a U. Ja hem vist en la proposició 3.20 que això passa si i només si la

funció f' /f té una primitiva holomorfa a U. Però ara sabem que ƒ' és una

funció holomorfa, i , per tant , també ho és f' /f, de manera que aplicant el

corollari 3.28 que ens diu que, en un obert convex, tota funció holomorfa té

una primitiva, resulta:

Proposició 4.30 . En un obert convex, tota funció holomorfa i sense zeros,

admet una determinació del logaritme i de l'arrel n-èsima, per a tot n N.

Tota funció holomorfa i sense zeros en un domini, admet, localment, una de-

terminació del logaritme i de l'arrel n -èsima, per a tot n Є N.

Corollari 4.31 . Si ƒ € H(U) i f(z) ‡ 0 , per a tot z Є U, llavors la funció

Log |f(z) és harmònica a U.

Demostració. Hom pot calcular directament ▲ Log |f | i utilitzar les equacions

de Cauchy-Riemann per a veure que val zero . També és conseqüència de la
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proposició 4.30 perquè a cada disc DCU hi haurà una funció h Є H(D) tal

que eh = ƒ i aleshores Log | f | = Reh és harmònica a D.

=
f(a). Si f(z) - b té unSigui U un domini del pla, a ЄU, ƒ ¤ H(U) i b

zero de multiplicitat m en el punt a , és a dir, f' (a) = 0 , ... , f(m− 1) ( a) = 0 i

f(m) (a) 0 , diem que ƒ pren m vegades el valor b en el punt a . Tot seguit

explicarem el perquè d'aquesta definició . Tindrem , en aquest cas,

on g € H(U) i g (a) ‡ 0 .

per la proposició 4.30 , hi

significa que a D(a, R) és

f(z) − b = (z − a)mg(z) ,
- -

Fixem un disc D(a , R) en el qual g no tingui zeros ;

ha una funció h Є H (D(a , R) ) tal que g = hm . Això

-
f(z) − b = [(z − a)h(z)]m

def
— =

f1(z)m. (4.13)

-
Observem que fi (z)que f1 (z) = (z − a)h(z) compleix f1 (a) = 0 , fí (a) = h(a) ‡ 0 ,

és a dir, fi pren el valor 0 en a una vegada . És clar, d'acord amb (4.13) , que

entendrem el comportament local de ƒ si entenem el de ƒ1 .

La funció fi és holomorfa a D(a , R) , f1 (a) = 0 i fí (a) = λ ‡ 0. Afirmem

ara que fi és un homeomorfisme d'un entorn del punt a en un entorn de 0 .

Aquest fet és una conseqüència del teorema de la funció inversa, però podem

donar-ne una prova directa de la manera següent . Suposem , sense pèrdua de

generalitat , que a = 0 i λ = 1 , és a dir, f1 (z) = z+f2 (z) amb ƒ½ (0) = 0. Fixem

un número 0 < ɛ < 1 i determinem r < R tal que |ƒ½ (z ) | < ɛ si z € D(0, r) .

Pel teorema fonamental del càlcul (per exemple, integrant ƒ½ en el segment que

va de z a w) tindrem

-
|ƒ2 (z) — ƒ2 (w) | ≤ ɛ | z — w] ,

-
z, wЄ D(0, r) ,

i aquesta desigualtat implica

(1 − ε) | ≈ — w| ≤ | ƒ1 ( z ) − f1 (w) | ≤ ( 1 + ɛ) | z − w| ,— −
- —

z, wЄ D(0, r). (4.14)

-

Provem ara que si || és prou petit , diguem | § | < s , l'equació ƒ1 (z) = § té

una solució a D(0 , R) que, per (4.14) , serà única i dependrà contínuament de έ.

Fixem-nos que f₁ (z ) = & significa que z és un punt fix de § - ƒ2 (z ) . Definim,

com és habitual , una successió recurrent (zn ) , posant zo = 0 i zn+1 = §−ƒ2 (≈n) .

Com que Zn +1 — Zn | = | ƒ2 (Zn ) — ƒ2 (Zn− 1 ) | ≤ ε | Zn — Zn− 1 | , serà
- - -

Zn+ 1 - Zn≤ ε" | 21 - 20 = ε" |E | .
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n

Per tant, | zn | ≤ Σ │zi – zi- 1 | ≤ |§1-。; si | § | ≤ s = r ( 1 − ɛ ) , tots els punts zŉ

i=1

- -

són efectivament a D(0, r) i convergeixen a una solució de f₁ (z ) = §.

Així fi és un homeomorfisme local . En aquesta situació ja sabem (apar-

tat 2.4.3) que f¹ també és holomorfa i (ƒ₁¹ ) ' (w ) = (f{ (z ) ) − ¹ si w == f1 (z) .1

1

Tornant a la notació general , sigui V un entorn del punt a tal que f₁ sigui

un homeomorfisme de V en un disc D(0 , s ) . Per (4.13 ) , la imatge de V per f

serà exactament el disc D(b, sm) i hem provat:

Teorema 4.32 . Sigui f una funció holomorfa en un entorn d'un punt a Є C

de manera que prengui el valor b = f(a) , m vegades en a . Aleshores hi ha un

entorn V de a i un disc D(b , 8) tal que ƒ(V) = D(b , 8) i tot valor § € D(b, 8) ,

Eb, té exactament m-antiimatges per f a V (mentre que per a §

m-antiimatges es confonen totes amb a).

= b les

Z2

a

V

21

W2

0

b + w3

W1

•b

23

W3

D(b, s³)D(0, s)

Figura 4.3

Fins i tot podem precisar més la situació descrita per aquest teorema si

en reprenem la prova: donat έE D(b, sm) considerem les m-arrels de έ - b

a D(0 , s)

{ = b + wm,
i = 1 , ... , m, wi Є D(0, s).

Per a cadascun dels punts w; hi ha un únic punt z; Є V tal que ƒı (z¿) = wi, i

aquests valors 21 , ... , Zm són les m-arrels diferents de f(z ) = έ a V. Com que

f¹ és holomorfa a D(0 , s ) , ƒ¯¯¹ (0) = a i (ƒ¯¯¹ )' (0) = x- ¹ , podem escriure

Zi = a + \¯¹wi + o( |wi | ) .

mEls punts w1 , ... , wm estan uniformement repartits sobre els angles 2k,

k = 0, ... ,..., m – 1 i els punts 21 , ... , Zm ho estan també, llevat d'un petit error ,
--
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al voltant de a i girats segons arg(\− ¹ ) (fig 4.3) . Quan § → b , òbviament

max zi - a → 0,

i=1 , ... ,m

és a dir, els punts 21 , ... , Zm es fonen en a.

Teorema 4.33 (Aplicació oberta) . Si U és un domini del pla i f és holo-

morfa a U i no constant, llavors f(U) és un obert de C. Si V CU és obert,

f(V) també és obert.

Demostració. Si f no és constant , la hipòtesi del teorema 4.32 es compleix a

tots els punts a Є U, pel principi de prolongació analítica . Llavors , tot punt de

f(V) té un entorn format per punts que tenen antiimatges a V.

Observem que el teorema 4.32 té com a conseqüència que ƒ és localment

injectiva en el punt a si i només si f' (a) 0. En el cas de funcions de variable

real, tan sols és vàlida una implicació , gràcies al teorema de la funció inversa:

si df(a) és invertible , ƒ és localment injectiva en a , però el recíproc és fals .

D'altra banda, quan f' (z) ‡ 0 , per a tot z U, ƒ és localment injectiva a

tots els punts , però no és necessàriament injectiva a U. L'exemple més clar

és f(z) = e².

Observem també que, com a conseqüència del teorema de l'aplicació oberta ,

no pot haver-hi funcions holomorfes no constants en un domini U que prenguin

valors en conjunts sense interior (rectes , corbes regulars , etc. ) . Per exemple,

cap funció holomorfa no constant ƒ pot satisfer una equació del tipus

u(Ref(z ) , Im f(x ) ) = 0 o bé v(f(z) , f(z)) = 0

amb u, v funcions analítiques de dues variables reals (no constants) .

4.6 Principi del màxim. Desigualtats de Cauchy.

Teorema de Liouville

En aquesta secció obtindrem desigualtats que limiten el valor absolut d'una

funció holomorfa i de les seves derivades .

Teorema 4.34 (Principi del màxim) . Si f és holomorfa en un domini U

del pla i no és constant, llavors la funció | f | no pot tenir cap màxim local a U.

Demostració. Suposem que [f ] té un màxim local en a € U, és a dir, hi ha un

disc D(a, R) CU tal que [ ƒ(z ) | ≤ |ƒ(a) | si z € D(a, R) . Això impedeix que

f(D(a, R) ) sigui un obert que conté f(a) i contradiu el teorema 4.33 .
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Corollari 4.35. Sigui U un domini acotat de Cif una funció holomorfa en

un entorn de U o, més generalment, ƒ ≤ C (U) ŉ H (U) . Sigui M el màxim

de fa OU. Aleshores hom té

|f(z ) | ≤ M_per a tot z € U.

Dit d'una altra manera, max |ƒ | = maxǝu |ƒ| .

Demostració. Per ser U compacte, | ƒ | té un màxim absolut a U que s'agafa

en un punt a € Ū. Si a € U , aleshores tenim un màxim local , i pel teorema

anterior ƒ és constant i l'enunciat és obvi . Si a Є OU, llavors | f(a) | també és

el màxim absolut a ƏU, | ƒ (a) | = M i, en conseqüència , | ƒ (z) | ≤ M, z € U. □

Exemple 4.36 . La quantitat sup₂ЄD ( 1,1 ) | e | coincideix amb max, D(1,1) | ez | ,

que, pel corol·lari 4.35 , coincideix amb max{ | e2 | : | z − 1 | = 1 } . Posant z == 1 +eit ,

0 ≤t≤ 2π, resulta e² = eRez el+cost i el valor màxim és e².=

El corollari 4.35 diu que una desigualtat | ƒ (z ) | ≤ M per a z Є ƏU s'estén

a | f(z ) | ≤ M per a z Є U quan ƒ € C (U) ^ H(U) . Com una aplicació d'aquest

fet tenim l'exemple següent :

Exemple 4.37 . No hi ha cap successió de polinomis Pn (z ) que convergeixi

uniformement cap a 1/z en el cercle unitat T. En efecte, si fos així, tindríem

|Pn( 2) – 1|

- < E, n > no, | ≈ | = 1 (ε < 1)
Z

i , per tant , | zPn( z ) −1 | < ɛ , n ≥ no , si | z | = 1 . Pel corollari 4.35 seria |zPn ( z) −1 |

< ε, n > no per a | z | ≤ 1 i , prenent z = 0 , arribem a contradicció .

Evidentment , si ƒ és holomorfa i no té zeros a U, considerant la funció }

veiem que [ ƒ no pot tenir mínims locals . I si ƒ € C (U) ŉ H(U) no té zeros

a Ū, tindrem

min | ƒ| = min |f| .
au

Dit d'una altra manera, si m ≤ |f(z ) | ≤ M per a z Є ƏU i ƒ no té zeros a Ū,

llavors també és m≤ | f(z ) | ≤ M per a z Є U.

Considerem el cas particular de la proposició 4.14 que correspon a U =

D(a, R) . Si ƒ és holomorfa en un entorn de D(a, R) , es compleix

n!

f(n) (z) :
=

2πί SOD(a.R)

f(w)
dw, z Є D(a, R). (4.15)

ƏD (a, R) (w − z)n+1
-
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Els valors de ƒ sobre D(a , R) determinen f(n) ( z ) al disc mitjançant aquesta

fórmula. Les desigualtats de Cauchy quantifiquen el control de [f(n) | en termes

de fl .

Teorema 4.38 (Desigualtats de Cauchy) . Si f és holomorfa en un entorn

del disc D(a, R) i | f(z) | ≤ M quan z Є C(a, R) , aleshores es compleix

n!

|f(n) (a) | ≤ M per a n = 0, 1 , 2 , ...
Rn

Demostració. La fórmula (4.15) per a z = a es pot escriure

2π

[** ƒ(a + Re¹®)e -inº do,

n!

f(n) (a) =
2πRn

0

(4.16)

que implica (4.16) immediatament .

Corollari 4.39. Si f és holomorfa al domini U i acotada, | f (z ) | ≤ M, z € U,

aleshores es compleix

| f(n) (z) | ≤ M·

n!

d(z , Uc)n '

zЄU, n = 0, 1 , 2 , ...

En particular, aquestes desigualtats valen si U és acotat, ƒ € C (U) ŉ H(U) i

|f(z) | ≤ M per a z Є ƏU.

Demostració. Apliquem (4.16) a D(z , r) C U, r < d(z , Uº) i fem tendir r

a d(z , Uc).

Les desigualtats de Cauchy no es poden millorar . Per exemple, per a D,

f(z) = z" i a = 0, els dos termes de (4.16) són iguals a n!.

Exemple 4.40 . Sigui ƒ una funció holomorfa al disc unitat D que compleix

la desigualtat | f (z ) | ≤ 1 , | 2 | < 1. Si prenem 0 ≤ r < 1 i apliquem

(4.16) al disc D(0 , r) amb a = 0 i M = sup{ |f(z) | : | z | ≤ r } ≤ 1,, obtenim≤‚¹,,

|f(n) (0 ) | ≤ n! (1-r)rn , 0 ≤ r < 1. Ara podem calcular el valor mínim de la

funció (1-7), per a 0 ≤ r < 1 , i resulta que aquest mínim s'agafa per a

1

1

n
r =

n =

n+1

i val (n+1)n+1

1 , 2, ...

nn
•
Trobem, doncs , la desigualtat : |ƒ(n) (0) | ≤ n!

(n+ 1) n+1

nn "

Teorema 4.41 (Teorema de Liouville) . Si f és una funció entera i acotada,

f és constant. També una funció u harmònica i acotada a tot el pla és constant.
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Demostració. En el cas que ƒ sigui entera, és una conseqüència directa del

corollari 4.39, per a n = 1 , perquè d(z , Uc) = +∞ i , per tant , f' = 0. Si u és

harmònica a C, segons el teorema 4.19 , tenim per a z = reio

+∞

u(z) = Σ dnr\n\。ino

amb

dn
=

1

2πr|n|

2π

S

u(re¹º)e¯ino do, nЄ Z.

Si | u | ≤ M a C , resulta | dn | ≤ Mr- n , per a tot r , i fent r → ∞ veiem que

dn = 0 sin 0, és a dir , u (z ) = do per a z Є C.

Així, una funció entera, si no és constant, no pot estar acotada a C. Sí que

pot estar-ho la seva restricció a R com ara f(z) sin z o, fins i tot, tendir a

zero quan x → ±∞ com , per exemple, ƒ ( z) = e−z² .

El teorema de Liouville proporciona una demostració del teorema fonamen-

tal de l'àlgebra.

...

Teorema 4.42 (Teorema fonamental de l'àlgebra) . Sigui P(z) = ao +

a1z + ··· + anz" un polinomi de grau n, amb a; Є C , i = 0,1 , ... , n , n ≥ 1 .

Llavors P té exactament n arrels α1 , ... , an Є C (algunes de les quals poden

estar comptades amb la seva multiplicitat) i P(z)
-

= an II_1 (z − αi) .

Demostració. Per iteració és suficient provar que P té almenys una arrel . Si

no fos així, la funció f(z ) = 1/P(z) seria una funció entera . Ara bé, escrivint

P(z) = zn
(an
an +

an-1

Z

ао

+
...
+

χη

veiem que anz¹ és el terme dominant quan | z | → +∞ i , per tant , | P(z) | → +∞

quan z → +∞. Així, lim₁₂ |→ +∞ |ƒ (z ) | = 0 i , en particular, ƒ està acotada . Pel

teorema de Liouville , ƒ ha de ser constant i aleshores també seria constant P(z) ,

però hem suposat que grau(P) ≥ 1 .

És clar que la versió corrresponent del teorema de Liouville en una variable

real és falsa; hi ha funcions analítiques a tota la recta R que són acotades i no

són constants: sin x, cos x, 1 + 2 , etc.

1

La prova del teorema 4.42 s'aplica a qualsevol funció entera ƒ tal que

|f(z) | → ∞ quan z → +∞ , i s'arriba a la conclusió que ƒ ha de tenir un+∞ |z |

zero. Tanmateix, veurem més endavant que, en aquest cas, ƒ és un polinomi

(apartat 5.5.1 i exercici 11 de la secció 4.7) .
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4.7 Exercicis

1. Sigui U un domini acotat del pla amb frontera regular a trossos orientada

positivament i sigui ( z , w) una funció contínua respecte de les dues varia-

bles per a z Є U iw Ɛ ƏU. Suposem, a més , que és holomorfa com a

funció de z per a cada w Є OU. Proveu que la funció

f(z) = √4 (z, w) dw

és holomorfa aU i f(n) (2) =[au

2. Calculeu

୮

合

au

Ən (z , w)

azn

dw, n = 1 , 2 , ... , zEU.

Log |xz|dx, per a tot z Є Cid > 0 .

3. Sigui ƒ holomorfa al disc D (0 , R) , 0 < r < R ihn Є C, n

amb |hn| R - ri (hn ) 0. Si definim les funcions n per

f(z +̧ hn) − f(z)

hn

-

"

n1∞

= 1 , 2 , ...

=
n (z)

n = 1,2 , ..., proveu que limɲ→∞ Yn (z) = f' (z ) unifor-

mement al disc D(0, r) .

4. Siguin f, g holomorfes en un entorn del disc D(a , R) . Proveu la igualtat

1 1

2zi Scia.p) F (2 ) g ' ( 2 ) d z = == Spam f' (2)g' (2) dm (2) .Σπί
C(a,R)

π
D(a, R)

Deduïu d'aquí que si , a més , ƒ és injectiva i posem K = ƒ(D(a , R) ) , llavors

es compleix la desigualtat isoperimètrica

4m(K) ≤ L(ƏK) d(K) ,

on L(ƏK) és la longitud de la corba y(0) = ƒ(a + Re¹º) , 0 ≤ 0 ≤ 2π , i d(K)

és el diàmetre de K.

5. Sigui ƒ holomorfa en un entorn del disc D(0 , R) . Proveu que val la fórmula

integral

1

f(zo)
=

2πί
C (0 , R)

R² - |zo |2

zoz) f(z) dz , |zo | < R

(z — zo) (R² – zoz)
-

i, com a conseqüència,

u(reio)

2π
1

u(re¹®) = 2½= √²2π
[

R² – r²
-

R2 - 2rRcos(0 − x) + r²
- u(Re )do,

0 ≤ r < R, 0 ≤ 0 ≤ 2π
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si u és harmònica en un entorn de D(0, R) .

6. Sigui ƒ una funció holomorfa en un domini U, que compleix l'equació

n

f(n+1) (z) = Σa;f(³) (z) ,

j=0

ZEU,

per a un nЄ Ni ao , a1 , ... , an EC fixats . Proveu que ƒ és la restricció

a U d'una funció entera que és una combinació lineal finita de monomis

exponencials de la forma zez , amb k Є N, λ € C. Proveu també que si

a més existeix un punt a EU tal que f(a) = f ' (a) = f(n− 1 ) (a) = 0 ,

llavors ƒ és idènticament nul·la a U.

=

7. Sigui ƒ una funció holomorfa a D(0 , R) i considerem per a 1 ≤ p < ∞ les

mitjanes

2π 1/p

Mp(f, r) = (2= [ ** If(re¹® Pdo) /*
"

M∞(f, r) = sup| z| =r | f(z ) | , 0 < r < R.

0 < r < R, 1 ≤ p < ∞

Proveu que Mp(f, r) és una funció creixent de r per a 1 ≤ p ≤∞.

Indicació: Apliqueu l'exercici 12 del capítol 3 a la funció ( | f (rei0 ) | ² + ɛ²)p/2.

1/p

Proveu també que les mitjanes

πr2

D(0,r)
√p (0.7 ) If ( 2 ) Pdm ( z )

són funcions

creixents de r per a 1 ≤ p < ∞∞.

8. Sigui ƒ una funció holomorfa en un domini U i suposem que hi ha un disc

D(a, r) CU i un número p≥ 1 , de manera que

|f(a) |P
=

1

2π

2π

[* \f (re¹® ) "do.

Proveu que ƒ és constant a U. Arribeu a la mateixa conclusió suposant ara

que

zr² Jplan 1f( 2) |P dm (2) .

1

|f(a) |P
=

πr
2

πρ
D(a, r)

Indicació: Reduïu-vos al cas p = 2 i utilitzeu l'exercici 12 del capítol 2 .

9. Siguin f1 , f2 , ..., fN funcions holomorfes en un domini U i pЄ R, p≥ 1.

Suposem que la funció | f1 |P + | f2 |P + + fNP té un màxim local en un
...

punt de U. Proveu que f1 , f2 , ..., ƒN són constants a U.

Indicació: Comproveu que cada f; està en la situació descrita en l'exercici 8.
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10. Si ƒ és una funció entera tal que la funció f (z )e- c| z| a , amb c > 0 , a > 0,

està acotada en valor absolut per M > 0 , trobeu la millor cota per a la

funció | ƒ' (z) | e−c |z | ª .

11. Sigui ƒ una funció entera que satisfà l'estimació | ƒ ( z ) | = O ( | z | ”) , | z | → ∞ ,

per a algun nЄ N. Proveu que ƒ és un polinomi de grau més petit o igual

que n.

12. Sigui ƒ holomorfa a D(0, R) i per a 0 < r < R posem

A(r) = sup|2 | =r Ref(z).

Proveu que A(r) és una funció creixent de r i que si , a més, ƒ compleix

ƒ(0) = 0 , llavors hom té

2r

sup|z |=r |f(z) | ≤ A(R) ,
0 < r < R.

R-r

13. Sigui ƒ holomorfa i acotada a la banda U = {z = x + iy : a < x < b} ,

a, b € R, i suposem que ƒ € C(U) i |f (z ) | ≤ 1 si z Є U. Proveu que es

compleix f(z)| ≤ 1 per a tot z EU.

14. Sigui ƒ una funció holomorfa al disc unitat D, contínua al disc tancat D que

compleix Re ƒ(z ) · Im f( z ) = 0 per a z Є T. Proveu que ƒ és idènticament

nul·la a D. Arribeu a la mateixa conclusió suposant ara que ƒ compleix

Ref(z)² - Im f(z ) = 0 , si z Є T. Proveu, en canvi , que existeix una funció

ƒ € C(D) ŉ H(D) , no nul·la , que satisfà Re ƒ(z )² + Im ƒ (z ) ² = 1 , ≈ € T.

15. Caracteritzeu els polinomis de dues variables P(x , y) que tenen la propietat

següent: tota funció ƒ € C(D)лH(D ) que compleixi P(Re f(z) , Im f(z) ) = 0

per a zЄT, ha de ser idènticament nul·la a D.

Indicació: Considereu les components connexes del complementari a C del

conjunt { (x, y) : P(x, y) = 0} .

16. Sigui ƒ una funció holomorfa al disc D(0 , R) i contínua a D(0 , R) . Si ƒ no

és idènticament nul·la , proveu que es compleix

୮

2π

Log |f(Re¹º ) | d0 > -∞ .

17. Proveu que si ƒ és holomorfa al domini U, llavors la funció |f | a , a > 0,

és subharmònica a U (vegeu l'exercici 13 del capítol 3) . Proveu també que

|ƒ| ª és harmònica a U si i només si és constant a U.
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18. Sigui U un domini del pla i u una funció contínua i subharmònica a U.

Proveu que si u agafa el seu valor màxim en algun punt de U, llavors u és

constant a U.

19. Sigui U un domini acotat del pla i u una funció contínua i subharmònica a U

i suposem que existeix una constant M≥ 0 tal que lim →zo supu(z) ≤ M

per a tot punt zo Є OU. Deduïu que u(z ) ≤ M per a tot z Є U.

En particular, si u E C(U) és subharmònica a U, llavors maxЄŪU(z)

maxzЄǝu u(z) .

=

20. Proveu que una funció entera ƒ que compleix | f ( z ) | → ∞ quan | z |→ ∞ z → ∞ és

un polinomi .

1 1

21. El nucli K(z , w) = = (1–zw) 2 , % , w € D s'anomena nucli de Bergman del disc

unitat. Si ƒ és una funció integrable a D respecte de la mesura de Lebesgue,

fe L¹ (D, dm) , llavors està ben definida la transformada de Bergman de f:

1

b
-Kf(z) = √ K(z, w)f(w) dm(w) = = √ (1 = 2 )²

f(w)

− zw)2

Proveu les afirmacions següents :

dm(z) .

a) Si fe L¹ (D, dm) H(D) , llavors Kf(z) = f(z ) per a z Є D.

b) L² (D , dm ) H(D) és un subespai tancat de l'espai de Hilbert L² (D, dm) i

si fe L² (D, dm) , llavors Kƒ és la projecció ortogonal de ƒ sobre aquest

subespai tancat .

22. Proveu que existeix una constant c > 0 tal que si ƒ € H(D) amb ƒ(0)

posem u = Ref, llavors hom té

= 0 i

||f||2c||u|| 2

on || || 2 és la norma a l'espai L² (D, dm) .



Capítol 5

Singularitats aïllades de les funcions holomorfes.

Teorema dels residus. Aplicacions

En aquest capítol es consideren funcions que són holomorfes en un domini tret

de punts aïllats en els quals la funció no té derivada complexa ni , potser, tan

sols és contínua. El fet que la funció sigui holomorfa al voltant de cadascun

d'aquests punts singulars permet determinar amb precisió la naturalesa de les

singularitats . Especialment remarcable és el resultat segons el qual es pot ex-

pressar la integral de línia d'una funció holomorfa al voltant d'una singularitat

en termes d'un sol número associat a la singularitat , que és el residu de la

funció. L'enunciat precís d'aquest fet és el teorema dels residus, que és una

extensió del teorema de Cauchy.

Es donen aplicacions del teorema dels residus , entre les quals destaquen el

principi de l'argument que permet comptar zeros i pols de funcions meromorfes,

o el teorema de Rouché que compara el nombre de zeros de dues funcions ho-

lomorfes. També és notable la utilització del càlcul de residus per a l'avaluació

d'integrals reals , pròpies o impròpies, sense passar pel càlcul de primitives .

5.1 Punts singulars aïllats

Recordem que D(a , ɛ) o Dɛ (a) designa el disc obert de centre a i radi ɛ > 0 .

D'ara en endavant , D' (a , ɛ ) o D' (a) representarà el disc puntejat D(a, ɛ) \ {a} .

179



180 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

Definició 5.1 . Direm que una funció f té una singularitat aïllada en el punt a

de C si f és holomorfa a D' (a) per a algun ɛ > 0. En el cas que f es pugui

estendre a una funció holomorfa a tot el disc De (a) direm que la singularitat

és evitable.

Les singularitats evitables són les singularitats "falses" , és a dir , que en

realitat no ho són . Es tracta d'un abús de llenguatge que és útil per a la

presentació del concepte de singularitat .

Suposem que f1 , f2 són funcions holomorfes en un disc DR(a) , R > 0 i que

f2 no és idènticament nul·la . Si f2 (a) ‡ 0 , llavors ƒ = ƒ1 /ƒ2 és holomorfa en

un disc Dɛ (a) , ɛ > 0. Si ƒ2 (a) = 0 , sabem, pel teorema 4.22 , que a és un zero

aïllat de f2 ; en conseqüència, hi ha un ɛ > 0 , ɛ < R tal que a és l'únic zero de

f2 a Dɛ (a) i per tant, ƒ = ƒ1 /ƒ2 està definida i és holomorfa a Dé (a) . Som en

la situació de la definició 5.1 : a és una singularitat aïllada de f, que pot ser

evitable o no. Considerem la multiplicitat , n , de a com a zero de f2 : ƒ2(z) =

(z − a)ng2(z ) , on g2 ( z ) Є H(Dɛ (a)) i g2 ( z ) ‡ 0 per a tot z Є Dɛ (a) . Si

92(a) , això significa que f2 (z ) ~ a(z − a)" quan z → a . Els dos casos

següents són possibles .

-

απ
-

-
a) Si fi (a) 0 , llavors f(z ) ~ f1 (a)a¯¹ (z − a) −n i veiem que a és una singu-

laritat no evitable perquè no existeix lim →a f(z ) i ƒ no es pot estendre a

una funció holomorfa, ni tan sols a una funció contínua en el punt a .

-

- =

b) Si fi (a) = 0 , llavors a té una multiplicitat m≥1 com a zero de fi i podem

escriure fi (z ) = ( z − a)mg1 ( z ) amb g₁ (z ) Є H(Dɛ(a)) , ß 91 (a) 0.

Llavors f(z) = (z − a)m - ng₁ (z )/g2 (z ) a D'e (a) . Com que g2 (z) 0 , per

a tot z Є Dɛ(a) , resulta que si m ≥ n, a és una singularitat evitable ;

l'expressió (z − a)m-ng₁ (z )/92 (z ) té sentit i defineix una funció holomorfa

a tot el disc De (a) . Si m < n , la mateixa expressió ens prova que f(z) ~

Ba¯¹ (z − a)m-n no té límit finit en a; en aquest cas a és una singularitat

de debò altre cop.

-

-

Definició 5.2 . Si f és holomorfa en un disc puntejat D' (a) i existeixen a € C

i k ≥ 1 enter, tals que f(z ) ~ a(z − a) −k quan z → a, direm que f té un pol

d'ordre k en el punt a . El número k s'anomena multiplicitat del pol (o també

ordre del pol).

Evidentment , els pols són singularitats no evitables i , de fet , és

limz→a f(z) = ∞ si ƒ té un pol en el punt a . La discussió anterior prova

que si f1 , f2 són funcions holomorfes en un domini de C i ƒ2 no és idènticament

nul·la, llavors f = f1/f2 té singularitats evitables en els zeros de f2 que també
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són zeros de fi amb multiplicitat més gran o igual que la corresponent a ƒ2 i té

pols en els zeros de f2 que no són zeros de fi o que, essent zeros de f1 , tenen

multiplicitat menor respecte de fi que respecte de f2 .

Definició 5.3 . Direm que una funció f és meromorfa en un domini U si

existeix un conjunt ACU, discret i tancat a U, de manera que f està definida

i és holomorfa a U\ A i té un pol en cada punt a Є A.

f1/f2 és

Així, del que acabem de dir resulta que si f1 , f2 són funcions holomorfes

al domini U i f2 no és idènticament nul·la , llavors la funció f

meromorfa a U, prenent com a A el conjunt

=

A= {a EU: multiplicitat de a com a zero de f1 <

< multiplicitat de a com a zero de ƒ2} C Z(f2) .

COS ZPer exemple, la funció tan z =
sinz és una funció meromorfa a tot el pla; els

seus pols són els zeros de la funció cos z , és a dir, els punts zk

(cap d'aquests és un zero de sin z ) i tots tenen multiplicitat 1 .

½ + kπ, k Є Z

Les funcions racionals R = amb P, Q polinomis, són funcions meromorfes

a tot el pla complex.

Exemple 5.4 . Considerem f(z ) = e . Aquesta funció té una singulari-

tat a l'origen . No és evitable perquè limo f(z) no existeix ; per exemple

lim → 0 + f(x) = ∞ , lim →0 f(x) = 0 , ƒ ( 1 ) = eikπ = (-1) . Això mateix

serveix per a veure que ƒ tampoc no té un pol a l'origen.

Aquest exemple fa veure que hi ha singularitats aïllades que no són evitables

ni són pols . Se'n diuen singularitats essencials. D'una banda tenim , doncs ,

les singularitats "falses" , les evitables , i d'una altra banda, les singularitats

autèntiques, que poden ser essencials o bé pols . En el teorema següent es

caracteritza el tipus de singularitat d'una funció ƒ en un punt a Є C en termes

del comportament de f(z ) quan z → a.

Teorema 5.5. Suposem que la funció f és holomorfa a D' (a) , ε > 0. Llavors

a) El punt a és una singularitat evitable de f si i només si f és acotada a

D's (a) per a algun 8 > 0 .

b) El punt a és un pol de f si i només si lima f(z) = ∞ , és a dir, per a tot

M > 0 hi ha un 8 > 0 tal que | f (z ) | > M si 0 < | z − a | < 8 (equivalentment,

limz→a |f(z) = +∞ ).=

c) El punt a és una singularitat essencial de f en tots els altres casos, és a dir,

si i només si limz→a f(z ) no existeix a C* .
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Demostració. Provem primer l'apartat a) : si ƒ és holomorfa a Dɛ (a) , llavors

ƒ és contínua a Dɛ (a) per a tot 8 < ɛ i , per tant , acotada a D¿ (a) . Recípro-

cament, suposem f(z ) | ≤ M si 0 < |za| < 5 < ɛ. Considerem la funció

g(z) = (z − a)²f(z ) ; g també és holomorfa a D's (a) i limz→a g ( z ) = 0 ; per tant ,

si definim g (a ) = 0 , tenim que g és contínua a Dɛ(a) . A més,

-

za z a za

g(z) − g(a) g(z)
lim = lim =

lim (z − a)f(z ) = 0 .
а

Així, gЄ H(Ds (a)) , amb g(a)
=

- -

=
g'(a) = 0. Per tant, per (4.12) , g(z)

(z − a)mg₁ (z ) amb m ≥ 2, 91 € H(D¿ (a) ) ; aleshores a 0 < | z − a | < 8, f(z)

coincideix amb (z − a)m−²gı (z ) , que és holomorfa a tot el disc Dɛ (a) (perquè

m > 2) i a és evitable.

=

Seguidament provarem l'apartat b). Ja hem fet notar que si ƒ té un pol en el

punt a , llavors lim →a f(z ) = ∞ . Recíprocament , si suposem que lim₂→a f(z) =

∞ , llavors g = 1/ƒ és holomorfa en algun disc centrat en a i té límit zero en

a; per l'apartat a) g té una singularitat evitable en a amb g(a) = 0. Si m ≥1

és la multiplicitat de a com a zero de g , llavors és g(z) = (z − a)mg₁ (z ) amb

91 (a) 0; per tant, f ( z) ~ a¯¹ (z − a)−m i ƒ té un pol d'ordre m en el

punt a.

a =
-

-

Per definició , ƒ té un pol d'ordre k en el punt a quan ƒ(z) (z − a)* té un

límit finit en a i no nul. Pel teorema anterior , això és equivalent al fet que

f(z) (z − a)k tingui una singularitat evitable en a , és a dir , que f(z )(z − a)k

sigui de fet una funció g € H(Dɛ (a)) , amb g(a) ‡ 0 . Així, ƒ té un pol d'ordre k

en el punt a si i només si es pot posar

- -

f(z) =
-

g(z)

(z − a)k

‡amb g holomorfa en un entorn de a i g(a) 0.

En un punt singular essencial a Є C , quan z → a, f(z) no s'acosta a cap

valor de C * finit o no . El teorema següent encara ho precisa més dient que el

comportament de f(z ) quan z → a és caòtic .

Teorema 5.6 (Casorati-Weierstrass) . Si ƒ € H(D' (a) ) i té en el punt a

una singularitat essencial, llavors el conjunt f(D's (a) ) és dens a C per a tot 8,

0 < 8 < ɛ .

- -

Demostració. Si per a algun 8 < ε l'obert ƒ(D's (a) ) no fos dens, podríem trobar

wЄ Cir > 0 tals que | f(z ) — w❘ ≥ r si 0 < z − a < 8. Això significa que

la funció g(z)
f(z) -w és acotada i , per la part a) del teorema 5.5 , seria

=
1
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g(z)
gЄ H(Ds (a)) , amb la qual cosa f(z ) = w += w + (2) tindria un pol en a i no pas

una singularitat essencial.

zExemple 5.7 . Analitzem ƒ(D'¿ (0) ) quan f(z ) = e² . Si w = 1¹ i 0 < │z | < 8 ,

llavors w > 8-1 . La imatge per w → ew de w > 8- ¹ és , de fet , C \ { 0} (la

imatge de qualsevol banda horitzontal d'amplada 2π és С \ {0}) .

El comportament d'una funció al voltant d'un pol és ben diferent del com-

portament al voltant d'una singularitat essencial, que descriu el teorema 5.6.

En efecte, sabem que si el punt a Є C és un pol de ƒ, llavors lim →a f(z ) = ∞ ,

però de fet es pot assegurar que si ƒ € H(De̱ (a) ) i a és un pol de f, aleshores ,

per a tot 0 < 8 < ɛ , la imatge ƒ(D'¿ (a) ) és un entorn del punt de l'infinit . En

efecte, com que el punt a no pot ser d'acumulació de zeros de ƒ, podem suposar

f(z) ‡ 0 si z € D'ó(a) . Ara la funció g(z ) = f(z) és holomorfa a Dɛ (a) amb

g(a) = 0 i , pel teorema de l'aplicació oberta , g (Ds (a) ) conté un entorn de 0 i ,

per tant, f(Ds (a)) conté un entorn de oo.

1

A més a més, si a és un pol de ƒ d'ordre m ≥ 1 , el punt a és un zero d'ordre

m de la funció g ( z ) = f(z) , perquè hom té ƒ(z)

1

- 1

= h(z)

(z-a)m
amb h(z ) 0 si

holomorfa i sense zeros.| z — a❘ és petit i , per tant, g (z ) = (z − a)m ) , amb

Si ara apliquem el teorema 4.32 , sabem que g és m a 1 entre un entorn de a

i un entorn de 0 , és a dir , existeixen un entorn V de 0 i un ŋ > 0 de manera

que per a tot w € V, w ‡ 0 , hi ha m punts diferents 21 , ..., Zm € D'₁ (a) que

compleixen g(zi) = w. Si això ho traduim en termes de f, vol dir que, si a és

un pol d'ordre m de f, existeixen un entorn V de ∞ in > 0 de manera que tot

punt w € V , w ‡ ∞ , té m antiimatges diferents a D₁ (a) .

=

Resulta novament interessant comparar el comportament d'una funció ho-

lomorfa al voltant d'una singularitat aïllada amb la situació anàloga per a

funcions de variable real . Si I (a) designa l'interval (a− ɛ , a + ɛ) i I' (a)

Iε (a) \ {a } , hi ha una infinitat de comportaments asimptòtics diferents de f(x)

quan x → a entre les funcions ƒ que són derivables o de classe C a I (a) . Per

exemple,

-

f(x) = | x | ª | Log | x ||| Log | Log | x ||| ~

amb a, ẞ, yЄR qualssevol són exemples de funcions C∞ en un entorn reduït de

0, I' (0) , i el comportament és diferent per a cada tria dels paràmetres a , ß , Y.

En variable complexa , en canvi , només hi ha dos tipus de comportament de ƒ,

holomorfa al voltant d'una singularitat no evitable a : o bé |ƒ(z ) | ~ p| z – a ||

per a p > 0 ik≥ 1 enter , o bé no existeix lim₂-→a | ƒ ( z ) | a [0 , +∞] . Per exemple,

no podem trobar cap funció ƒ , holomorfa a D' (0) , que compleixi

- -k

|f(z) | ~ | ~ || Log ||| quan z 0,
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Log z
=

compleixZsi ẞ0. La funció f(z ) =

quan z

|f(z ) | =

Log z
=

| Log z + i Arg z |
=

(Log | z | ) ² + (Arg z)2 | Log | z ||

|z|

0, però no està definida a cap disc puntejat centrat a l'origen .

5.2 Desenvolupament en sèrie de Laurent

De la mateixa manera que en el teorema 4.8 s'ha vist que tota funció holomorfa

en un disc hi té un desenvolupament en sèrie de potències , ara veurem que tota

funció holomorfa en un disc puntejat D' (a , R) té un desenvolupament semblant ,

si admetem potències de za d'exponent negatiu.

Definició 5.8 . Una sèrie de Laurent centrada en a € C és una sèrie formal

del tipus

+ ∞0

Σ cn (z - a)" ,

n=1∞

Cn EC.

Donar una sèrie de Laurent no és res més que donar una sèrie de potències

en z−a, Ĉ c₂(z −a)” , i una altra sèrie , cn (z -a)" , que podem interpretar

n=0 N=1∞

com una sèrie de potències Σ dn (w − a)" en w — a = (za)-¹ si dn = C_n⋅

n=1

- -

Si pi és el radi de convergència de la primera sèrie ,

C—n •

P1 = (lim sup |cn | )-1

n→ +∞

i p2 el de la segona

P2 = lim sup dn

n→ +∞ 14 ) = (lim

lim supcn

n11∞

llavors
Σen(z – a)" defineix una funció holomorfa fi (z) a {z : |z − a| < p1 } i

n=0

Cn

-
Cn (z − a)” defineix una funció holomorfa ƒ2 (z ) a { z : | z − a | -¹ = | w − a | <

n=1∞

P2} = { z : |za| > p₂¹ } .
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1

pž¹A partir d'ara, posarem R₁ = p₁ , R2= P1 , R2 = p2 i suposarem R2 < R1 . Aleshores

+∞

la sèrie de Laurent cn(za)" defineix una funció f(z) = f1 (z) + ƒ2 (z)

NII∞

holomorfa a la corona C (a , R2 , R₁ ) = { z € C : R2 < | z − a | < R₁ } . És clar que

+∞

-

la convergència de Σ cn(za)" és absoluta en qualsevol punt d'aquesta

corona i uniforme en cada subcorona compacta C(a, r2 , r₁ ) amb R₂ < r2 < r1 <

R₁. També, aplicant el teorema 2.31 , resulta

∞+

f' (z) = Σ ncn(z − a)n− 1 ,

N=1∞

- -
R2 < │z − a | < R1 .

Definició 5.9 . Direm que unafunció f, holomorfa en una corona C(a , R2 , R1) ,

és desenvolupable en sèrie de Laurent si es pot expressar com la suma d'una

sèrie de Laurent,

+∞

f(z) = Σ cn(≈ − a)"

convergent a la corona C(a , R2 , R1 ) .

-
(5.1 )

En aquest cas, el desenvolupament en sèrie de Laurent és únic perquè els

coeficients c₂ estan determinats per f. Per tal de veure-ho prenem r entre R2

i R₁ i sigui y la circumferència de centre a i radi r orientada positivament ,

y(t) = a + reit , 0 ≤ t≤ 2π. Utilitzant que la convergència de la sèrie de

Laurent és uniforme a y* = C(a, r) , trobem, per (5.1 ) ,

+∞
1

2πί -

f(z)

(z − a)n+ 1

1

dz =
Σ

Ck

Σπί 1に

-
- a) k—n − ¹ dz =

dz = Cn , nЄZ (5.2)

γk=

- -
perquè (z − a)k-n- 1 té una primitiva holomorfa quan k − n − 1 7 −1 .

-

En termes de la parametrització de 7, la igualtat (5.2) és

2π

[ ƒ(a + reit)r = " e- int dt ,

1

Сп
=

S

nЄ Z, R2 < r < R1 .
2π 0

Aquesta expressió dels coeficients cn també es pot interpretar de la manera

següent: cnr és el coeficient n-èsim de Fourier, el que correspon a eint , en el

desenvolupament en sèrie de Fourier de la funció 2π-periòdica t → ƒ(a + reit) ,

que per (5.1) , és

+∞

f(a + reit) = Σ c₂rneint.

N=1∞
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El teorema següent és el que correspon al teorema 4.8 .

Teorema 5.10. Tota funció holomorfa en una corona s'hi pot desenvolupar

en sèrie de Laurent.

-

-

Demostració. Sigui ƒ € H(C (a , R2 , R₁ ) ) i fixat un punt z Є C (a, R2 , R1 ) ,

triem r2, r₁ tals que R2 < r2 < │z − a❘ < r1 < R₁ i posem 1 (t) = a + r₁eit,

Y2(t) == a + r₂eit , 0 ≤t ≤ 2π. Considerem el domini { z : r2 < | z − a | < r1 }

amb la seva frontera orientada positivament . Recordem (secció 1.6) que això

correspon a recórrer la circumferència exterior y₁ de manera que tingui índex 1

respecte de cada punt del seu interior i que la circumferència 72 s'ha de recórrer

amb índex -1 per als seus punts interiors . Així, la fórmula integral de Cauchy

dóna

f(z)
=

1 1
f(w)

L

f(w)
dw

2πί พ -

Y1 12
Σπί พ

-
En la primera integral , posem w z =

r₁ = |wa| , podem escriure

w

1

-

1

-

Z

dw.

(w − a) — (z − a) ; com que |za| <
-

1

=

Z (w - a) - -
(z − a) -

(w − a) ( 1

z- a

w-a

(za)n

-
(w − a)n+ 1 °

n=0

El desenvolupament és uniformement convergent a yi també ho serà en

multiplicar-lo per f (w) . En la segona integral , en canvi , és │z - a > r2 = |w− a|

i escrivim

w -

1

2

1

:)(v−z)_(v−z)–(v–m)

1

w-a -

z-a

= -

-

n=0

(w - a)n

(z − a)n+ 1

-
(za)n

(w− a)n + 1 ·
N=1∞

Integrant terme a terme aquests desenvolupaments trobem

+∞

-

f(z) = Σ cn(z − a)” ,

N=1∞

on els coeficients cn són donats per

Сп =

1

zri
f(w)(w — a) −n − ¹ dw

2πί
|w- al= r
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amb r = r₁ si n ≥ 0 ir r2 si n < 0. Tot i que, aparentment , aquests

coeficients cn depenen de r₁ i r½ , la unicitat del desenvolupament de ƒ en sèrie

de Laurent fa veure que, de fet , només depenen de ƒ.

=
g(z)

(z—a)k · Lla-•
Exemple 5.11 . Suposem que g és holomorfa a D(a, R) i f(z)

vors ƒ és holomorfa al disc puntejat D' (a , R) . Un disc puntejat és un cas

particular de corona (quan el radi petit és zero) i el desenvolupament de Lau-

rent de ƒ a D' (a, R) s'obté dividint per (z − a) el desenvolupament en sèrie

de potències de g,

—

f(z) =Σ

g(n) (a)

+∞

-

n!
·(z − a)n−k = Σ

g(n+k) (a)

(n + k)!

-
(z − a)n .

n=0 n=-k

ez

Per exemple, el desenvolupament de f (z ) = (z-a)k a C \ {a} és

f(z) = ea
-

ez-a

(z − a)k

·

= ea
(z - a)n - k

n!

n=0

z(x- 1)

=
Exemple 5.12 . Busquem el desenvolupament en sèrie de Laurent de f(z)

1 a totes les corones rellevants : D' (0 , 1 ) , C (0 , 1 , ∞ ) , D′ ( 1 , 1 ) i C ( 1,1 , ∞ ) .

Per al cas de D' (0 , 1 ) dividim per z el desenvolupament de Taylor de (z − 1 ) −1

al voltant del punt 0 :

-

1

z(x - 1 )

-

0

근
조
= -

Σ

0

-
i, anàlogament, a D′ (1 , 1 ) dividim per (z − 1 ) el desenvolupament de Taylor de

z-1 al voltant del punt 1 :

1 1

z −11 − ( 1 − z )
- -

1
-

∞

Σ(1 - 2)" = -Σ(1 - 2)" .

1

z (x - 1)

A C(0, 1 , ∞ ) :

1 1

z(2-1 ) z2 (1
(1

-
Σ

zn

=

-2

zn

-1

A C (1 , 1 , ∞ ):

1 1

z(x - 1 ) (z - 1 ) ² ( 1 + Z-

= - -2

-2

·Σ (−1 )" (≈ − 1 ) −n −² = Σ (−1)” (z −1)” .

n=0 N=1∞
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Fixem-nos que en el teorema 5.10 hem demostrat també que si ƒ és ho-

lomorfa en una corona C(a, R2 , R₁ ) , aleshores ƒ és la suma d'una funció fi

holomorfa al disc D(a, R¹ ) (fi (z) = Σcn(z − a) " ) i d'una funció ƒ2 holomorfa

-

a l'exterior del disc D(a , R2) (f2 (z ) = Σ cn (z − a)n) .

Totes aquestes consideracions s'apliquen en particular si ƒ té una singulari-

tat aïllada en el punt a, és a dir , ƒ € H(De̱ (a)) (D' (a) és la corona C(a, 0, ε)) .

En aquest cas, ƒ té un desenvolupament únic en sèrie de Laurent ,

on

+∞

f(z) = Σcn(z − a)” ,

-

f(z)
=

zzi Sα(or) (z - Qa)n + 1 dz

Сп

1

Σπί

és independent de r , 0 < r < ɛ .

—

Evidentment , la singularitat és evitable quan cn = 0, per a tot n < 0 .

D'altra banda, hem vist , després del teorema 5.5, que ƒ té un pol d'ordre k en a

si i només si es pot escriure com f(z) g(z)=
amb g holomorfa i g (a) ‡ 0 .

Això significa exactament que el desenvolupament de Laurent té un nombre

finit de termes amb exponents negatius i comença amb g(a) (z − a) −k:

(z-a)k

f(z) = g(a)(z − a) −k + g′ (a) (z − a) ¹ − k + …..
- -

-

En conseqüència, la singularitat és essencial si i només si hi ha infinits cn 0

amb n < 0.

-
La part f₁ (z ) = Σo cn (z − a)" s'anomena part regular de ƒ en a. La part

f2 (z) = Σ Cn (z − a)" s'anomena part principal de f en a. Quan a és un pol

de multiplicitat k , la part principal és un polinomi en (z − a) -¹ de grau k .

-

-

Com a aplicació del desenvolupament en sèrie de Laurent obtindrem ara

la descomposició d'una funció racional en suma de fraccions simples i d'un

polinomi. Per fracció simple entenem una funció racional del tipus

C

(z − a)k '
-

a, ce Cike N.

Teorema 5.13 . Sigui R = 2 una funció racional, on suposem que P i Q són

polinomis sense zeros comuns. Llavors R té una expressió única com a suma

de fraccions simples més un polinomi.
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Demostració. Primer, si el grau del polinomi P és més gran que el de Q , dividim

P per Q, P = QC + P1 , de manera que

P

R =

P1

=cC +

Q

on C és un polinomi i ara grau P₁ < grauQ; descomponem, doncs, R1

suma de fraccions simples .

=

용

en

Si a1 , ... , ak són els pols de R, que són els mateixos que els de R₁ i coincidei-

xen amb els zeros de Q , siguin P₁ (

1

z- a1
Pk

( 1 ) les parts principals delsz- ak

desenvolupaments de Laurent de R₁ al voltant d'aquests punts , on P1 ,..., Pk

són determinats polinomis. La funció

k

f(z) = R₁ (2) - Pj

j=1

1

Z -
aj

és una funció entera, és a dir , holomorfa a tot C : si z no és cap dels punts

a1 , ... , ak, f és derivable en z perquè ho són R₁ (z ) i tots els termes Pງ
( -a );

si z és un dels punts a;, ƒ també és derivable en z perquè les funcions P; ( -- )

amb i j ho són i

f

R₁ (z) - Pj

(1 )

és la part regular de R₁ en a, i , per tant, és holomorfa. Ara bé, és clar que

lim → ∞ f(z ) = 0 , i això implica ƒ = 0 , pel teorema de Liouville. La conclusió

és , doncs ,

k

R(z) = C(z) +Σ Pj
+Σ ( 1 )
j=0

-
aj

Z
4

Exemple 5.14 . Busquem la descomposició de R(z) = (z−i)²(z+1)
(≈−i)²(z+i) en fraccions

simples. En la demostració del teorema 5.13 ha quedat clar que Ri R₁ tenen les

mateixes parts principals en els seus pols ; per tant , podem treballar directament

amb R. En el pol i , per tal de trobar la part principal , hem de calcular els dos

primers termes del desenvolupament de Taylor de h(z ) = 2 ;, que són

z
4

z+i ,

h(i) + h'(i)(z − i)
= +

2i (--) (2 − 1).

(z
-

1
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La part principal és , doncs ,

Z

(z− i)2

2i

7

(z – i) ² - (z – i ) -¹ . En el pol –i , d'ordre 1 ,
- -

1

en –i i obtenim la part principal -4(2+i) . Així,

4

tan sols hem d'avaluar (2 )

7 1 1

=
R(z) = C (z) +

-

2i (z — i)2
- 4 z - i 4(z + i)

1 1

-
El polinomi C té grau ≤ 1 perquè , si R = 5 , és grau(C) ≤ grau(P) – grau(Q) .

Per a determinar C, posem C(z ) = az + b , dividim per z i fem | z | → +∞ :

obtenim

R(z)
a = lim = 1 .

Z

Per a determinar b, fem z = 0 i obtenim b = i.

5.3 Residu d'una funció en una singularitat aïllada

5.3.1 El teorema dels residus

Suposem que la funció ƒ té una singularitat aïllada en un punt a Є C, és a dir,

ƒ € H(D' (a)) . D'acord amb el teorema 5.10 , podem escriure

+∞

f(z) = Σcn(z − a)",

-
0 < za < ε

amb

1
f(z)

zzi Sc(ar) (z = a)n+1

Сп
=

Σπί
-

dz, 0 < r < ε.

Aquí ens interessa destacar el coeficient cn amb n = −1 ,

1

C- 1 =

2πί
C(a ,r)

Solar) f (z) dz

(5.3)

pel motiu següent: ƒ té una primitiva holomorfa F a D' (a) si i només si c_1 = 0 .

En efecte , si f = F' , ja sabem que la integral de línia de ƒ al llarg de qualsevol

camí tancat és 0. Recíprocament , si c_1 = 0, llavors no hi ha terme en (z - a) −1

en el desenvolupament de ƒ i tots els altres termes tenen funció primitiva, la

qual per al terme n-èsim és (z − a)n+ ¹ , i la funció
-

n+1

+∞

Сп

(za)n + 1
F(2) = Σ

N=1∞

n#-1

n + 1



5. SINGULARITATS AÏLLADES DE LES FUNCIONS HOLOMORFES 191

és una primitiva de fƒ (és immediat veure que la sèrie de Laurent anterior té el

mateix domini de convergència que la que correspon a ƒ) .

Definició 5.15 . Si ƒ € H(D' (a) ) el coeficient c - 1 del desenvolupament de

Laurent de f al voltant del punt a , donat per (5.3) , s'anomena residu de f

en a i es designa per Res(f, a) .

El residu constitueix , doncs , l'impediment per tal que f tingui primitiva

holomorfa en un disc puntejat D' (a) , ja que aquesta existeix si i només si

C-1 = 0.

Exemple 5.16. Sigui ƒ holomorfa al disc puntejat D' (a) i sigui y un camí

tancat contingut a D' (a) que no passi pel punt a. Llavors hom té

1

[f(z)dzΣπί

f(z) dz = Ind(y , a) · Res(ƒ, a) .

En efecte, només cal integrar al llarg de y el desenvolupament de Laurent de f

al voltant de a i aplicar la definició de residu i (3.4) .

El resultat següent és una generalització del teorema de Cauchy per a fun-

cions amb singularitats aïllades .

Teorema 5.17 (Teorema dels residus) . Sigui U un domini acotat del pla

amb vora regular a trossos orientada positivament. Sigui V un obert amb UC

V, i AC V un subconjunt tancat de V format per punts aïllats (els punts

d'acumulació de A, si n'hi ha, han d'estar a OV) tal que An OU = Ø, i sigui f

una funció holomorfa a l'obert V\ A. Llavors

1

Σπί Lov

f(z) dz =
Σ Res(f, a) .

aЄANU

(5.4)

Observació 5.1 . Les hipòtesis signifiquen que cada punt de A és una singularitat

aïllada de ƒ.

Els dos membres de (5.4) tenen sentit . El de l'esquerra perquè ƒ és contínua

sobre OU, i el de la dreta perquè en el compacte U només hi ha un nombre finit

de punts de A i no n'hi cap a ĈU.

γι

Demostració. Recordem que la frontera de U està formada per corbes tancades

de Jordan 71 , 72 , ... , YN amb 1 orientada positivament i 72 , ... , YN orientades

negativament . Siguin a1 , ...,ak els punts de ANU i al voltant de cada a¿ consi-

derem una petita circumferència C₁ = C (ai , ε ) que no talli ƏU i treiem de U els

discos D¿ = D(a¿, ɛ) (fig . 5.1 ) . El domini Ũ = U \ | _₁ D; té la seva frontera

k

i=1 i
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regular a trossos i , orientada positivament , està formada per 71 , 72 , ... , YN i,

a més, per les circumferències Ci , i = 1 , ... , k orientades negativament , per-

què C1 , ..., Ck són a l'interior de 71 (vegeu la secció 1.6) . Ara la funció ƒ és

holomorfa en un entorn de Ũ i el teorema de Cauchy (teorema 3.24) dóna :

√ f(2) dz = 0 ,
au

és a dir :

k

La f( z) dz +

+

au Ci
i=1
Σ/ f(x) dz = 0.

(5.5)

X

D1

a1

1
2

X

X

D2

a2

U

3

ak

Figura 5.1

Si tenim en compte (5.3) i que C₂ està recorreguda en sentit invers , resulta

1

2πί √ f(z)dz = − Res(f, a₁) ,

-

Ci

que, juntament amb (5.5) , dóna (5.4) .

El teorema de Cauchy és el cas A = Ø del teorema dels residus , i la fórmula

integral de Cauchy també n'és un cas particular . En efecte , només cal prendre
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A = {z } , si z EU, i g (w)

Res(g , z) = f(z ) i resulta

= f(w)

w- z
si ƒ és holomorfa en un entorn de U. Llavors

1

2πί

f(w)

dw = f(z) .

au w - Z

5.3.2 Càlcul de residus

El teorema dels residus té moltes aplicacions , però és clar que aquestes depen-

dran de la possibilitat de calcular el residu d'una funció en un punt singular .

Veiem com es pot fer aquest càlcul en alguns casos particulars .

Suposem primer que ƒ té un pol simple en el punt a i , per tant,

f(z) =
=

C-1

z - a

+ co + c₁ (za) + ·· · ,
-

0 < | z − a < ε .

Aleshores és evident que

Res(f, a) = c- 1 = lim (z - a)f(z) .

h

za

En moltes ocasions tindrem f = 2 , amb g , h holomorfes en un entorn de a i

g(a) 0, h(a) = 0 , h' (a) 0. Llavors hom té

Res(f, a)
=

za

-lim(z − a) 9(z)
g(z)

= lim =
g(a)

h'(a)

eiz

z2+1

h(z) z→a h(z)

z- a

Per exemple, f (z ) = 1 té per residu , en el punt a = i ,

1

Res(f, i)
=

g(i) e

h'(i)

=

2i 2ie

Suposem ara que a és un pol de multiplicitat k > 1 de la funció ƒ, és a dir ,

C-k C-1

f(z) =
= +

•
+

(z - a)k

+ co +
-

(z - a)

" 0 < │z − a❘ < ɛ .

Llavors , Res(f, a) = c_1 és el coeficient de (z - a)k - 1 de la funció f1 (z)

(z − a)kf(z ) i , per tant,
-

C- 1 =

f(k - 1 ) ( a)

(k − 1)!
-

=
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ei
z

Exemple 5.18 . La funció f(z ) = z(22 + 1 )z té un pol doble en a = i . Aquí

i s'obté

f1 (z) = (z - i)²f(z) =

eiz

z(z + i)²

3

Res(f, i) = ƒ{ (i)
=

4e

Exemple 5.19 (Residu de la derivada logarítmica) . Sigui ƒ una funció

meromorfa en un entorn d'un punt a Є C. La funció f'/f, que també és

meromorfa, s'anomena derivada logaritmica de ƒ i volem calcular el seu residu

en el punt a. Hom té, per a un cert enter m,

f(z) = (z − a)mg(z ) ,
-

0 < │z − a < ε
-

amb g holomorfa i g(a) ‡ 0. Si m > 0, ƒ és holomorfa a D' (a , ɛ ) i té un zero

d'ordre m en el punt a. Si m < 0, ƒ té un pol d'ordre m en a. Calculant ,

resulta

f' (z) m g'(z)
=

+

f(z) z - a g(z) '

igualtat que prova que, si m ‡ 0 , f ' /f té un pol simple en el punt a i

Res(f'/f, a)
= m.

Quan la singularitat és essencial , no hi ha una regla senzilla i universal per a

calcular el residu i cada cas ha de ser tractat particularment . Per exemple, si ƒ

és de la forma ƒ(z ) = g on g és una funció entera amb desenvolupament
(≒ )

g(w ) = do + d₁w + ··· + dnwn + ··· = Σdnwn
...

0

i g no és un polinomi, és clar que ƒ té una singularitat essencial en a i que el

seu residu és

Res(f, a) = g' (0) = d₁ .

Així tenim , Res(e¹/% , 0) = 1 , Res (cos 1 , 0) = 0.

D'altra banda , és evident que el residu d'una funció en una singularitat

evitable és zero.

Una situació que es dóna sovint és la següent : si a és un pol d'ordre 1

de f i g és holomorfa en un entorn de a , llavors fg té un pol d'ordre 1 en a

i Res(fg, a) = g (a) Res(ƒ, a) . En efecte: si a = Res(f, a) , és f(z)

amb fi holomorfa i, com que g(z ) = g(a) + (z − a)gı (z ) amb g₁ holomorfa,
-

=

91

α

z- a + f1 (z)

resulta f(z)g(z ) = ag(a) + ag₁ (z) + f1 (z)g ( z ) i , per tant , Res(fg , a) = ag(a) =

Res(f, a)g(a) .

z- a
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5.4 Funcions harmòniques en una corona

En la secció 5.2 hem vist que si ƒ és una funció holomorfa a la corona

C(0, R2, R1) , llavors ƒ és la suma d'una sèrie de Laurent

f(z) = Σcnz",
R2 < 2 < R1.

Què podem dir en el cas que partim d'una funció u que és harmònica en

aquesta corona? Si la funció u (que suposem real) fos la part real d'una funció

holomorfa, és a dir, tingués una funció harmònica conjugada a C(0, R2 , R1) ,

llavors seria, clarament ,

u(z) = ReΣcnzn R₂ < z < R1

per a determinats coeficients cn . Però , tal com sabem, aquesta no és la situació

general . Per tal de veure com podem desenvolupar u, mirem quin és l'impedi-

ment a l'existència de la funció harmònica conjugada de u . Si considerem la

funció ƒ definida per

f(z) = 2

ди ди

az ax

= i.

ди

მყ

que és holomorfa a C (0 , R2 , R1 ) , l'existència d'una funció harmònica conjugada

de u és el mateix que l'existència d'una primitiva de la funció ƒ. Ara ja sabem

que l'impediment a aquest problema és el fet que Res (f, 0) 0. Posem, doncs ,

1

a = Res( f, 0) = 2-i con f(2) dz ,Σπί C(0 , r)

=
α

R2 < r < R1

f(z) – 21 , que és holomorfa a la corona i
-

Σπί κ
i considerem la funció g(z)

compleix

α

Res(g , 0) = Res(f, 0)
dz = 0

-

2πί Z
C(0,r)

1

i té, per tant , una primitiva holomorfa a C (0 , R2 , R₁ ) . És natural pensar, ara,

com hem de modificar la funció harmònica u per tal de passar a g en lloc de f

quan prenguem 2. Només cal considerar la funció harmònica
მ

მ

α

v(z) = u(z) — Log❘z , R2 < z│ < R1

2πί

per arribar a

მა მა

2. =

az

3
1
8 - i

მა
-

= f(z ) –
=

1 α

= g(z ) .
- =

მთ
მყ 2πί χ
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Pel que hem dit , v té una funció harmònica conjugada a la corona; és a dir , hi

ha una sèrie de Laurent Σdnz" convergent a C(0 , R2 , R1 ) de manera que

v(z) = ReΣdnz".

En resum, hem provat el resultat següent :

Teorema 5.20 . Si u és una funció harmònica real a la corona C(0, R2 , R1 ) ,

dzn , convergent a la corona, i una constanthi ha una sèrie de Laurent

real a tals que

u(z) = Re
Σdnzn
dnza+ a Log | z | , R2 < 2 < R1 (5.6)

amb

1 ди

α dz per a qualsevol r : R2 < r < R₁ .
azπί

C(0 ,r)

Com a conseqüència, tenim un anàleg de l'afirmació a) del teorema 5.5 per

a funcions harmòniques .

Corollari 5.21 . Sigui u una funció harmònica al disc puntejat D' (0 , ɛ) .

a) Si limzo zu(z ) = 0, llavors existeix una funció u₁ harmònica al disc D(0, ε)

i una constant a tals que

u(z) = u₁ (z) + a Log | z | , 0 < │z❘ < ɛ. (5.7)

b) Siu està acotada a D' (0 , ɛ ) , llavors l'origen és una singularitat evitable de u,

en el sentit que u es pot estendre a una funció harmònica al disc D(0, ε) .

Demostració. a) La igualtat (5.6) i la hipòtesi de a) impliquen que u és de la

forma

u(z) = Σc₂r||。ino + a Log | z | , 0 < | z | < r si z = re¹® , 0 ≤r < ε

i només cal prendre u₁ (z ) = crn|eino.

b) Si u està acotada , es compleixen les hipòtesis de a) i , per tant , val la

igualtat (5.7) que ara només es pot complir si a = 0 .
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5.5
Funcions holomorfes i funcions singulars a l'infinit

5.5.1 Comportament en el punt de l'infinit

-

En el context del teorema dels residus és convenient de considerar el comporta-

ment d'una funció ƒ(z ) en el punt de l'infinit , és a dir , quan | z│ → +∞ . Igual

que en el cas d'un punt del pla ordinari , aquest comportament pot ser regular o

singular i , en el cas singular, hi pot haver un pol o bé una singularitat essencial .

Recordem que S² o C* indica l'esfera de Riemann , obtinguda afegint a

Cel punt de l'infinit . Els entorns dels punts finits a Є C són els conjunts

que contenen un disc obert centrat en a; els "discos" centrats en ∞ són , per

definició, D(∞ , ε) = {∞ } U D' (∞ , ɛ) , on

i llavors D(∞ , ε)

CD

D' (∞ , € ) = { 2 : [ 2 ] > } - \ D (a )

=

=
Així, podem pensar que la funció distància s'estén a C * amb d(z , ∞)

{z E C* : d(z, ∞ ) < ε } . Amb aquesta topologia, C * és

un espai compacte. Per definició , l'aplicació z → fa correspondre els discos

centrats en zero amb els discos centrats en ∞ .

1

f(z) ;Suposem que la funcióƒ està definida a D' (∞ , ɛ) i que existeix lim₂-

això és equivalent a dir que ƒ està definida a D(∞ , ɛ) i és contínua en el punt

∞ . Direm que ƒ és una funció holomorfa a l'infinit si la funció g (w) = f(1/w)

és holomorfa a l'origen . Si ƒ està definida a D(∞ , ε) , llavors g ho està a D(0, ɛ)

i es compleix

g(w) = g(0) + aw + O( | w | ) , si | w | < ɛ , amb a = g′ (0) .

Això significa , per a la funció ƒ,

1

f(z) = f(∞) + a÷ + O
2

si z > 1/ɛ.

Al valor a = g' (0) també l'anomenarem ƒ' (∞) i , per tant, hom té

=

f'(x) = lim z(f(z) − f(∞)) .
-

Per exemple, f(z) zk és holomorfa en el punt ∞ si k és un enter negatiu ,

amb ƒ(∞ ) = limê→∞ zk = 0 i

f' (x) = lim zzk

1 si k - 1

=

21∞ 0 si k < −1 .
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Si k = 0 és f(x ) = 1 i f' (∞ ) = 0.

Suposem que f, definida a D' (∞ , ε) , és holomorfa en aquest disc puntejat.

Llavors ƒ té un desenvolupament en sèrie de Laurent

+∞

f(z) = Σcnz", ≈ > 1/ε

perquè la funció g (w) = f ( 1/w) és holomorfa a D' (0 , ɛ ) amb desenvolupament

+∞ +∞

g(w) = [ cnw

・n
= Σc_nwn, 0 < w < ε.

0

La part principal del desenvolupament de ƒ al voltant del punt ∞ és Σenz",

que és la part que fa que lim →∞ f (z ) no existeixi . Direm que ƒ té un pol

d'ordre n a l'infinit si aquesta part principal és finita o , equivalentment ,

f (z ) ~ cnzn quan z

(això equival al fet que g(w) ~ Cnu - n quan
←

0) . Si la part principal

és infinita direm que ƒ té una singularitat essencial a l'infinit; en aquest cas,

d'acord amb el teorema 5.6 , per a tot ɛ > 0 , ƒ (D′ (∞ , ɛ ) ) = g (D′ (0 , ɛ ) ) és dens

a C, és a dir, f(z) té un comportament caòtic quan z → ∞.

P

Exemple 5.22. Tot polinomi de grau n té un pol d'ordre n en el punt ∞ .

Una funció racional R = té un pol en el punt ∞ si grau(P) > grau(Q) , i és

una funció holomorfa en el punt ∞ si grau(P) ≤ grau(Q) . Una funció entera

que no sigui un polinomi té una singularitat essencial a l'infinit .

En el comentari posterior al teorema fonamental de l'àlgebra, havíem ob-

servat que si ƒ és entera i ƒ (z) → ∞ quan z → ∞ , llavors ƒ té almenys un zero

a C. Ara veiem que, en aquestes condicions , ƒ és un polinomi i , per tant , estem

de fet en les mateixes hipòtesis del teorema 4.42 (vegeu també l'exercici 11 del

capítol 4) .

5.5.2 Residu d'una funció en el punt de l'infinit

El teorema dels residus es pot estendre al cas que ƒ tingui també una singula-

ritat a l'infinit . Aquí ens limitarem a considerar la igualtat

1

2πί √ ƒ(2) dz = Ind(y , a) ⋅ Res(f, a) ,
γ
f

(5.8)
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on y és un camí tancat que no passa pel punt a. Quan a € C , hem provat (5.8)

en l'exemple 5.16 . Ara volem considerar el cas a = ∞ i per a això cal definir

adequadament el residu d'una funció a l'infinit . Suposem, doncs , que ƒ és

holomorfa en un disc puntejat , D' (∞ , ɛ) = { z : | z | > 1 /ɛ } . Com que hem

d'integrar la forma diferencial f(z ) dz , mirem com afecta aquesta forma el

canvi de variable w = 1/z . Hom té

f(z) dz = f(1/w) d(1/w)
= -

1

w2
f

พ

Per tant, és natural definir Res(fƒ, ∞ ) com el residu de

Res(f, ∞) Res
=

1

—

(-—-—S(1), 0).w2

En termes del desenvolupament de Laurent , si

+∞

f(z) = Σcnz”,

dw.

f ( ) en el zero,

│≈ > 1 /ε ,

és

1

w2
f

( )

+∞

=

------

-n-2

El terme en wi
-1

Спи

correspon an = - 1, i resulta

Res (f, ∞) = Res

(- 1/2 (~1) , 0) =
w2 พ

= −C− 1 ·

=

Observem que ara pot ser que l'infinit sigui una singularitat evitable de f

(f holomorfa en el punt ∞ ) però, en canvi, Res(f, ∞ ) 0 (per exemple f(z )

1/z) .

Si és un camí tancat contingut a la corona { z : |z | > 1/ε } , com que el

desenvolupament de Laurent és uniformement convergent a y* , tindrem

1
+∞

1

Σπί [ ƒ(2 ) dz = 2; [ cn [ 2"Σπί

Сп z" dz = c_1 Ind(7 , 0) = — Res (f, ∞ ) Ind(7 , 0) .
-

En particular , si C és una circumferència centrada a l'origen de radi més gran

que 1/ɛ, resulta

1

27; √√f(x) dz =

- Res(f, ∞ ).
Σπί C

Igual que en el cas de singularitats aïllades finites , el residu és l'impediment

per tal que ƒ tingui una primitiva holomorfa a D' (∞ , ɛ) .



200 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

Exemple 5.23 . La funció ƒ(z) = e¹/% és holomorfa en el punt ∞ i Res (ƒ, ∞ ) =

−1. La funció g(z ) = 2 +z té un pol simple en el punt ∞ i Res(g , ∞ ) = 0. Per

tant, si C és una circumferència al voltant de l'origen , recorreguda en sentit

= 0.
1/2

directe, és fe¹/ dz = −1 , fc(1/2² + z) dz

Si U és un obert de C* , una funció meromorfa a U es defineix igual que

per als oberts de C : ƒ és meromorfa a U si hi ha un conjunt ACU, discret i

tancat a U, de manera que ƒ és holomorfa a U\ A if té un pol en cada punt

de A.

Proposició 5.24. Suposem que f és una funció meromorfa a tota l'esfera de

Riemann. Llavors f és una funció racional i si A és el conjunt format pels pols

de f i el punt de l'infinit, llavors A és finit i

ΣRes(f, a) = 0.

aЄA

Demostració. El conjunt A és finit perquè no té punts d'acumulació en el com-

pacte C * . Si a1 , ... , am són els punts de A i P1 , ..., Pm són les parts principals

respectives de f (P; és un polinomi en si aż Ci un polinomi en z

si ai = ∞ ) , llavors la funció

m

1

z- ai

f - ΣPi

i=1

és holomorfa a tot C* i per tant , entera i acotada i ha de ser constant. Així, ƒ

és una funció racional . Sigui ara C una circumferència que contingui en el seu

interior tots els punts finits de A; pel teorema dels residus , és

1

2πί C√ f(z) dz

=
Res(f, a) .

aЄA

a finit

Però el terme de l'esquerra també val - Res (ƒ, ∞ ) i això dóna el resultat

volgut .

Observem que el punt de l'infinit s'ha de considerar en el conjunt A tant si

és un pol de ƒ com si no ho és.

5.6 El principi de l'argument

En aquesta secció aplicarem el teorema dels residus a comptar els zeros i els pols

de les funcions meromorfes. Donarem una versió general de l'anomenat principi

de l'argument de la qual en deduirem els casos particulars de més interès .
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Teorema 5.25. Sigui U un domini acotat del pla amb vora regular a trossos,

orientada positivament. Sigui V un obert ambU CV, f unafunció meromorfa

aVih una funció holomorfa a V. Anomenem {a } els zeros de f a V i sigui

nj la multiplicitat de a;, i anomenem {b; } els pols de f a V i sigui m; la

multiplicitat de bj . Suposem que no hi ha cap zero ni cap pol de f a sobre de

OU. Aleshores

1

2πί

١
٥
٥au

f' (z)

h(z) dz = Σ h(a;)n; - Σ h(b;)m;.

f(z)
ajEU bjЄU

(5.9)

Demostració. Recordem de l'exemple 5.19 que la funció f' /f, anomenada de-

rivada logarítmica de ƒ, és una funció meromorfa a V que té un pol simple a

cada zero i a cada pol de f. Més concretament , si

f(z) = (z − a)³g(z) ,
-

g(a) 0,
-

0 < │z − a❘ < ɛ ,

llavors

f' (z)

f(z)

Ρ g'(z)
=

+

Z-a
g(z)

Si ara multipliquem aquesta igualtat per la funció holomorfa h(z ) , resulta

Per tant,

h(z)f' (z)

f(z)

=
h(a)p

z - a
+ h₁ (z) , amb h₁ holomorfa a D'e (a) .

Res
aj :

(h—,, a,) = h(a,)n;,

Resh

(n , b;)
', b;) = −h(b;)m;

i la igualtat (5.9) és conseqüència del teorema dels residus .

Si prenem com a funció h la funció constant igual a 1 , obtenim:

Corollari 5.26. Sigui U un domini acotat amb vora regular a trossos, orien-

tada positivament i f una funció meromorfa en un entorn de U que no tingui

ni zeros ni pols a sobre de OU. Indiquem per N el nombre total de zeros de f

a Ui per P el nombre total de pols a U (comptant-hi multiplicitats) i posem

r = f(ƏU) . Aleshores

1
f' (z) dz = N – P.

Ind(1 , 0) = 2-i ou (2)

2πί au
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-

Demostració. La igualtat entre la integral de la derivada logarítmica de ƒ i el

número enter N − P és (5.9) per a h = 1. Recordem ara que OU està formada

per la unió d'un nombre finit de corbes de Jordan tancades: 71 , 72 , ... , YN . Per

tant, r = f(OU) és la unió de fo71 , foY2 , ..., foYN i

Ind(T, 0)
=

1

2πί

ας =

N

1 dC

Σπί

j=1
forj

Si ara apliquem a cada integral el canvi de variable ( = ƒ (z ) , resulta

1
N

1
f' (z)

Ind(T , 0) =
dz =

Yj
Σπί f(z) Σπί

Lov

f' (z)
dz .

f(z)
j=

En particular , si T = ƒ (ƏU) no fa cap volta entorn de zero , ƒ té el mateix

nombre de zeros que de pols dins de U, comptant-hi multiplicitats .

Teorema 5.27 (Principi de l'argument) . Sigui U un domini acotat amb

vora regular a trossos, orientada positivament, i f una funció holomorfa en un

entorn de U. Aleshores, si w г = ƒ (ƏU) , hom té

Ind(T, w) = N(w),

= w dins de U, comptant-on N(w) indica el nombre d'arrels de l'equació f(z ) = w dins de U,

hi multiplicitats.

Demostració. Apliquem el corollari 5.26 a f(z ) - w i trobem

1

2πί au
zzi lov ƒ(2)- w

f' (z)

dz = N(w) .
-

La descomposició de OU en corbes de Jordan i el canvi de variable ( = f(z) ,

que hem fet a la prova del corollari 5.26 , donen ara

1
f' (z)

i au f(z) – w

dz =
Ind(г, w) .

2πί

Aquest teorema té diversos corollaris interessants . El primer diu que la

imatge per ƒ de OU determina completament la imatge de U.

Corol·lari 5.28 . Amb les mateixes hipòtesis que en el teorema 5.27, ƒ(U)

s'obté de г = ƒ(IU) afegint-hi les components connexes acotades de C \ г amb

índex no nul respecte de г.
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Demostració. Pel principi de l'argument, els punts w I que hi ha en la

imatge f(U) són exactament els que tenen índex més gran o igual que 1 respecte

de T, és a dir ,

(C \ F) ^ ƒ(U) = || Ci,

i

on C; són les components acotades de C \ I amb índex no nul respecte de г.

D'aquí resulta f(U) = TUU, C. Notem que no podem pas assegurar que

f(U) = U; Ci perquè pot ser que ƒ (U) talli г, és a dir, que a € U i b Є Əʊ

tinguin la mateixa imatge.

Teorema 5.29. Amb les mateixes hipòtesis que en el teorema 5.27, sigui V un

domini simplement connex tal que V > T = ƒ(ƏU) . Llavors també V ◇ ƒ(T) .

=Demostració. Només cal veure que si w V és Ind(T , w) 0. Si OU =

YU...U amb ; corba tancada de Jordan , posem ; = ƒ o ;; Y; és unaYj ~;

corba tancada de V i només cal veure que Ind (~;, w) = 0 , j = 1 , ..., N. En

efecte, C * \ V és un conjunt connex contingut en la component connexa no

acotada de C* \ ~; i , per tant , Ind (~;, w) = 0 si w ‡ V.

Observem que aquest teorema implica el principi del màxim prenent com

a V un disc centrat a l'origen que contingui f(ƏU) .

Exemple 5.30 . Si ƒ és holomorfa en un entorn de Ū i ƒ(ƏU) és dins d'una

(Reƒ(z))² (Im f(z))²

el·lipse , ≤ 1 , ≈ € ŊU , llavors ƒ (U) és dins de la mateixa

el·lipse.

a2
+

b2

Com a conseqüència del principi de l'argument , s'obté el resultat següent ,

que serveix per a comparar entre si el nombre de zeros d'algunes funcions .

Teorema 5.31 (Rouché) . Sigui U un domini acotat amb vora regular a tros-

sos i siguin f, g dues funcions holomorfes en un entorn de U de manera que

|f(z) − g(z) | < |f(z ) | si z Є ƏU. Llavors f i g tenen el mateix nombre de zeros

dins de U (comptant-hi multiplicitats) .

Demostració. Observem que les hipòtesis impliquen f (z ) 0 i g (z) ‡ 0 si z €

g(z)

ƏU. La funció F(z) = (2) és una funció meromorfa en un entorn de U.
f(z)

Orientem positivament la frontera de U i sigui Ã = F(ƏU) .

Si z Є ƏU, hom té 1 – 9
- g(z)

f(z)

=
|1 − F(z) | < 1 i , per tant, г C D(1,1) .

El raonament que acabem de fer en la prova del teorema 5.29 demostra que

Ind(г , 0) 0. Si apliquem ara el corollari 5.26 a la funció F, resulta N = P,

=

és a dir, F té a U el mateix nombre de zeros que de pols ; ara bé, els zeros de F
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són els zeros de g i els pols de F són els zeros de ƒ, i això prova l'afirmació de

l'enunciat .

També es pot donar una versió del teorema de Rouché per al cas que ƒ i

g siguin holomorfes en un entorn d'un compacte qualsevol (vegeu l'exercici 13

del capítol 6) .

-
Exemples 5.32 . a) Prenem f (z ) = 2z5 + 8z − 1 i g(z) = 2z5 (que és el terme

de f(z) que domina, per a z❘ gran) . Si U = D(0 , 2) , per a | z❘ = 2 tenim| z |

|f ( z) − g(z) | = | 8z − 1 ≤ 8 | z❘ + 1 ≤ 17 < 26 = |g (z ) | .
- -

Així, ƒ té el mateix nombre de zeros que g a D(0,2) , és a dir , cinc . Si ara

prenem g(z ) = 8z − 1 i U = D(0 , 1 ) per a | z | = 1 , es compleix
-

-
|f(z) − g (z ) | = | 2z5 | = 2 < 7 ≤ 8 | z | − 1 ≤ | 8z − 1 | = | g (z) | .

-

Així, ƒ té el mateix nombre de zeros que g a D(0, 1) , és a dir , un. Aquest zero ,

a més, és real i positiu d'acord amb el teorema de Bolzano, ja que ƒ(0) = −1 i

ƒ(1) = 9.

=b) Considerem el polinomi P(z) z³ - 2x² + 4 i comptem quants zeros

té en el primer quadrant . Si R és prou gran aquests zeros (tres com a molt)

són dins del domini U = { z = reit : 0 ≤ r ≤ R , 0 ≤ t ≤ 1 } . Per tal d'aplicar el

principi de l'argument ens cal estudiar què fa el camí г = Poy amb y = ƏU.

Quan z = x varia de 0 a R, P(x) és un nombre real positiu. Quan z =

0 ≤t≤ , resulta

Reit ,

P(Reit) = R³ ³itR33it 1

(1 -12/1

4

+

Reit R3eit ) = R³ ³it
( 1 +0 (+1)).R

-

R

4

gran

Зп

=

que expressa que el terme z³ és el que domina, si R → ∞ . Si R és

P(Reit) té , per tant , un argument que es mou aproximadament entre 0 i ³T

fins arribar a P(¿R) = −iR³ +2R² +4, i escrivint P(¿R) = R³ (−i + 2/2 + 1/3)

R³ (−i + (†) ) veiem que P(¿R) té argument 3+ ( ) . Finalment, quan z

varia de iR a 0 segons l'eix imaginari, P(iy) = −iy³ + 4 + 2y² està sempre en

el quart quadrant i acaba en P(0) . Conclusió: I fa una volta entorn del zero

i P té un zero en el primer quadrant (fig. 5.2) .

-
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iR

D

γ

R

P

T = Poy

4

Figura 5.2

5.7 Dependència del conjunt de solucions d'una equació

respecte de paràmetres

Sigui U un domini del pla , acotat i amb vora regular a trossos orientada po-

sitivament . Suposem que la funció ƒ , holomorfa en un entorn V de U, no és

idènticament igual a una constant . Si w C , el conjunt f- 1{w} està format

per punts aïllats de V i , per tant , el conjunt

és finit .

F(w) = ƒ¨¹{w} ū (5.10)

Si w T = f(OU) , el conjunt F(w) està contingut a U i , pel principi de

l'argument , té un nombre d'elements igual a N(w) = Ind (T , w) (f− ¹ {w} pot

tenir també punts de OU) . La funció N(w) és constant a cada component

de Cг.

Observem que el teorema 4.32 implica que si ƒ Є H(V) i wọ Є C té un nom-

bre finit , m , d'antiimatges per ƒ a V, aleshores hi ha un ɛ > 0 tal que tot punt

w Є D(wo , ɛ) té almenys m antiimatges (sempre comptant-hi multiplicitats) .

Amb la notació d'ara , això significa que N(w) > N(wo ) si w és proper a wo.

Amb el principi de l'argument hem pogut veure també que N(w) és localment

constant.

El que volem provar ara és que el conjunt F(w ) depèn contínuament de w .

Per a expressar que dos conjunts E, F són propers utilitzarem la distància de

Hausdorff, dн , entre E i F, definida per

dн(E, F) = max d(z , F) + max d(z , E) .
ΖΕΕ zЄF
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Així, E = F implica dH(E, F) = 0 , i el recíproc és cert si E, F són tancats .

Teorema 5.33. Sigui U un domini acotat amb vora regular a trossos, orientada

positivament. Si V és un entorn obert de U i ƒ € H(V) no és constant,

llavors la funció w → F(w) definida per (5.10) és contínua, és a dir, si wo ‡

f(OU) i ɛ > 0, hi ha un 8 > 0 tal que | w - wo ] < 8 , w ¢ г, implica

dн(F(w) , F(wo ) ) < ɛ .

Г =

Demostració. Posem N(wo)

k1 , ... , km ) les arrels de f(z)

-

=
Ni siguin a1 , ..., am (amb multiplicitats

m

= wo a U, kj = N. Pel teorema 4.32 sa-

j=1

j

= w en un entorn

bem que ƒ és k; a 1 en un entorn de aj , és a dir , hi ha 8; > 0 tal que sif

| w – wo | < 8;, aleshores hi ha k; arrels diferents de f(z )

de aj. Prenent 8 = min 8;, veiem que tot punt w tal que ❘w - wo | < 8 té almenys

N antiimatges (k₁ en un entorn de a₁ , k2 en un entorn de a2 , ..., km en un

entorn de am ) . Però , fent 8 més petit , si cal , per tal que D(w。 , d) C C \ ƒ(0U)

sabem que cada punt w Є D(wo , d) té N antiimatges , és a dir , F(w) consta

exactament de les arrels que apareixen al voltant de cada aj. Com que aquestes

arrels es col·lapsen en el punt a; quan w → wo (també pel teorema 4.32) , es

dedueix que dH(F(w) , F(wo )) O quan w → wo⋅

...

-

Amb un mètode semblant demostrarem ara que les arrels d'un polinomi

P(z) = Co + C1% + C2z² + ··· + Cnz" depenen contínuament dels coeficients

co , C1 , ... , Cn E C. S'ha d'anar amb compte amb aquests tipus d'enunciats ,

perquè es tracta del conjunt dels zeros i no d'una arrel concreta determinada

amb algun criteri addicional . Per a polinomis de grau 1 i 2 tenim fórmules

explícites

Co

Co + C12 = 0, C170 z=

C1

co + C₁z + C2z² = 0, c2 0

—C1 + (c² - 4c0c2)
= Z

2c2

que proven la dependència contínua , respecte dels coeficients , del conjunt de les

arrels . Ara bé, la teoria de Galois ens ensenya que no és possible, en general ,

escriure una fórmula per a les arrels d'un polinomi en termes dels coeficients .

Malgrat això, veurem que el conjunt

Z(P) = Z(co , C1 , ... , Cn ) = { z : P(z) = 0}

depèn contínuament de {co , C1 , ... , Cn } en el sentit de la distància de Hausdorff.
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Teorema 5.34. La funció { co , C1 , ... , Cn }

...

Z(P) és contínua. És a dir,

si P(z) = co + C12 + + cnzn, donat ɛ > 0 hi ha un S

que si dici < 8, i = 0,..., n i Q (z) = do + d₁z +

dн(Z(Q) , Z(P)) < ɛ .

...

=
8(ɛ, P) > 0 tal

+ dnzn, aleshores

Demostració. Aquí ja sabem que Z(P) , Z(Q) consten tots dos de n punts

(comptant-hi multiplicitats) ; siguin a1 , ... , am els zeros de P, k₁ ,……., km les

seves multiplicitats , k₁ + ··· + kmkı = n . Sigui ɛ > 0 tal que els discos D(a¿ , ɛ)

siguin disjunts i m = min¿=1 ,...,m min{ |P(z ) | : | ≈ − a¿ | = ε } ; sigui 8 > 0 tal que

...

8(1 + z +
·
+ zn) < m

...

si zai = ε per a algun i (per exemple, si a = max | a;, és suficient imposar

8(1+ (a + ε) + ··· + (a + ε ) n ) < m) . Llavors , si | di − c¿ | < 8 , i = 0 , ... , n , pel

teorema de Rouché, Q té k; zeros a D(a;, ɛ) ; per tant , Z(Q) CU₁ D(ai , ɛ) i

dн(Z(Q) , Z(P)) < ɛ.

En particular , qualsevol funció ben definida i contínua del conjunt de ze-

ros és una funció contínua dels coeficients . Per exemple, ho són les funcions

min{ | z | : z Є Z(P)} o max{ | z | : z € Z(P)} .

Si g és una funció entera , sabem pel teorema 5.25 que

=

m

Σ g(a): Σkig(ai)

=

aЄZ(P)
i=1

1
P'(z)

2xi √c(0.1) 9(2) P(2)Σπί
C(0 ,R)

dz,

per a R prou gran, suposant que a1 , ... , am són els zeros de P, amb multiplici-

tats k1 , ... , km. Així Σ g(a) és una funció contínua dels zeros i , per tant,

aЄZ(P)

de P. La continuïtat de Σ g(a) respecte de P, en aquest cas, és també

zЄZ(P)

conseqüència de la fórmula anterior . Observem que posant

n

P(z) = co + C1 % + ···
...

+ cnzn = cn II (≈ − αj),Π

-
(z

j=1

on ara a1 , a2 , ... , an són el zeros de P comptant-hi multiplicitats i igualant
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coeficients hom té

n m

IICo = cn (−1)" ]] αj = Cn (−1)" ]] aki = (−1) ”Înco

n

C1 = Cn

j=1

aj

i=1

m

II

aЄZ(P)

Σ(-1)" - Παι = (-1)" - Σkia* * -Πα

j=1 l#j

Сп

i=1 l#i

ki

α

n

Cn- 1 = -cnΣαj ,
Сп

j=1

fórmules que fan veure que les anomenades funcions simètriques dels zeros de P

depenen contínuament dels coeficients de P.

5.8
Càlcul d'integrals reals

Una de les aplicacions típiques i també de les més importants del teorema dels

residus és el càlcul d'algunes integrals de funcions definides a la recta. No hi

ha un mètode únic per tractar aquestes integrals, i la millor manera de veure

les possibilitats que ofereix el càlcul de residus és a través de la consideració de

diversos tipus d'exemples.

A) Considerem, en primer lloc , una integral de la forma

I =

2π

[**R(cos 0 , sin 0) de

=

R(x, y) =
= P(x,y)

Q (x, y)

1. El valor de I

on R és una funció racional de dues variables reals x, y, és a dir ,

amb P i Q polinomis, que és contínua en el cercle x² + y²

representa 2π vegades el valor mitjà de R en el cercle unitat. Si posem z =

tenim

1

= eio."

cos =
Ž(eio + e¯io)

1 1

= 2+

2

1

sin 0 =
Zi (eio - e-io)

1

= -

2i

1

-

Z

i dz = ieio do. Per tant,

1

I 2+

2
T1 = { // R ( (~ + 1) ( − 1 )) =

"

1 dz

Z - -

2i Z
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Pel teorema del residus , s'obté

I=

a).

1-2 Res ( RG (2 + ) + ( - 1 )) --)
(訳 ( (

|a|<1

Exemple 5.35 .

I =

En aquest cas,

I =

2π do

[ a + cos0

9

2i

a > 1 .

1 dz

Z

=

2

2- / +1 +1) -V2Ta Z 22

dz

+ 2az + 1

-
Els zeros de z² + 2az + 1 són −a±√a² – 1 , dels quals només −a + √a² – 1

pertany a D. Obtenim, per tant ,

-

1 2π

I= 4π Res -a + Va²

z² + 2az +1

√a² –1
=

√a² - 1

B) Ara considerem integrals de la forma

+∞

I =

=[*° f(x) dx,

on fƒ és una funció meromorfa en un entorn del semiplà { z : Imz ≥ 0} , amb

un nombre finit de pols a { z : Im z ≥ 0 } , cap dels quals és real , i tal que

quan z → ∞ , és a dir , lim
|f(z) | = 0 ( 1321 )

-
→∞ | ≈ || f (z ) | = 0 , (Im z > 0) .

Considerem el camí y format pel segment que va de -r a r, r > 0 , seguit de

la mitja circumferència C, reit , 0 ≤t≤π. Suposem que r és prou gran per

tal que , contingui en el seu interior tots els pols de ƒ situats a { z : Imz > 0}

(fig. 5.3) .

Pel teorema dels residus , hom té

["_ f(x) dx + [_f(z) dz = 2xi Σ Res(f(z) , a) .T Cr

dz│|

Im a>0

Ara bé, la quantitat Sc, f(z) dz ≤ Sc , | f(z)||dz | ≤ πr sup| z|=r |f (2 ) | ten-

deix a zero quan r → +∞ , per les hipòtesis sobre ƒ, i trobem que existeix

lim,→∞ √ , f(x) dx i que
val

lim

[__-r

f(x) ddx = 2πi Res(f(z), α) .

Im a>0
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-r

X

X

X

X

Cr

r

Figura 5.3

Típicament, | f ( z ) | té una cota , quan | z❘ → ∞ , que implica tant | f(z) | = o

com la convergència absoluta de la integral I. Aquest és el cas, per exemple,

si ƒ és una funció racional, R = ½24 sense pols reals amb grauQ > grauP + 2,

perquè aleshores | R(z ) | = o ( | z | −² ) .

P

Exemple 5.36 .

dx

I = =

(1 + x2)2

La funció racional R(z)
=

1 •+∞
dx

2 (1 + x2 ) 2 °∞

(1 + z2)-2 té pols dobles en z

considerar z = i punt en el qual el residu val

Res(R(z ) , i) = Res

1

1

(

1 d 1

=

―
- i) ² ( z + i ) ² :

Per tant , I = 1.2πi · — = .

Exemple 5.37.

I

4i

+

=
·

eix

dx = 2πi Res

81 (1 + x2)2

d eiz

= 2πi-

dz (z + i)²

ti . Només cal

dz (z + i)2 z=i

=

1

4i

eiz

eiz

=

(1 +2²) 2 , i) =

e

2=2

-i Im z

= 2πί

i π

=

2e e

(la funció ƒ(z ) = (1+22)2 compleix | f ( z ) | = 11+221224, siz és gran) .

Prenent parts reals , resulta

| 1+z2 | 2

ReI =

81
In

•+∞
COS X

(1 + x²)2

dx =

П

-

e
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Considerem ara la funció f(z) = Log(z + ia)R(z) , on R és una funció

racional com abans (R = P/Q sense pols reals i grauP ≥ grauP + 2) , a > 0

i Log designa la determinació principal . Com que | Log (z + ia) | ² = (Log |z +

ia|) ² + (Arg(z + ia) ) ² , continua essent cert que

i, per tant ,

lim |||f(z ) = 0∞7121

•+∞

dx

[ f(x)dr = [ ** Log(x+ ia)R(x) dr = 2xi Σ Res(f(z ) , a).

Exemple 5.38.

I =

•+∞ Log(x + ia)

( 1 + x²)

Im a>0

dx = 2πi Res
Log(z + ia)

1 + z2 i)

=

Log(z + ia)
= 2πi = 2πί

z + i

Log[ (1 + a) i]

2i

=

z=i

= π (Log( 1 + a) + i Arg[ ( 1 + a) i] ) = π (Log(1 + a) + i

Igualant parts reals i parts imaginàries , resulta

- a) + i ) ·

r+∞ Log(x² + a²)

1 + x2

dx = 2π Log(1 + a) ,

+∞ Arg(x + ia)

dx = •

1 + x2 2

Com que Arg(x + ia) + Arg ( −x + ia) = π , si x > 0 , la darrera igualtat equival a

∞
dx

1 + x²

=
П

2

C) En tots els exemples del tipus B) , la hipòtesi de decreixement que hem fet

sobre la funció ƒ, lim| 2 | →∞ | ≈ | | f ( z ) | = 0 , implica que les integrals considerades

són absolutament convergents , és a dir, ≈ \ f(x) | dx < +∞ , fet que implica

l'existència del límit següent:

b

•+∞

+∞

lim

[*° f(x)dx = [** f(x).∞++9
∞118

a

Ara bé, hi ha integrals que són convergents sense ser absolutament convergents .

Per exemple, si g (x) és real i decreixent per a x > 0 i limx-→+∞ g(x) = 0 , la



212 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

integral

I =

1° 9(x)eiz da

és convergent. En efecte , integrant per parts (suposem g derivable) , la integral

parcial

روا

ix
b

b

ieix

[ ietsg'(x) dx

=

" g (x) e² = dx = -iget = "" + [" i
g(x)eix

a

= i (g(a)eia − g(b)eib) + i
-

b

i

a

b

g' (x)eix dx

té mòdul més petit o igual que g(a) + g(b) + So \g′ (x) | dx

∞

a
= -

g(a) + g(b) —

So g' (x) dx = 2g(a) i , pel criteri de Cauchy, g(x)eix és convergent (aquest

fet és anàleg al de la convergència de sèries alternades Σ(-1)^an amb an \ 0) .

Així doncs , les integrals sin da, ∞10cos dx són convergents , però no és
x

difícil veure que aquestes integrals no són absolutament convergents .

Per a integrals esteses sobre tot R, hi ha encara un tercer concepte de

convergència, més general, que és l'existència del valor principal de Cauchy,

definit per

lim

r→ +∞[ f(x)

dx = v.p.
5. f(x)dr.

És clar que per a una integral , ƒ‰ ƒ(x) dã , valen les implicacions següents

absolutament convergent convergent ⇒ existeix v.p.

En aquest apartat veurem que el teorema dels residus permet provar

l'existència i calcular el valor principal de Cauchy d'algunes integrals , no ne-

cessàriament absolutament convergents .

Proposició 5.39 . Suposem que g és meromorfa en un entorn de {z : Im z > 0} ,

amb un nombre finit de pols a { z : Im > 0} , cap dels quals no és real, i que

lim |2 | →∞ ƒ(z) = 0. Llavors v.p. f(x)eix dx existeix i val

v.p.

[°
f(x)eix dx = 2πi Res(f(z)e¹z , a) ,

α

on la suma està estesa als pols de g situats a {z : Imz > 0} .
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Demostració. Considerant el mateix camí y que a l'apartat B) , tan sols cal

veure que la contribució de la mitja circumferència C, tendeix a zero, quan

r→ ∞. Ara bé,

\√g_f(z)e¹z dz\ = \/"

<

π

f(reiº)eireiº ¿reio dode≤

[ " \ f (re¹®) [e¬rain®, de ≤ (max 1ƒ (2 ) 1) ["

ƒ½

<

Però la darrera integral val 2 e-rsiner de i utilitzant que

si 0 < 0 < π/2, resulta que està acotada per 2 ƒ³ e- rºr do ≤

= π.

Exemple 5.40 .

π

-r sin 0
e 10r do.

2

π < sinº ≤ 1 ,

2 fo° e-²rer de
е

Ꮎ

I =

x sin x

1 + x2

dx.

Veurem que existeix el valor principal

lim

S

x sin x

dx =

1 + x2
0

∞18

Z

1

- lim

2 r→∞L

xsin x 1

dx =

1 + x2

Im lim

2
-r

xeix

1 + x2

dx.

2

En efecte, aquí ƒ(z) = 122 té un pol en el punt z = i amb residu zi

x

1+z2

resulta lim,→∞√ sin² dx = ½ Im πi =πί 플 .
1+x2

=

z=i

1
1
2 i

D) La noció de valor principal
d'una integral

es pot formular
també per a les

anomenades
integrals

impròpies
de segona

espècie
(és a dir, quan l'integrand

ƒ

es fa infinit en un punt finit ) . Suposem
, per exemple

, que ƒ és una funció

contínua
a l'interval

(a - R, a + R) , R > 0 , llevat del punt a i ƒ no és acotada

a (a − R, a + R) . El valor principal
de fa f(x) dæ és , per definició

,

-

lim

a+R

-R

{C+C}

a+R

-R

f(x)dx.

La integral (impròpia) a f(x) dx es diu que és convergent si ho són

Sa-Ri fa+R, és a dir, si existeixen per separat els dos límits lim¿–→0

E

i limε→0 Ja+ε

Sa+R |f(x) | dx < +∞ . Igual que abans
, absolutament

convergent
⇒ conver-

gent existència
de v.p.

Sa+R Finalment , es diu que és absolutamen
t

convergent si

a-
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Suposem ara que la funció ƒ dels apartats B) o C) , meromorfa en un entorn

de { z : Imz > 0 } , tingui un nombre finit de pols simples reals : a1 , ... , ɑm € R.

En aquest cas, la integral f(x) da no pot ser absolutament convergent

perquè a prop de cada punt a;, és | ƒ(x) | ~ c; | x − a; | -¹ amb c; constant , i

pajta

απα

-1

|f(x) | dx = +∞ , si a > 0.

Ara bé , si el pol aj és d'ordre 1 , sí que existeix v.p. fajta f(x) dx perquè

f(x) = x² , +0(1 ) i , trivialment , {
x-aj

raj-

aj -α

una funció senar respecte del punt aj .

∞

+
dx

-

Saita} = 0 en ser (x − aj) −1
Sx- aj

Per tal de calcular v.p. f f(x) dx , modifiquem el circuit yr , que hem fet

servir a B) i C) de manera que recorri , en sentit negatiu, els semicercles centrats

en a; de radi ɛ > O que van de a; - ɛ a aj + ɛ , per a j = 1 , ... , m (fig. 5.4) . Si

Y; (E) són aquests semicercles , llavors hom té

aj

X X

X

x

Cr

Y1 (E) Y2(E)

-r a1 a2

73(ε)

Figura 5.4

аз r

√nce)
Yj (E)

f(2) dz = √ (e) z

Cj

√, (e ) z 9a, dz + √ 0 ( 1) dz-
aj Yj(E)

i

lim03

Yj(E)
Loco f(x) dz

f(z) dz = lim0←3

Yj (ε)
Juice)z=aj

Cj
dz =

-

lim=
-Cj 03

π
εieio do

ερίθ

=
—ίπε; = -inRes(f, aj) .

Suposant que a1 < ... < am , que r és prou gran i ɛ prou petit i tenint

en compte que ſe, ƒ( z) dz → 0, r → +∞ (perquè suposem | ƒ (z) | = 0 ( † ) ,
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o bé lim| 2 | →∞ ƒ(z ) = 0 i considerem l'integrand f(x) eix ) resulta en aplicar el

teorema dels residus:

[°

dx

1.p. f(x) dr =_lim
∞

•r

୮{C +C+[-r

+ [" } f(x) dx = 2xi

+

antε

a2+ε

Im z>0

E ran - ε

+
. •
+ +

an- 1 +ε

m

Res(f, a) +Ti Res(f, aj).

j=1

Exemple 5.41 .

•+∞

dx πί.

v.p.desiRes ( 0) -i.

Igualant parts imaginàries, trobem v.p. + sinx dx
= π. Com que la fun-

х

x
ció sin és contínua en el punt 0 , podem eliminar v.p. i la integral +

•+∞

ƒ±∞ sin æ dx,
x x

que és convergent però no absolutament convergent , val π.

El mètode anterior també permet calcular integrals de la forma

ƒ±∞g(x)·

n
cos x

sin" x

dx expressant sin" x, cos" x com a combinació lineal de les

•+∞

funcions cos næ, sin nx i escrivint g (x)eimx dx com a 19(2)eix dx,

després de fer un canvi de variable.

Exemple 5.42 . La integral

•+∞

I =

sin³ x

dx

x

és convergent (no absolutament) i tenim ,

sin³ x =

2i

1
-

Fent el canvi 3x

s'obté I = —π .-

Si

=

ix
-

e-iz))"

3

=

1

823

(2i sin 3x + 6i sin x)

3ix – 3eix + 3e−i・(e³i
x

= -
3

t, resulta + sin 3x dx
f** x

4

sin x

=

-
1

-

4

-ix -
e-3ix) =

sin 3x.

∫+∞ sin
+∞ sint dt = π i finalment ,
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E) Considerem ara integrals de la forma

R(x)
I = dx, 0 < a < 1 ,

ха
0

on R és una funció racional, R
=

amb grauQ≥ grauP + 1 , sense pols

a [0, +∞ ) . Això garanteix la convergència absoluta de I.

χαAplicarem el teorema dels residus a una determinació de R(z) al domini C \

[0, ∞ ) : la que està donada per arg z Є (0,2π) . Per a r gran i 8 petit , el camí

d'integració és el de la figura 5.5 .

ð Yr,d

Cr

Yr,d

Cs

Figura 5.5

Els dos trams horitzontals donen

(x - id)α0

R(x + id)

(x + is)α

dx

S

R(x - id)
dx =

= √G

Quan 8 → 0 el límit de l'expressió anterior és fő

-

R(x) + O(8)

x + idαeia arg(x+id)

R(x) + O(8)

|x − id| αpia arg(x,id)-

·r R(x)

χα

dx.

(1 − e −2πiα) dx. D'altra
-

banda, el límit quan 8 → 0 de la integral sobre la mitja circumferència de

radi 8, dóna

Va

R(z)
1

Cε
χα

dz kosup| z | =8
== k81 - α 0, k constant .

|za|
8-0
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En l'arc de circumferència de radi r tenim

Ve

dz ≤ r¹-α sup| z| =r |R(z) | = r¹−ªO

R(z) dz ≤ r¹ - a sup | = | =

|R(2) | = r²-ª0 (1)

0 sir ∞.

R(z)

,p
χα

P)

Tot plegat, juntament amb el teorema dels residus , dóna

2πί Σ Res

p€ [0 ,+ oo )

е(1 − e−2ñiα)I

2πία
=

Exemple 5.43.

xB-1

I = dx, 0 < ẞ < 1 .

1 + x

És el cas anterior amb a = 1 - ẞ, R(z ) = ( 1 + z ) −¹ . Com que Res

(−1)ẞ−1 = еiπ(³ - 1) , és

I = 2πi

ρίπ(β - 1 )

=
Σπί П

(

B- 1

1+z ' −1)=

1 - е-2πi(1 -ß) eiπ(1 — ß) — е—iπ(1 — ß) sin (1 - ẞ)

-

Aquest mètode serviria també substituint R per una funció ƒ meromorfa

a C amb un nombre finit de pols , sense cap pol a [0 , ∞ ) i que complís la

condició lim | 2 | →∞ | ≈ | ¹ − ª | f ( z ) | = 0. Ara bé, com que això implica que ƒ té una

singularitat evitable en el punt ∞ (perquè lim| 2 | →∞ f (z ) = 0 ) ƒ és , de fet , una

funció racional , per la proposició 5.24 .

-
P

Q

∞

F) Ara calcularem integrals del tipus f* R(x) Log x dx i ſº R(x) dx , on la

funció R és racional amb grauQ≥ grauP + 2, sense pols a [0, ∞ ) , fet

que implica la convergència absoluta de les integrals . També suposem que R

pren valors reals sobre R. Fem servir el mateix camí que en l'apartat E) però

ara integrem la funció R(z ) log² z , on la determinació de log z és la que està

donada a C \ [0 , ∞ ) per arg z Є (0,2π) . Amb un raonament semblant al de E) ,

trobem

0

R(x) Log² x dx - R(x) (Log x + 2xi)² dx 2πi Res(R(z) log² z , a) .

0

Igualant parts reals i parts imaginàries, surt

x

1

=

a#0

[ R(r) Log &dr = - Re Res(R( z) log² z, a )

1

R(x) dx
=

2π

2

a#0

Im Res (R(z) log² z, a) .

a#0
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Exemple 5.44.

I =
Logx

(x² + 1 )² *

Tenim un pol doble en z = ti , i els residus corresponents són :

Res

i, anàlogament,

Resulta, doncs ,

log² z

(2² + 1) 2+ 1 ) = ( log
²

2

(z + i) ²

(i)
=

2i플 2 (6 )2

-4i

log² z

+

Res ( 1 )

Logx

(x² + 1 )²

(x² + 1 ) 2 :

dx =

П

8i

=

Зп

4

—

2 logi

i(2i)2

π Π

+ i

4 16

9

ίπ2.

16

2 (logi)2

i(2i)3

4 |

dx

(x² + 1)2

П

4

Pel fet d'haver-hi el factor Log x a l'integrand de f R(x) Log x dx, que

s'anul·la en el punt x = 1 , es pot permetre que R tingui un pol simple en el

punt 1 i la integral encara serà absolutament convergent . Per veure com afecta

aquest fet al càlcul anterior , substituïm la part de la integral donada per

per les integrals

-b

1- c(8)

-[" R(x — ið) log² (x — ið) dx0

-

R(x – ið) log² (x – i8) dx
-

San

R(z) log² z dz-

- - -

- 116(6)R(x — ið) log² (x — ið) dx.

1+ c (8)

Els punts (1- c(8) , −8) , ( 1 + c(8) , −8) són els de tall de la recta y = −8

amb el cercle de centre 1 i de radi 28 , i ßò és l'arc d'aquest cercle determinat

per aquests dos punts (fig. 5.6) .

0 , les parts imaginàries de les integrals primera iEn fer el límit quan &б →

tercera tendeixen , conjuntament , a

[" R(x)(Log x + 2xi) ² dx

- Im

f

- = -4π R(x) Log xdx.
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Cr

r

Cs

1
1 + c(8),

1- c(8) 28

βδ

Figura 5.6

La integral del mig és f¸¸ R(z) (2πi +O(8)) ² dz , que té límit, quan δ → O, igual

βδ

βδ

=
-4π²πi Res(R, 1 ) . Amb això l'expressió per aa lims-0 SB, R(2) (2πi)² dz

R(x)Logxdx es converteix en

R(x) Log x dx = π² Re (Res(R, 1 ) ) ·
—

2
ReΣRes(R( z ) (log z ) ² , a) .

α

Utilitzant les parts reals obtindríem, aquest cop,

v.p.

√

∞

R(x) dx
=

on v.p. So R(x) dx =

1

2π
Im Res(R(z) (log z) ² , a) + π Im Res (R, 1 ) ,

α

-б

+δlims-0 (§¹³ +√1+8) R(x) da (en aquest cas la integral

ƒªR(x) dx no és absolutament convergent ) . D'altra banda, essent R real en

R, la quantitat Res(R, 1 ) = lima-1 R(x) (x − 1) també és real .
-

Exemple 5.45.

•+∞

I ==

Logx

x3x³- 1

dx.

1 —
El residu de R(z) = 23–1 en el punt 1 és limz→ 1 R(2 ) ( ≈ − 1 ) = . En els altres
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dos pols ei² , ei els residus de R(z) (log z) ² són

lim

i2π
z→e

lim

z-e
i4T

Z
-

z3

ei 2T

(log z)2
=

- 1

z- ei¹π

z3 - 1

(12 )2

3 (ei 25 ) 2

-(log2)² = (14 ) 2

4π2

2
e-i47

27

1672

3 (ei4) 2

еe-i2
7

27

Resulta, per tant ,

I= +

3

1 π2

227

4π 2π

4cos + 16 cos

3 3
2)

12 5π2

= =

3 27

4π2

27

G) Calculem, finalment , algunes integrals que són d'ús freqüent tant en anàlisi

real com en anàlisi complexa.

2π

la integral I = ƒ²™ Log | 1 − re¹º | d0 , 0 < r < 1 .Comencem per la integral I

Com Ique
=

2π

-

Reƒ²™ Log(1 − re¹º ) də, tenim

I = Re

1

-

dz

Scor

Log(1z) = 0

C(0,r)
Z

perquè la funció Log (1-2) és holomorfa al disc unitat D.Z

C1

1

Figura 5.7

Cs
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Per a r = 1 la integral 2ª Log | 1 – e²º | do és , encara, absolutament conver-

gent perquè

Log | 1 - ei0|
=

Log | 1e |2 = Log ( ( 1— cos @)² + sin² (0) = | Log(2 (1 – cos 0) )0) =
-

és de l'ordre de | Log | per a 0 a prop de 0 i de l'ordre de | Log (2π — 0) | per a 0

a prop de 2π . Per a calcular-la prenem el circuit de la figura 5.7. Així, tindrem

2π- 8

i Log | 1 - e¹º | do
-

Log(1-2) dz = 0=0

δ 2

perquè
Log( 1-2)

és holomorfa a C \ [ 1 , ∞ ) . Ara bé,Z

Log(1 - z)
dzdz 28. sup

Z
|z- 11= 8

z≤1

Log (1-2) |

|z|

2πδ

V
I

1-8
(Log² | 1 − z | + Arg²(1 − z) ) * ≤

- -

2πδ

: ( (Log 8) ² + π² ) ½ → 0 , б6 → 0.

1-8

do =

2π

Per tant, f² Log | 1 − e¹º | d0 = 0 .
-

Quan r > 1 , la integral I es pot calcular fàcilment perquè

I

2π ¥2元

1 i0

´= [2" Log | 1 – re¹º | d0 ==√ Logr | e - 0 - 1 | 0

2π

-

=√** (Log

1
il

Logr + Log

r eio-11)

=do 2πLogr.

Resumint, hem demostrat , indicant per Log+ r la part positiva de Logr, la

fórmula següent

(

2π

Log | 1 - reio | do = 2πLog+ r, r > 0.

Per últim, si combinem la igualtat que acabem de provar

2ππ

/* Log | 1 - e2i0 | do
=

12/20

Log | 1 - eit | dt = 0
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amb la relació | 1 – e2i0 | = | e¬iº – eiº | = 2 | sin 0 | , trobem
-

π

-

LogsLog sin 0 d0 = −π log 2 .
-

Cal observar que en tota aquesta secció hem calculat integrals , pròpies

o impròpies, sense passar pel càlcul de primitives, que , mitjançant el teorema

fonamental del càlcul , és el mètode tradicional de càlcul d'integrals definides .
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5.9 Exercicis

22

= e1/z a

2-1
1. Trobeu el desenvolupament de Laurent de la funció ƒ( z )

cadascuna de les corones C {≈ € C : 0 < | z | < 1 } i C * = { z € C : | z | > 1 } .=

2. Proveu que si ƒ és una funció holomorfa al disc puntejat D' (a, r) , a € C ,

r > 0, que pren tots els valors en el semiplà superior II + = { z : Im z > 0} ,

llavors ƒ té una singularitat evitable en el punt a.

3. Suposem que ƒ € H(D' (a , r) ) , a € C , r > 0 , té un pol en el punt a i que g

és una funció entera de manera que la funció g (f(z ) ) , z € D' (a , r) , també

té un pol en el punt a. Proveu que g ha de ser un polinomi .

4. Proveu que el desenvolupament de Laurent de la funció

de l'origen és de la forma

1

al voltant

ez - 1

1

- -

א
ו 1

2

+Σ(−1)n−1

Bn

(2n)!

z2n- 1.

Els números Bn, n =

relació de recurrència

n

Σ

k=1

n=1

1,2 , ... són els números de Bernouilli. Proveu la

(−1)k- 1Bk 1 1

=

(2n + 1 )!(2k) ! (2n − 2k + 1) ! 2 (2n)!

i calculeu Bn per a n = 1 , 2 , 3.

t(x - 1 )

5. Proveu que el desenvolupament de Laurent de la funció e ~ 2z

al voltant de l'origen és de la forma

amb Jn(t)
=

2π
1

2π

funcions de Bessel.

6. Suposem que la sèrie

Σ Jn(t)zn

N=1∞

, per a tЄR,

cos (notsine)de, n Є Z. Les funcions Jn (t) són les

n=0

cz té radi de convergència 1 i sigui ƒ la funció

holomorfa que defineix a D. Proveu que ƒ té una extensió meromorfa a

un entorn de D amb un únic pol simple en un punt zo Є T si i només si

limn Cn - 1 - Cnzo ] < 1 i que això implica lim
-

Сп

= ZO.

Cn+ 1
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Proveu que aquesta última condició , això és lim, cn / Cn + 1 = zo , es compleix

també si ƒ té una extensió meromorfa a un entorn de D que en el punt

zo Є T hi té un pol d'un ordre més alt que els ordres de tots els altres pols

situats a T.

=
7. Proveu que tota funció ƒ holomorfa al semiplà II+ { z : Im > 0 } , 2π-

periòdica (i.e. ƒ (≈ + 2π) = f( z) , ≈ € II + ) té un desenvolupament en sèrie de

Fourier complexa de la forma

f(z) = Σ cneinz,
z € II + .

N=1∞

Trobeu expressions integrals per als coeficients cn.

8. Fent servir el principi de l'argument doneu una demostració alternativa del

teorema 4.32 , de caràcter més geomètric.

9. Sigui ƒ holomorfa i injectiva en un obert U. Llavors per a cada a Є U i

r > 0 tals que D(a, r) C U, proveu la fórmula

1

2πί

ƒ˜¹ (w) :
zziJolar)

= zf' (z)

(a,r) f(z ) — w
-

dz, si wЄ f(D(a, r)) .

10. Proveu que els zeros d'una funció meromorfa no idènticament nul·la en un

domini són punts aïllats .

11. Sigui ƒ una funció meromorfa a C. Proveu que ƒ és la derivada logarítmica

d'una funció meromorfa a C si i només si tots els pols de ƒ són simples amb

residu enter. Així mateix ƒ és la derivada logarítmica d'una funció entera

si i només si tots els pols de ƒ són simples amb residu natural .

- = w
12. Proveu que si a > 0 i w Є C amb |w| < aº , pЄ N, l'equació (z − a)Pez

té exactament p arrels diferents en el semiplà {z : Rez > 0} . Calculeu quin

és el radi r < a, més petit possible de manera que es pugui assegurar que

el disc D(a, r) conté totes les arrels d'aquesta equació.

13. Sigui U un domini acotat del pla amb vora regular, orientada positivament .

Sigui ƒ una funció meromorfa a un entorn de U sense pols a OU , complint

|f(z ) | ≤ 1 per a zЄ OU. Proveu que ƒ pren a U tot valor wЄ Camb

w > 1 , tantes vegades com la suma de les multiplicitats dels pols de ƒ a U.

14. Sigui ƒ una funció entera que compleix Im f( z) = (Re ƒ(z ) ) ³ si i només si

(Rez) 2 . Proveu que ƒ té com a màxim un zero a C.
Im z =



5. SINGULARITATS AÏLLADES DE LES FUNCIONS HOLOMORFES 225

15. Sigui ƒ una funció entera . Proveu que si f és injectiva a C llavors és

lim | 2 | →∞ |ƒ (z ) | = ∞ i deduïu que ƒ ha de ser un polinomi de primer grau .

(Vegeu l'exercici 20 del capítol 4) .

16. Proveu que si a € C i | a| 1 , llavors és

Z a

1 -āz

=
1 sempre que | z❘ = 1 .

si R és una funció racional queUtilitzeu aquest fet per a demostrar que

compleix | R(z ) | = 1 quan | z | = 1 , llavors R és de la forma

m

n

R(z) = cz™ II

amb c, ak Є C , | ak | # 1 im Є Z.

k=1

1

Z
-

-

ak

akz

17. Sigui u una funció harmònica real a la corona C(a , R2 , R₁ ) . Proveu que hi

ha constants a, ẞER de manera que

1

2π

2π

[ ** u (a + re¹®)d® = aLogr + ß,
= a Logr + ß, R2 < r < R1 .

Si, a més, u és acotada a la corona, llavors a = 0 i ß = u(a) .

18. Proveu la igualtat

19. Calculeu

20. Calculeu

dx

=

1 + xn

π/n

sin(π/n)

per a n = 1 , 2, ...

x2 Log² x

dx i dx.

ch x 1 + x4

√xLogx

1 + x²

dx i
Logx

Jo √x(1 +20²)

dx.





Capítol 6

Homologia i funcions holomorfes

L'objectiu d'aquest capítol és donar les versions homològiques del teorema de

Cauchy i de la fórmula integral de Cauchy. El teorema de Cauchy assegura que

si la funció ƒ és holomorfa en un domini U , llavors la integral ƒ ƒ(z ) dz val zero

per a determinats cicles y de U. Establir amb precisió quins cicles són aquests ,

és una qüestió topològica que s'ha de formular adequadament . Nosaltres hem

triat la noció d'homologia, basada en l'índex d'una corba tancada, per a fer

aquesta formulació . També es pot fer basant-se en l'homotopia de corbes i

comentem, breument , la relació entre ambdós punts de vista.

D'altra banda, donem una versió homològica de la fórmula de Green i de

la fórmula de Cauchy-Green , que es poden considerar com les versions amb

multiplicitat de les fórmules clàssiques de Green i que tenen algunes aplicacions

interessants , com ara el teorema de Cauchy per a formes diferencials . Els

resultats obtinguts també s'apliquen a donar diverses caracteritzacions dels

dominis simplement connexos del pla .

6.1 Homologia de cadenes i dominis simplement connexos

De cara a formular adequadament les versions homològiques del teorema i

de la fórmula integral de Cauchy, és convenient estendre la noció d'integral

de línia a uns recorreguts més generals que els camins. Considerem 71 , 72 ,. . . ‚ Vk

camins, és a dir , corbes de classe C¹ a trossos , dins d'un domini U del pla i

227
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siguin n1 , n2 , ... , nk números enters . La combinació lineal formal

k

r = Σ nj√j

j=1

és , per definició , una cadena al domini U. Així, el conjunt de totes les cadenes

a U és el grup abelià i lliure generat pel conjunt de camins. En particular , si Ã₁ ,

T2 són cadenes a U, tenim definides altres cadenes nr1 + mÃ2 amb n, m Є Z.

El recorregut de г és г* = y UYU UY
•

Si f = C(T* ) , posarem , per definició ,

[,

k

f(z) dz = Σn; [

nj f(z) dz.

Yj
j=1

Per tant, si fЄ C(U) i T1 , T2 són cadenes a U, hom té

Jf, mr, f(2) dz = nnf f(z) dz +
nг1 +mг2 T1

+ m f(z) dz, n, me z.

г2

Podem tenir cadenes г , г ' amb representacions diferents ,

k'k

r = Σ nj√j, r' = Σ n';√';

j=1

però de manera que fr f(z) dz
=

j=1

Sr, f(z) dz, per a tota funció ƒ € C (T * UF'*) .

Aquest és el cas , per exemple, si l ' s'obté de I fent permutacions dels camins ; ,

subdivisions, agregacions de camins, reparametritzacions , etc. En tot aquest

capítol, donada una cadena I a U només ens interessarà l'assignació

ƒ~ ƒ(z) dz,f ƒ € C(U).fЄ

Si fr f(z) dz = Sr, f(z) dz , per a tota funció ƒ € C (U) , direm que à i l ' són

cadenes equivalents i identificarem I i l ' . És amb aquest conveni que fem

afirmacions com ara la de l'exemple següent .

=
Exemple 6.1 . Considerem el quadrat unitat Q [0 , 1 ] × [0 , 1 ] dividit en

quatre parts iguals Qi , i = 1 , 2 , 3 , 4 i sigui T₂ = OQ; la frontera de Q; orientada

positivament. Aleshores

г'¿

г1 + T2 + 3 + T4 = ƏQ ,

perquè les contribucions dels costats interiors a la integral d'una funció contínua

es cancel·len (fig . 6.1) .
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Q2 Q1

Q3 Q4

Figura 6.1

Observem la igualtat få ƒ(z) dz = √r ƒ(z) dz i també que tota 1 -forma di-

ferencial = PdxQdy amb coeficients reals , es pot escriure de la manera

w = —
(f(z) dz +f(z) dz) amb f = (P - iQ) . Resulta, doncs , que dues cadenes

I i г' són equivalents a U si i només si frw = fr, w per a tota 1 -forma dife-

rencial amb coeficients continus a U. El fet de considerar tan sols formes del

tipus f(z) dz és només per conveniència, i la integral al llarg de l és una noció

real.

r =

Direm que una cadena г a U és un cicle si es pot representar en la forma

k

Σnjyj, on cada y; és un camí tancat de U i cada n, és enter. Llavors

j=1

Yj

l'índex de I respecte d'un punt z T* es defineix , de manera natural , com

k

1 dw

Ind (T, z)
= =

Σπί rw-
Σnj Ind ( j , z).

j=1

Evidentment , Ind (T, z ) és un número enter i és clar que es compleix la relació

Ind (n₁₁ + n2г2 , z) = n₁ Ind (F1 , z) + n2 Ind (T2 , z) , zгur2, n1 , n₂ € Z.

Definició 6.2 . Direm que un cicle I , contingut en un domini U, és homòleg

a zero respecte de U i ho escriurem г ≈ 0 (U) , si Ind (T , z ) = 0, per a tot punt

zEU. Direm que dues cadenes T1 , T2 contingudes aU són homòlogues respecte

de U, T1 T2 (U) , si г1 − г2 és un cicle homòleg a zero respecte de U (si T1 ,

T2 són cicles, això equival, evidentment, a la condició Ind (T1 , z ) = Ind (T2 , z) ,

per a tot punt z ¢ U).

-

Cal observar que les definicions d'índex d'un cicle i de cicle homòleg a zero
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es fan en funció d'integrals de línia del tipus fr (w – z ) −¹ dz i , per tant , no

depenen de la forma com representem I com a combinació de camins tancats .

. UYN

Exemple 6.3. En la secció 1.6 hem vist que si U és un domini acotat amb

vora regular a trossos , orientada positivament , llavors OU = YUYU··· U

amb i corbes tancades de Jordan de manera que

Ind ( 1 , 2) = 1 , Ind (Yi , z) = 0 i
= 2,...N si z € U.

Siכ Ũ és qualsevol domini amb Ũ Ɔ Ū , llavors el cicle ǝU = Y1 + Y2 +

és homòleg a zero respecte de U.

...
+ YN

Intuïtivament , T≈ 0 (U) significa que les components acotades de C \ T*

(allà on l'índex no és zero) estan formades per punts de U. En la secció 1.3 hem

introduït el concepte de domini simplement connex com un domini U de C tal

que C* \ U sigui connex . Sembla que aquesta condició té el mateix significat

que el fet que I ≈ 0 (U) quan г és un camí tancat de U. El resultat següent

és una confirmació d'aquesta evidència intuïtiva.

Proposició 6.4 . Un domini U del pla és simplement connex si i només si tot

cicle contingut a U és homòleg a zero respecte de U.

M

U

V2

Figura 6.2

Demostració. Si U és simplement connex i l és un cicle amb r* CU, el conjunt

connex C* U està inclòs tot ell en la component de C * \ T * que conté el punt
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de l'infinit . Llavors si un punt z no és de U, està en la component no acotada

del complementari de г * i , per tant, Ind (T , z ) = 0 .

Recíprocament, suposem que U no és simplement connex; llavors C* \ U té

almenys dues components connexes V1 , V2 , que són tancats disjunts de C* \ U

i, per tant , tancats de C* disjunts i un dels quals, posem V2 , conté el punt de

l'infinit . Llavors V₁ té ∞ a l'exterior i ha de ser compacte. Construïm una

quadrícula del pla formada per quadrats de costats paral·lels als eixos , de mida

ε/2 , amb ε = d(V1 , V2) de manera que un punt PE V₁ sigui a l'interior d'un dels

quadrats (fig. 6.2) . Considerem ara tots els quadrats de la quadrícula que tallen

V₁ ; n'hi ha un nombre finit , posem Qi, i = 1 , ... , N , i cap d'ells no talla V2.

Sigui I el cicle definit per r = Σ Qi, on Qi és la frontera de Qi orientada

N

i=1

N

i=1

positivament . Com que V₁ CU; Qi és clar que Ind (T, P) = Σ Ind (ƏQi, P) = 1

i només falta veure que ICU. Evidentment, I no talla V2 , però tampoc V₁ ,

com es veu si en l'expressió de г fem les cancel·lacions corresponents . En efecte ,

I està format per segments horitzontals i verticals i , si un d'aquests segments ,

S, tallés V₁ , voldria dir que els dos quadrats adjacents que tenen S com a costat

estan entre els Qi, i = 1 , Ni llavors S hauria estat cancel·lat ." ...

6.2
Versions homològiques de la fórmula de Green i del

teorema de Cauchy

6.2.1 La versió homològica del teorema de Cauchy

Una versió molt general del teorema de Cauchy és la següent .

Teorema 6.5. Si U és un domini del pla, I és un cicle homòleg a zero respecte

de U if H(U) , hom téЄ

ff

f(z) dz == 0.

En conseqüència, si г1 i г2 són cadenes homòlogues respecte de U if Є H(U) ,

llavors

↓ f(z) dz = ↓ f(z) dz.T2

Possiblement la demostració més ràpida d'aquest resultat fonamental és la

que donem a continuació (deguda a A. F. Beardon) i que es basa en una fórmula

de representació integral mitjançant el nucli de Cauchy.
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Lema 6.6. Sigui U un domini del pla, K CU un compacte i f € H(U) .

Llavors existeixen un nombre finit de segments Y1 , 2 , ... , YN continguts aU\KY2 ,

de manera que si y = 71 + 72 + ... + YN , hom té

f(z)
=

1 f(w)

2πί พ

dw, zEK.
-Z

γ

Demostració. Sigui ɛ la distància de K al complementari de U. Considerem

una quadrícula del pla formada per quadrats de diagonal més petita que ɛ i

considerem els quadrats Q1 , ...,Qm d'aquesta quadrícula que tallen K. Si Qi

és la vora de Qi, com sempre orientada positivament , considerem y = ΣəQi .ΣΟ

Un cop fetes totes les cancel·lacions possibles, tindrem,

N

Υ
=
ΣΥ

j=1

on cada
Yj és un costat d'algun Qi i ; CU \ K.

Així, per a tota funció contínua a U¡ ƏQj , hom té

nm

aQi
ΣLog (w)dw

=

EL

(w) dw
dw =

j=1Yj
↓ (w)dw.
γi=1

Suposem ara que el punt z € K no està sobre cap Q. Llavors el punt z

pertany a un únic quadrat , Qio , dels Q1 , ... , Qm , i aplicant el corollari 4.3

a la funció ƒ i el teorema de Cauchy-Goursat (observació 3.3 a) ) a la funció

resulta13
f(w )

112

f(w)
dw

1

2πί w
γ

-
Z

=

=

1

Σπί

1

m

j=1
Лос

Fi SoomΣπί aQio

მი

f(w)
dw =

Zω

f(w)

132-

-

1

·dw +

Σπί

f(w)

·dw = f(z ) .
-

jfio
aQj

3

Així, queda demostrat el lema si z no és en cap Qi , i per als punts de

U Qi es dedueix per continuïtat .

Observació 6.1 . De fet , en les hipòtesis del lema 6.6 es pot afirmar que els

segments 71 , ..., YN formen un sistema de poligonals tancades F1 , ... , F'n con-

tingudes aUK de manera que

1

n

f(z) =
2πίΣ

=1

f(w)

w- Z
dw , zɛ K, si ƒ − H(U) .
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En efecte, només cal tenir en compte que els segments 71 , ... , YN són la frontera

topològica del compacte Q = U1Qj. Llavors cada component connexa de

ƏQ és una 1-varietat compacta i connexa i pel teorema 1.31 és una corba

de Jordan que, en aquest cas, ha de ser una poligonal. A més el lema 6.6

aplicat a f 1 ens diu ara que tot punt de K pertany a un i només un dels

polígons Int (T; ) , i = 1 , ... , n.

=

El fet que els segments Y1 , ..., YN formen un conjunt de poligonals tanca-

des també es pot provar , d'una manera més directa , fent servir un argument

combinatori (vegeu [3 , pàg. 260] o [ 11 , pàg. 155] ) .

Demostració del teorema 6.5. Suposem r≈ 0 (U) i ƒ € H(U) . Sigui K = г* U

{z ¢ г* : Ind (г, z ) ‡ 0} , que és el complement a C de {z T* : Ind (T , z ) = 0} .

Aquest últim conjunt és la unió d'unes quantes components connexes de C \ г * ,

entre les quals hi ha la no acotada, que conté ∞ ; per tant, K és un compacte,

i com que г ≈ 0 (U) , és K C U. Sigui ara y com en el lema 6.6 ; tindrem

f(z) dz

1 f(w)
dw

•}

f(w)
/

= F(w)

dz

dw.

[, ( 2 ) dx = [ { 2= [ (2) da } dz = { } du
Σπί พ

-

Ara bé, si w Є y*, és w Є UK, i llavors

ພ

dz

-

γ
2πί

= -2πi Ind (г , w) = 0 .

ພ
-

Observem que l'aplicació del teorema de Fubini per al canvi de l'ordre d'inte-

gració és correcta perquè la funció (z , w) → f(w) és contínua sobre el compacte

г* × y* .

-
w- z

Observació 6.2 . El teorema 3.24 és un cas particular del teorema 6.5 . Per

veure-ho només cal recordar que, en les hipòtesis del teorema 3.24 , OU és

un cicle homòleg a zero respecte de l'entorn de U en el qual ƒ és holomorfa

(exemple 6.3) . Això dóna una altra demostració del teorema 3.24 , que només

depèn de la primera etapa de la prova del teorema 3.22 .

6.2.2 La fórmula de Green amb multiplicitats

Acabem de donar una demostració directa de la versió homològica del teorema

de Cauchy, però de la mateixa manera que la versió clàssica del teorema de

Cauchy (teorema 3.24) es pot obtenir com el cas particular de la fórmula de

Green (teorema 3.22) quan s'aplica a la forma f(z ) dz , amb ƒ holomorfa, ens
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podem preguntar si hi ha també una versió homològica de la fórmula de Green

que doni lloc al teorema 6.5 quan s'aplica a f(z) dz.

La resposta és afirmativa i basarem la nova fórmula de Green en la repre-

sentació integral següent .

Lema 6.7. Si f és una funció de classe C¹ a C amb suport compacte, hom té

1

f(z)
=

П

١
٥

af 1

aw w -
dm(w) ,

ZEC.

Z

Aquest lema és una conseqüència directa del teorema 4.2 , agafant per a U

un disc obert prou gran per tal que spt(f) CU.

Observació 6.3 . Pel que acabem de dir , el lema 6.7 es basa, aparentment ,

en la fórmula de Green general (teorema 3.22) , que és la que permet fer la

demostració del teorema 4.2 . Però , de fet , és fàcil veure que n'hi ha prou

de conèixer la versió de la fórmula de Green per a rectangles (primera etapa

de la prova del teorema 3.22) per a provar el lema 6.7 . Només cal seguir la

demostració del teorema 4.2 agafant com a U un rectangle, U spt (f) , i per

a z Є U treure un petit rectangle R₂ , centrat en z . Llavors U \ R₂ és la unió

de vuit rectangles i val la fórmula de Green en aquest domini (fig. 6.3) .

Rz

U

spt(f)

Figura 6.3

Tenim ara el resultat anunciat , que es pot interpretar com una fórmula de

Green amb multiplicitats, perquè la forma que s'integra respecte de la mesura

de Lebesgue és comptada a cada punt tantes vegades com voltes fa el cicle I

al voltant del punt (vegeu [4] ) .
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Teorema 6.8 (Versió homològica de la fórmula de Green) . Sigui U un

domini del pla complex, f una funció de classe C1 a UiT un cicle homòleg a

zero respecte de U. Llavors hom té

| f( z) dz = 2i ff of

Ind (T, z) dm(z) .
az

(6.1)

Més generalment, si w = Pdx + Qdy és una 1-forma a U amb coeficients de

classe Cir≈0 respecte de U, és

Lw=br

Pdx + Qdy
=

მი ӘР

дх მყ
Ind (T , z ) dm(z ) . (6.2)

En particular, si U és simplement connex, les fórmules (6.1 ) i ( 6.2) valen per

a tot cicle I contingut a U.

Notem que, de fet , les integrals del terme de la dreta de (6.1 ) i de (6.2)

estan preses sobre un compacte de U.

‡

E C∞ (U) una

valgui 1 en un

Demostració. Posem K = T* U {z ¢ г * : Ind (T , z ) 0} , com a la prova del

teorema 6.5 , de manera que K és un compacte, K CU. Sigui

funció amb suport compacte contingut a U de manera que

entorn de K i apliquem el lema 6.7 a la funció g = &ƒ. Dóna

1

g(z)
=

π

მყ 1

Iw w - Z

9(z)

1

Com que g = ƒ a г* , resulta

dm(w).

მყ
1

[ 1(= ) ds = ], ( 2) dz = = = [ ([[ 30 dm( x )) dz .

f(z) dz =
П w - z

Ara volem utilitzar el teorema de Fubini ; per a poder-ho fer és suficient veure

que una integral iterada del valor absolut és finita ,

მყ 1

Sp Spouw - z | dm ( w ) [dz ] < +∞ .მა ω
-

La integral interior es pren sobre el compacte F

a F; posant ||
=

Əg
SuPF w

მო
resulta que

მი

Iw
= spt (g) i està acotada

la integral iterada, pel lema 4.1 ,

està majorada per

მყ

მა
(m(F) + 2x)| dz | = L(T) ||01 | |_

(m(F) + 2π) < +∞.
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Apliquem, doncs , el teorema de Fubini i tenim

dz
1 მყ

π მა

dz

) dm(w)

=

[ 1(2) d = = = = [[ 04 (w) (/ d² )

მყ
= 2i

მა

พ
-

(w) Ind (T , w) dm(w) .

Ara bé, si Ind (T , w) ‡ 0 és wЄ Kig = ƒ en un entorn de w; per tant ,

მი af

= en aquest punt i això prova (6.1) .ди

Si w = P dx + Q dy és una forma amb coeficients de classe C¹ i apliquem

el que acabem de demostrar a la funció ƒ = (P – iQ) i prenem parts reals ,

trobem

Lw=↓ w = Re f f( z ) dz

=

-

= 2

2 //11

Ind (T, w) Rei
(ioff dm(w) = [[ I

Ind (T , w ) dw ,

que és (6.2) .

És clar que quan ƒ és holomorfa a U , llavors ☎ƒ = 0 i la igualtat (6.1 ) dóna

el teorema de Cauchy (teorema 6.5) .

=

1

พ-ช

=

= 0
Exemple 6.9 . Si I és un cicle del pla amb la propietat que fr f(z)dz

per a tota funció ƒ € C (T* ) , llavors ha de ser Ind (Ã , z ) = 0 , per a tot punt

z г* , perquè w →¢ ← C (Ã*) . La fórmula (6.1 ) ens dóna el recíproc: si

Ind (T, z ) 0, per a tot punt z г * , llavors podem aplicar (6.1) a U C ,

fe C¹ (C) i obtenim fr f(z)dz 0. Com que tota funció contínua a г * es

pot aproximar per funcions de C¹ (C) , obtenim la conclusió que volíem. Així

doncs , les corbes tancades que donen una integral de línia idènticament nul·la (el

funcional f → f(z)dz , ƒ € C (T *) , és una mesura sobre г* ) són exactament

les corbes amb índex idènticament nul.

=

Exemple 6.10. L'exemple anterior ens diu que si T1 , T2 són dos cicles del pla

de manera que г† = г½ i Ind(T1 , z ) = Ind (T2 , z ) per a tot punt z г₁ = г½,T†

llavors hom té Sr, f(z)dz Sr, f(z)dz per a tota funció ƒ contínua en el

1

=

compacte = r₂ .

Un cas particular d'aquesta situació és quan г2 és una corba tancada que

s'obté a partir de 1 per un canvi de paràmetre que conserva el sentit ; és

a dir, T₁ : [a, b] C , T2 : [c, d] C, : [c, d] [a , b] amb ' (t) > 0 i

T₂ = T10 (vegeu la secció 3.1 ) . La situació que hem descrit és molt mésг2



6. HOMOLOGIA I FUNCIONS HOLOMORFES 237

general, però, i dóna molta flexibilitat a l'hora d'aplicar (6.1) . A més a més ,

pot servir per a calcular algunes integrals que no estan directament vinculades

amb la variable complexa. Per exemple, podem fer un "canvi de paràmetre"

amb 4 : [0 , 1 ] → [0 , 1 ] igual a la funció singular de Cantor i obtenim ſ♫ ¿(t)”dt =

Stdt n+1 si n − 1 és enter .
=

1

Exemple 6.11 . La fórmula (6.1 ) té aplicació al càlcul d'algunes integrals . Per

exemple, si ƒ € C¹ (U) , on U és un domini que conté el segment [ −1 , 1 ] , г és

un cicle amb г* c U \ [ −1 , 1 ] i g (z) és la determinació holomofa de √z² 1

a C \ [−1 , 1 ] que és positiva a [ 1 , ∞ ) , resulta per (6.1)

1

2i

-

f(z)9(z)dz -[[ ōf(z)g(2) Ind(T, z) dm(z ) =

1

-= - Ind(r', 0) [' , f(t) √1 — t² dt.

Agafant, en particular, f(z ) = z² , hom té

4 -

-1

↓↓ 2²√z² – 1dz = −πi Ind(г , 0 ) .

-

6.2.3 La fórmula de Cauchy-Green amb multiplicitats i la fórmula

integral de Cauchy

En aquesta secció donarem les versions de la fórmula de Cauchy-Green i de

la fórmula integral de Cauchy que corresponen a la versió homològica de la

fórmula de Green (teorema 6.8) .

La primera és una fórmula de descomposició que expressa qualsevol funció f

com a suma d'una funció holomorfa i d'un altre terme que depèn només de ☎ƒ.

Teorema 6.12 (Versió homològica de la fórmula de Cauchy-Green) .

Sigui U un domini del pla, I un cicle homòleg a zero respecte de U i f una

funció de classe C1 a U. Llavors hom té

1

27
1
/ 1(w)

Ind (T, z)f(z) = 2ri√Γ

1

П

พ
-
Z

dw-

af

aw w

1

-
Ind (T, w) dm(w), z Є U\ г* .

Z

Demostració. Fixem un punt z EU\ T* i prenguem ɛ > 0 prou petit per tal

que D(z , ɛ) ^ T* = §) i D(z, ɛ ) C U. Si Yɛ ( t) = z + ɛeit , 0 ≤t ≤ 2π (el cercle de
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=
centre z i radi ɛ recorregut en el sentit positiu ) , el cicle Tɛ r - Ind (г, z ) ε

és homòleg a zero respecte de l'obert U \ { z } . En efecte , si w U, com que

Ind ( e , w) = 0 i Ind (T, w) = 0 (per ser r≈ 0 (U) ) també és Ind (Te , z ) = 0 i

per a w = z , Ind (Fe , z ) = Ind (T , z) – Ind (T , z ) = 0. Aplicant la igualtat (6.1)(Ãɛ ,

a la funció i al cicle г , resulta

= 2i

f(w)

พ -Z

C

f(w)

พ-z

- dw - Ind (1 )
J√ε

"

af
1

Www - z

f(w)

-พ Z

dw=2i

iffe

af
of 1

Iw w

Ind (T , w ) dm (w) – Ind (T, z )

Fent 0 i utilitzant el fet que w →

1

მ

- Z

SSD(3.0)D(z , ε)

Ind (Fe , w) dm(w) =

af 1

aw w
dm(w) .

Z

és una funció integrable, que té

com a conseqüència

lim

Поссо

af 1

dm (z) = 0,
aw w

D(z,ɛ)

trobem el resultat desitjat .

Quan fЄ H(U) , tenim, en particular , una versió homològica de la fórmula

integral de Cauchy.

Teorema 6.13 (Versió homològica de la fórmula integral de Cauchy) .

Si U és un domini del pla, I un cicle de U homòleg a zero respecte de U i

fЄ H(U) , hom té

1

Ind (T, z)f(z)
=

2πί

f(w)

w- z

dw , z ЄU\ г* (6.3)

i també

n!

Ind (T , z )f(n) (z) =
2πί

f(w)

(w - z ) n + 1

dw, zЄU\ г*, n = 1 , 2 , ...

La segona igualtat s'obté de la primera derivant respecte de z sota el signe

integral i tenint en compte que Ind (T,. ) és constant a l'entorn d'un punt z ¢ Ã* .

La fórmula (6.3) es pot obtenir també directament del teorema de Cauchy

(teorema 6.5) si s'aplica a la funció holomorfa

g(w)

f(w) − f(z)
--

=
" si w z

g(z) = f' (z) .
w - z

Tot seguit donem alguns exemples d'aplicació del teorema i de la fórmula

integral de Cauchy.
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Exemple 6.14. Si U és simplement connex, ƒ € H(U) , a Є UiT és un cicle

de U que no passa per a, els valors possibles de fr (w) dw són Ind (T' , z)f(a) ,

1

2πί w-aSr

2πί

ew

w-és a dir, un enter multiplicat per ƒ(a) . Per exemple, 2 c 1 dw , on C és

un cercle que no passa per 1 , val 0 si 1 és a l'exterior de Cie si 1 és a dins

de C.

Exemple 6.15 . Suposem que U és simplement connex, ƒ € H(U) (per exem-

ple, U = C i ƒ una funció entera) , a , b € U, a ‡ b, i C és un cercle dins de U

que no passa per a, b (sempre orientat en el sentit positiu) . Calculem tots els

valors possibles de

Si a,

g(z)
=

que

=

1

I =

2πί CSo −
-

f(z)

-
(z − a)(z − b)

dz .

= f(z)

z-b '

f(b)

b són a l'exterior de C , I = 0 , pel teorema de Cauchy aplicat a la funció

f(z)
(z—a) (z—b) , que és holomorfa a l'interior de C. Si a és dins de C i b és

fora, llavors I f(a)
a- , per la fórmula integral de Cauchy aplicada a g(z)

és holomorfa dins de C. Anàlogament , si b és dins de Ci a és fora , I = b-a '

per la fórmula integral de Cauchy aplicada a g(z ) = f(z) . Considerem finalment

el cas que tant a com b siguin a l'interior de C. Siguin C1 , C2 dos petits cercles

centrats en a,b respectivament , dins de C, orientats positivament . A l'obert

U\ {a, b} , en el qual és holomorfa, el cicle C és homòleg a C₁ + C2;
f(z)

(z- a)(z - b)

z- a

per tant ,

I =

1

2πί
C1

f(z)

(za)(z - b)

1

dz +

Σπί
-

C2

f(z)

(z − a) (z - b)

dz =

f(a)
=

+
=

a b- b- a a - b

f(b) f(a) - f(b)

S sinz dz.Exemple 6.16. Si y és el camí de la figura 6.4 , calculem I =

Utilitzant la fórmula integral de Cauchy per a les derivades , obtenim

Ind ( 1 , 0) (sin) (3) (0 )
I = Σπί =

3!

-2(- cos 0)

6

2π

Σπί = i.

3

6.3 El teorema dels residus i el principi de l'argument en

versió homològica

Hi ha també una versió homològica del teorema dels residus la qual és , de fet ,

una generalització del teorema de Cauchy (teorema 6.5) per al cas que ƒ pugui

tenir singularitats .
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.0
て

Figura 6.4

Teorema 6.17 (Versió homològica del teorema dels residus) . Sigui U

un domini del pla complex i A un subconjunt tancat de U, format per punts

aillats (així A és finit o numerable amb possibles punts d'acumulació a OU) .

Siguin fH(U \ A) , de manera que cada punt a Є A és una singularitat

aïllada de f, ir un cicle dins de U \ A, homòleg a zero respecte de U. Llavors

hom té

1

27 | f(z)dz = Σ Ind (r , a) Res (f, a) .Σπί
aЄA

Observació 6.4 . Els dos termes de la igualtat anterior estan ben definits; el de

l'esquerra, perquè ƒ € C (T* ) , i el de la dreta és, en realitat , una suma finita

perquè cada component acotada de C \ T * , que és on Ind (T,. ) és no nul , està

inclosa en un compacte de U que té com a molt un nombre finit de punts de A.

(Ã,Demostració. Siguin a1 , ..., an els punts de A per als quals Ind (г, a; ) # 0. Per

a cada j = 1 , ..., N sigui ; una petita circumferència de centre aj , recorreguda

en sentit directe , de manera que no contingui en el seu interior cap altre punt

ai, ij, i que no talli r * (fig 6.5) . Llavors el cicle

N

r - Ind (F, aj ) j

j=1

és homòleg a zero respecte de l'obert U \ A. Pel teorema de Cauchy, resulta

N

11

f(2)dz =ΣInd(T, a; ) 27; | f(z)dz.2πί ff(2)dz =
j=1

2πί Yj

Com que cadascuna de les integrals del terme de la dreta val 2πi Res (ƒ, aj) ,

queda provat el teorema.
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U

•
a2

a4

⚫a3

Figura 6.5

El teorema de Cauchy és el cas que A
=Øen el teorema anterior . La fórmula

de Cauchy n'és també un cas particular: si ƒ Є H(U) , T ~ 0 respecte de U i

z € U \ г* , apliquem el teorema dels residus a g(w) f(w)

i Res (g , z) = f(z) i obtenim

= amb A =
= {z}

1
f(w)

1

-dw =

2πί พ Z 2πί £9(w)dw

= Ind (г, z) f (z) .

Finalment, es pot donar també la versió corresponent del principi de l'ar-

gument .

Teorema 6.18 (Versió homològica del principi de l'argument) . Sigui

U un domini de C if una funció meromorfa a U. Siguin {a } els zeros de f

a U in, la multiplicitat de a; i {b; } els pols de f a U im; la multiplicitat de

bj. Sigui I un cicle dins de U, que no passi per cap pol ni per cap zero de f,

tal
que T≈0 respecte de U. Considerem també una funció g holomorfa a U.

Aleshores, hom té

1

2πί

f' (z)

dz = Σg(a;)n; Ind (y, a;) – Σg(b;)m; Ind (y, bj ) . (6.4)
27 / 9(2)F(2) dzf(z)

j

-

j
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Demostració. És la mateixa que la del teorema 5.25 , però fent servir ara la

versió homològica del teorema dels residus (teorema 6.17) .

Evidentment, també hi ha les versions homològiques del corol·lari 5.26 i del

teorema 5.27 , que el lector pot formular adequadament .

6.4 El teorema de Cauchy per a formes diferencials local-

ment exactes

El teorema de Cauchy afirma que la integral de la forma w = f(z) dz, amb f

holomorfa a U, al llarg d'un cicle homòleg a zero respecte de U, val zero . És

natural preguntar-se si aquest resultat també és cert quan w és una 1-forma

general w = Pdx + Qdy, localment exacta , que és la condició que, en el cas

f(z) dz, assegura que ƒ és holomorfa . La resposta és afirmativa i la dóna

el resultat següent (vegeu [4] ) .

13

Teorema 6.19 (Teorema de Cauchy per a formes diferencials) . Si

w = Pdx + Qdy és una 1 -forma localment exacta en un domini UCC, amb

coeficients P, Q continus a U ir és un cicle, Fr ≈0 respecte de U, llavors hom

té

√w = 0.

13

En conseqüència, si г1 , г2 són cadenes homòlogues respecte de U, és fr , w =

w .

Aquest resultat es troba a [ 1 , teorema 16, pàg. 144] . En aquest llibre , l'autor

en dóna una prova geomètrica i pregunta si és possible modificar la demostració

del teorema de Cauchy de manera que cobreixi aquest cas més general . Si

imposem que la forma w tingui els coeficients P, Q E C¹ (U) , llavors la resposta

a aquesta pregunta és el teorema 6.8 . En efecte , aquest teorema és una prova

del teorema de Cauchy (fórmula (6.1) quan of = 0) i la fórmula (6.2) dóna el

teorema 6.19 quan w és localment exacta i de classe C¹ , perquè aleshores w és

tancada, és a dir, Py = Qx. El cas general del teorema 6.19 , quan la forma

w només és contínua , es pot provar amb un procés estàndard de regularització

de la forma w , fent convolucions amb una aproximació de la identitat . Aquest

procés apareix en la prova del resultat següent que destaquem perquè és una

caracterització, per dualitat , de les formes localment exactes.
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Proposició 6.20 . En un domini U del pla, una 1 -forma contínua w =

Qdy és localment exacta si i només si

Pdx +

JL(Pow

მი

Q dady = 0
მე

(6.5)

per a tota funció de classe C amb suport compacte contingut a U.

Demostració. Si en un disc DCU, w és exacta , llavors és w = dh , per a alguna

funció h, i si té suport a D, resulta , per la fórmula de Green ,

Əh ay Әһ ду

მე მყ მყ მე dady = Sar

მა მი
h dx + h dy = 0.

მე მყ

Utilitzant particions de la unitat hom veu que tota funció de classe C∞ amb

suport compacte a U és una suma finita de funcions del mateix tipus que tenen

suport en discos i llavors s'obté (6.5) per a E C∞ amb spt (4) CU.

Recíprocament, si es compleix la condició (6.5) , sigui Pɛ , ε > 0 , una apro-

ximació de la identitat del tipus (x, y) Ξεε-20 (2 , 2 ) amb Þ € C∞ (C) ,

spt (Þ) C Diſſc Þdxdy = 1 i considerem les formes we= 1 i considerem les formes wε = Pεdx + Qdy amb

Ε

-

p² (x, y) = [[ P(t, s)Þ. (x − t, y −– s) dtds
C

Q° (x, y) = [[ Q(t, s)Þe (x − t, y − s) dtdsQ(t, s) ; − −

- -

Aleshores we és de classe C∞ a U₂ = {z € U : d(z , UC) > ɛ } i w¤

Pε → P, QE

03

Q si ε → 0) , uniformement sobre els compactes de U.

Ara, si z = x + iy € Uɛ , hom té:

(6.6)

→ w (i.e.

მ Q

(x, y) -
—

მუ

ӘРЕ

მყ (x, y) = [[ Q(t, s)

ӘФе

(x - t, y - s) dtds-
მუ

-SS

(x - t,ys) dtds

მყ

P(t, s)

дФе

Ət- [√]₂ Q(t, s)

- [[P(t, s)

(x − t, y − s) dtds—
-

JDE

Əs

-

s) dtds]
(x − t, y − s) dtds | = 0 ,

-

= 0
per (6.5 ) . Per tant , w³ és tancada i de classe C¹ i , per (6.2) , Sa¸ wɛ

sempre que sigui un triangle contingut a U i ɛ > 0 prou petit . Com que

wƐ →w uniformement a ▲, hom té fa w = 0 i w és localment exacta (corol-

lari 3.12).
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Observació 6.5 . La proposició 6.20 es pot estendre a 1 -formes contínues w =

n

Σ P¿dx; definides a oberts U de R" . Llavors la condició (6.5) s'ha de substi-

i=1

tuir per uw dnSu = 0 per a tota (n - 2)-forma n de classe C∞ amb suport

compacte dins de U. Aquesta condició , que coincideix amb la (6.5) quan n = 2,

substitueix la condició du = 0 que compleix la forma a quan és de classe C¹ iw

localment exacta , i s'expressa dient que val la igualtat dw = 0 en el sentit feble

(vegeu l'apartat 7.7.2) .

Demostració del teorema 6.19. Agafem el compacte K i la funció com a la

prova del teorema 6.8 i canviem Pi Q per P i Qui w és ara 4 Pdx + Qdy.

Definim, per a ɛ > 0, les formes we, com a la prova de la proposició 6.20 ; és a

dir, we = P₂ dx + Qe dy amb Pe , Qe definides per (6.6) a partir de P i Qu.

Llavors hom té, en primer lloc ,

w = lim

√w=;limf

πε

Ara bé, les formes we són de classe C¹ i , d'acord amb la prova de la proposi-

ció 6.20 compleixen Q = P , en un entorn de K, si w és localment exacta . Per

tant, podem aplicar (6.2) , que dóna fr we = 0 i , en conseqüència, rw = 0. □

6.5

x

Caracteritzacions dels dominis simplement connexos

Hi ha diverses maneres d'expressar, des d'un punt de vista topològic , que un

domini és simplement connex . Es tracta de formular amb rigor la idea que el

domini no té "forats" . Un resultat en aquest sentit és la proposició 6.4 , que

utilitza la idea de cicle homòleg a zero . Hi ha una altra caracterització de la

connexió simple , molt senzilla , que només requereix considerar les corbes de

Jordan del domini, i encara una altra atenent la seva frontera . Ho formulem

tot plegat en l'enunciat següent :

Teorema 6.21 . Per a un domini U del pla complex, les afirmacions següents

són equivalents:

a) U és simplement connex, és a dir, C* \ U és connex.

b) Tot cicle contingut a U és homòleg a zero respecte de U.

c) Per a tota corba de Jordan tancada y amb y* CU, també és Int(7) CU.

d) La frontera de U a C* és connexa.
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que

Demostració. L'equivalència de a) amb b) és la proposició 6.4 . L'equivalència

de b) amb c) és conseqüència de l'observació 6.1 i de la prova de la proposi-

ció 6.4 . Per a provar l'equivalència amb d) situem-nos a C* i suposem, sense

pèrdua de generalitat , que U conté el punt de l'infinit i , per tant, K = C* \U

és compacte. Si C és una component connexa de K, hom té OC = CŊƏK;

així, cada component no trivial de K conté almenys una component no trivial

de ƏK = ƏU, fet que prova que d) implica a) . Per veure el recíproc , suposem

U és simplement connex, és a dir , K és connex, i que OK no és connex.

Llavors aK és la reunió de dos compactes disjunts E1 , E2 . Sigui ɛ > 0 la

distància entre E1 , E2 i considerem, com en el lema 6.6 , una quadrícula del pla

formada per quadrats tancats de diagonal estrictament menor que ɛ , i sigui Q

la reunió dels quadrats que tallen E₁ , de manera que E2 és exterior a Q. En

l'observació 6.1 ja hem vist que la frontera de Q consta de poligonals de Jordan

tancades [ 1 , ..., гn , de manera que tot punt de E₁ és dins d'un dels polígons

Int (T₁ ) i , per construcció , aquestes poligonals no tallen ƏK. En conseqüència,

alguna d'aquestes polígonals , diguem-ne г , té un punt de E₁ en el seu interior,

Int (T) . Atès que E₁ forma part de la frontera de U, Int (T) talla U i també K.

El mateix pot dir-se de l'exterior de г, Ext (T) , perquè conté E2 . Així, U talla

tant Intг com Ext (T) i , essent connex, tallarà la poligonal г ; anàlogament ,

el conjunt connex K talla Int (T) i Ext (T) i , per tant, tallarà г. Amb això la

poligonal I talla U i també K i , per tant , ha de tallar OK, en contradicció amb

el fet que cap de les poligonals tallaven K.

D'una manera genèrica, podem dir que les propietats locals de les fun-

cions holomorfes valen globalment en un domini simplement connex. A més, la

validesa d'aquestes propietats caracteritza analíticament aquests dominis, tal

com ho especifica el resultat següent :

Teorema 6.22. Per a un domini U del pla complex són equivalents les afir-

macions següents:

a) U és simplement connex.

b) Per a tota funció f Є H(U) i per a tot cicle I contingut a U, hom té

Sr f(z)dz = 0,

c) Tota funció holomorfa a U té una primitiva holomorfa a U.

d) Tota funció harmònica real a U té una funció harmònica conjugada a U

i és, per tant, la part real d'una funció holomorfa.

e) Tota funció holomorfa i sense zeros a U admet una determinació del loga-

ritme a U.
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f) Tota funció holomorfa i sense zeros a U, admet una determinació de l'arrel

quadrada a U.

g) Per a tota funció u, harmònica i real a U, hi ha una funció f, holomorfa

i sense zeros a U, de manera que u = Log |f a U.

h) Tota 1-forma amb coeficients continus a U, localment exacta, és exacta a U.

Demostració. Si U és simplement connex, la conclusió del teorema de Cauchy,

fr f(z)dz = 0, val per a tota ƒ € H(U) i per a tot cicle г CU i , per tant , a)

b) . D'altra banda, b) c) pel teorema 3.13 .

-

La implicació c) d) ja ha aparegut en l'apartat 3.7.3 ; si u és harmònica

real a U, considerem la funció holomorfa ƒ = ux – iuy . Si F' = ƒ i v = Re F ,

llavors vx - ivy F' = ƒ = ux — iuy i , així, đu v i , per tant, u v és

constant igual a c. Aleshores F + c té part real u , i la seva part imaginària és

una funció conjugada de u.

= - = -

Si d) val i fЄ H(U) no té zeros , considerem h = Log f . Aquesta funció

és harmònica, pel corollari 4.31 . Si F és una funció holomorfa que té part real

h = Log |f | , aleshores eF és una funció holomorfa que té mòdul eRe F = | f | ; això

significa que e- Fƒ té mòdul 1 , fet que implica que és constant. Si e-Ff = e¹Ÿ ‚

F+ i és una determinació de log ƒ i val e) .

Si es compleix e) i ƒ € H(U) , f(z ) ‡ 0 per a z € U , existeix g − H(U)

amb f e9. Llavors la funció h e1/2g compleix h2=

comprovat f).

=
f i , per tant, hem

Ara veurem que f) a). En efecte si a) fos falsa , existiria , pel teorema 6.21 ,

una corba de Jordan tancada y CU i un punt a U amb Ind(y, a) = 1. Ara la

funció z → z - a és holomorfa i sense zeros a U i no pot tenir cap determinació

de l'arrel quadrada, perquè si ƒ Є H(U) complís ƒ² (z ) = z − a , hom tindria

1
=

z- a 2f' , i d'aquí

1 = Ind(y, a)

1 dz 1

= = 2

2πί z - a 2πί
1

f' (z)
dz.

f(z)γ

Això dóna 21 S₁₂ + dz = , però si posem г
=
foy, aquesta última integral

2πί γ f

val Ind (T , 0 ) , que és un número enter. Així doncs , ƒ) no seria certa .

Fins ara hem provat que les sis primeres afirmacions del teorema són equi-

valents .

L'afirmació g) és una conseqüència de d) . En efecte, si u és harmònica real ,

tindrem , per d) , u = Reg amb gЄ H(U) . La funció f = e9 és holomorfa

i sense zeros i |f| = e" , és a dir , u = Log fl .
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A més, si g) val , llavors podem provar ƒ) . En efecte , si g € H(U) no té

zeros , la funció Log |g | és harmònica i hi haurà ƒ € H(U) amb } Log | g | = |ƒ\ .

Això vol dir que és holomorfa a U i té mòdul 1. Per tant , és una constant

eia i la funció e¹a/2ƒ és una arrel quadrada de g .

f2

Finalment, provem l'equivalència: a) h). Sigui contínua i localmenta

exacta. Si U és simplement connex, a tot cicle I és homòleg a 0 respecte de U i,

pel teorema 6.19 , és fr w = 0 , que vol dir que o és exacta a U. Recíprocament

per a tot punt a ¢ U, la forma dz és tancada, i si val h) , serà exacta. En

conseqüència fr O o sigui Ind(T , a) = 0 sigui quin sigui el cicle I de U,
dz

z- a
=

1

z- a

que vol dir que U és simplement connex.

Observació 6.6 . És clar que l'afirmació e) és equivalent a dir que tota funció

holomorfa i sense zeros a U té una determinació de l'argument a U, afirmació

que, per f) , és equivalent a l'existència de determinació de l'arrel quadrada.

En canvi, en un domini no simplement connex hi pot haver funcions que

tinguin determinació de l'arrel quadrada sense que existeixi una determinació

del seu argument (exemple 1.21 ) .

6.6 El primer grup d'homologia d'un domini i el teorema

de de Rham. Homotopia

Sigui U un domini del pla complex . La relació г₁ ≈ T₂ (U) (T1 , T2 cicles

homòlegs respecte de U) estableix una relació d'equivalència en el conjunt de

tots els cicles de U. Designarem per Ĩ la classe d'equivalència de l i per H¹ (U)

el conjunt de classes d'equivalència . H¹ (U) s'anomena primer grup d'homologia

de U.

Considerem ara l'espai de les 1 -formes reals de classe C¹ i tancades a

U; representarem aquest espai per T(U) . Pel teorema de Green (6.2) , si

г₁ ≈г2 (U) , hom té √r, w = Sr, w. Això significa que

(Ĩ, w) = √ w

és una bona definició , és a dir , no depèn del representant escollit a la classe Ĩ.

Dins de T(U) hi tenim les formes exactes, és a dir, les de la forma w = dh

amb h Є C² (U) , que constitueixen un subespai de T(U) , que representarem

per E(U) . La relació d'equivalència: w₁ ~ w₂ si w1 - w₂ és exacta, té com

a conjunt de classes d'equivalència l'espai quocient T(U) /E(U) . Aquest espai

-
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quocient s'anomena primer grup de cohomologia diferenciable de U i es designa

per E¹ (U) .

Si w₁ - w₂ és exacta, evidentment és fr w1

cle г. Així, (Ĩ, ~ )

w₁ = Sr w2, per a qualsev
ol

ci-

Srw només depèn de la classe d'equiv
alència

de w a

T(U)/E(U) = E¹ (U) , que indiqu
em

per ~ . Resumi
nt

,

= ω

(Ĩ, w) =√

3

és una dualitat entre H¹ (U) i E¹ (U) , ben definida . Cada ≈ € E¹ (U) defineix

una aplicació

H¹(U)
I(w)

R

(Ĩ, w) = √ w.

Aquesta aplicació , I (@) , és , clarament , un morfisme de grups :

I(~)(n¹Ã¹ + n2Ã2) = n₁I(~) (F1 ) + n2I (w) (T2) , n1 , n2 E Z.

L'espai dels morfismes H¹ (U) → R s'anomena primer grup de cohomologia de

U i es designa per H¹ (U) * .

Teorema 6.23 (Teorema de de Rham) . L'aplicació ≈ → I (~) és una

bijecció entre E¹ (U) i H¹ (U)* .

La injectivitat significa que si w₁ , w₂ són formes tancades i fw1 = Sr w2,

per a tot cicle I dins de U, aleshores w₁ - w2 és exacta . Això ja ho sabem.
-

L'exhaustivitat significa que si assignem un número real , a (F) , a cada cicle г

de U de manera que a(T1 ) = a (T2 ) si г1 ≈ г2 (U) i a (n¹Ã1 +n2Ã2) = n₁a(T1 ) +

n2a(Ã2 ) , aleshores hi ha una forma w , tancada , tal que ſɲ w = a(Ã) per a cada г.

En el cas que U sigui simplement connex , és H¹ (U)* = { 0} i el teorema de

de Rham dóna E¹ (U) = { 0 } , és a dir , que tota forma tancada és exacta .

i,

ai, ie I.w = ai,

Per a tot domini U, es pot provar que H¹ (U) és un grup lliure commutatiu.

Això significa que si Ĩ¿ , i € I , són els seus generadors , els números a(Ĩ¿) , i € I ,

es poden assignar lliurement . Per tant , una forma tancada w és exacta si i

només si fr¸ w = 0, per a tot i Є I i per a qualsevol família (a; ) ;ɛ1 de números

reals, hi ha una forma tancada w a U tal que ſÃ¸ w =

La prova del teorema 6.23 es pot veure a [ 13, pàg. 154] . Aquí justificarem

el teorema de de Rham només en el cas particular que U sigui un domini n-

connex. Recordem que això significa que C * \ U té n components connexes:

la component Co , que conté ∞ , i n 1 components acotades C1 , ... , Cn - 1 ,
-
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C2

2

U

C3

C₁

Соо

3

Figura 6.6

que són conjunts compactes connexos de C. En aquest cas es pot provar que

H¹ (U) és el grup lliure commutatiu Zn- 1 , engendrat per uns camins tancats Yi ,

i = 1 , 2 , ... , n − 1 que fan una volta a cada "forat" , C1 , ... , Cn- 1 de U (fig. 6.6) .

Si U té vora regular a trossos llavors U és n-connex per a algun n de manera

que U té n components connexes , que són exactament C∞, C1 , ... , Cn - 1

i podem prendre ; = @Cj , j = 1 , ... , n - 1. En general , és suficient considerar

ε < min d(Cj , C₁ ) , jl, recobrir cada component C; per un nombre finit de

quadrats de costat més petit que ɛ i prendre com ; la frontera de la reunió

d'aquests quadrats .

Essent 71 , ... , Yn - 1 generadors de H¹ (U) , una forma w tancada en U és

exacta si i només S₁₁w == 0, j = 1 , ... , n - 1. En altres paraules, l'aplicació

I(~) de de Rham pot interpretar-se en aquest cas com

Yj

Yj

ω

j= 1 , ... , n- 1

L'exhaustivitat d'aquesta aplicació és fàcil de provar ara . En efecte, escollim

punts aj Є Cj , j = 1 , ... , n - 1 ; donats a1 , ..., an- 1 E C , la forma

3

1

Σπί

n--1

Σ

j=1

aj
Z

dz

-
-αj
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és tancada i compleix

L

13

n-1
1 dz

=

n-1

1- -20 -- -0 -

Σα
; ↓ Σαρθήκ = ακο

Yk
j=1

2πί z - αj
Yk

j=1

Veiem que, en aquest cas , E¹ (U) és isomorf a H (U)/H(U) ' , on H(U) desig-

na l'espai de funcions holomorfes a U i H(U)' és el subespai format per les

funcions que tenen primitiva holomorfa . Això és cert per a un domini U qual-

sevol , però no ho demostrarem aquí. També, en el cas general , en la definició

de T(U) i E(U) es pot escollir el grau de diferenciabilitat de les formes. Així,

podem treballar amb formes w Є C∞ (U) o bé considerar

T(U) = {w Є C(U) : w és localment exacta}

E(U) = {w € C(U) } : w és exacta , és a dir w = dh, amb h Є C¹ (U)} .

Un concepte molt relacionat amb l'homologia de camins és el d'homotopia.

Dues corbes tancades Yo , 71 : [0,1] → U són homòtopes a U si hi ha una funció

contínua

tal que H(t , 0)

=

H: [0 , 1 ] × [0 , 1 ] → U

Yo (t) , H(t , 1 )
=

=

=
Y1 (t) , per a tЄ [0 , 1 ] , i H (0 , s) H(1 , s) ,

per a sЄ [0 , 1 ] . La funció H s'anomena una homotopia entre Yo i 71. Podem

pensar en H com en una família de corbes tancades s (t) H(t, s) que es

deformen contínuament des de Yo fins a 71. No és difícil provar que si dos

cicles són homòtops a U, llavors són homòlegs respecte de U. El recíproc no

és cert ; per exemple, a l'obert U = C \ { −1 , 1 } , siguin a, ẞ els camins tancats

donats per a (t) = −1 + ¸²πit , ß (t ) = 1 − ¸²πit , 0 ≤ t ≤ 1 i considerem els cicles

T₁ = aẞa-¹ẞ-¹ , г2 = ßaß-¹a- 1 (aquí a- 1 designa el camí oposat de a i aßΓι

la composició de camins) . Llavors г1 , г2 són homòlegs respecte de U, però no

són homòtops a U.

α

Exemple 6.24 . Sigui U un obert del pla que sigui estrellat respecte d'un punt .

Si suposem, sense perdre generalitat , que 0 € U i que U és estrellat respecte

de l'origen (això vol dir que, per a cada punt z U, el segment [0 , z ] està

contingut a U) , llavors , per a cada número 0 < x < 1 , la dilatació z → λz

transforma U en si mateix, i quan X varia de 0 a 1 , defineix una homotopia

entre qualsevol corba tancada y CU i la corba nul·la reduïda a l'origen . Per

tant , tota corba tancada de U és homóloga a 0 i U és simplement connex. Un

cas particular és quan U és convex, perquè llavors U és estrellat respecte de

qualsevol punt de U.
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Si fixem un punt a € U i restringim totes les consideracions a camins tancats

d'origen i final a , la relació 71 ~ 72 si 71 , 72 són homòtops a U és una relació

d'equivalència. El conjunt quocient s'anomena primer grup d'homotopia o grup

fonamental amb punt base a , i es designa per II (U, a) . Per a punts a , b € U,

II (U, a) i II (U, b) són isomorfs i parlem, senzillament , del grup fonamental II (U) .

Aquest grup no és en general commutatiu . Un teorema bàsic de topologia

algebraica estableix que H¹ (U) és l'abelianitzat de II (U) (el quocient de II (U)

pel seu commutador) .

Evidentment , si II (U) és trivial , també ho és H¹ (U) . Malgrat que l'exemple

que hem posat abans mostra que dos cicles homòlegs no són necessàriament

homòtops, és cert que si H¹ (U) és trivial (tots els cicles són homòlegs a zero) ,

aleshores també II (U) és trivial (tots els cicles són homòtops en un punt) . En

particular, U és simplement connex si i només si II (U) és trivial .

Exemple 6.25 . Si U és simplement connex i tenim una aplicació contínua

Y: T → U, llavors y (T) és una corba tancada a U que , pel que acabem de

dir , ha de ser homòtopa a un punt . La funció H (t , s ) que defineix l'homotopia

dóna, per a cada s € [0 , 1 ] , una corba tancada que la podem parametritzar per

la circumferència de centre 0 i radi s . Obtenim així una extensió contínua de

y al disc tancat D. És a dir , tota aplicació contínua de T a U , simplement

connex, és la restricció d'una aplicació contínua de D a U.

Resumint , hem vist que l'equació dh = w = Pdx + Qdy, és a dir, el sistema

d'equacions

Әһ

Əx

Әһ

=
P,

=

მყ

Q ,

ӘР მი=
Əx

té tants impedi-
მყ

amb P,QE C¹ (U) funcions donades i complint

ments com generadors té H¹ (U) . Els oberts simplement connexos són els únics

dominis en els quals aquestes equacions es poden resoldre sense cap restricció.

En canvi , la mateixa qüestió per a 2-formes , és a dir , resoldre dw = 4 dx^dy,

on ara w = Pdx +Qdy és la incògnita (vegeu l'apartat 3.6.4 per a la definició

de du ) , equival a l'equació

მი ӘР

მუ მყ

= 4

amb una funció donada a U, la qual no té cap impediment per a un domini U

del pla. Això equival a l'anul·lació d'un segon grup d'homologia, H² (U) .

Com a observació final, cal dir que la definició de H¹ (U) d'aquesta secció

és específica per a dominis del pla, ja que utilitza la noció d'índex . En general,

els grups d'homologia en un espai topològic qualsevol es defineixen fent servir

altres conceptes .
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6.7
Funcions harmòniques a dominis n-connexos

Segons el teorema 6.22 , un domini U és simplement connex si i només si tota

funció harmònica real a U és la part real d'una funció holomorfa a U, és a dir

té una harmònica conjugada a U. Si U no és simplement connex i a € C és

un punt d'una component acotada de C \ U, la funció Log |za| és harmònica

a U i no té harmònica conjugada a U.

Així mateix, pel teorema 6.22 una altra vegada, sabem que U és simplement

connex quan tota funció u, real i harmònica a U, és de la forma u = Log fl ,

amb ƒ H(U) i sense zeros a U. En el teorema 5.20 s'ha vist que quan U és

una corona centrada a l'origen (exemple típic d'un domini 2-connex) , l'expressió

general d'una funció harmònica real a U és

u(z ) = a Log | z | + Re ƒ

amb f holomorfa a Ui a € R. Escrivint

u = aLog | z exp (-1 ) |

es veu que tota funció u harmònica real a U és de la forma a Log |g | amb g

holomorfa a U sense zeros i a una constant real. Tot seguit utilitzarem les

idees de la secció 6.6 per generalitzar aquest fet a tots els dominis n-connexos.

En la discussió anterior, si la constant a és entera, es pot escriure u =

aLog |g | = Log | ga | amb gª holomorfa (vegeu el teorema 6.27) .

Teorema 6.26 . Sigui U un domini n-connex, C1 , ... , Cn- 1 les components

acotades de C* \ U, Y1 , Y2 , ... , Yn- 1 un sistema de corbes tancades regulars que

generin H¹ (U) i aj Є Cj , per a j 1 , ... , n – 1. Llavors l'expressió general

d'una funció u harmònica real a U és

=

n- 1

1

u(z):
=

2π
Σa; Log |z − aj│ + Re ƒ

-

j=1

on f és una funció holomorfa a U i aj
=
Sods (Ñ indica el vector uni-

tari normal exterior a Y;) . En conseqüència, u és la part real d'una funció

holomorfa si i només si es compleix a; = 0 per a j = 1 , ... , n − 1 .

També

n-1

u (z ) = ) bj Log |fi|

j=1

--
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amb f; Є H(U) sense zeros i b; Є R, és l'expressió general de les funcions reals

i harmòniques a U.

ди

Demostració. Recordem que una funció u, harmònica a U, és la part real d'una

funció holomorfa si i només si la funció holomorfa h = ux - iuy = 23 té una

primitiva holomorfa a U; és a dir , si per a tot camí tancat y contingut a U,

hom té

[ h( z)dz = i f

d*u = 0,

γ Υ

ди

(6.7)

amb d*u = −udx+udy i S, d*u = √, ouds , on Ñ és el vector unitari normal

exterior ay (vegeu l'apartat 3.7.3) .

Si , com en la secció 6.6 , triem 71 , ... , Yn- 1 camins tancats generadors de

H¹ (U) , la condició (6.7) equival a

Yj

-
h(z)dz = 0 j = 1 , ... , n − 1 .

Ara, donada una funció u harmònica a U , considerem la funció holomorfa

associada h = ur - iuy, definim les constants aj , j = 1 , ... , n − 1 perux

[

h(z)dz

Yj

= i d*u = iaj

Yj

i posem

n-1
1

v(z) = u(z)
-

2π
Σa, Logz - aj .

-

j=1

La funció harmònica uj ( z ) = Log ❘z - aj❘ té la funció holomorfa associada

= -
hj
=

(uj ) -i( j)

1-
z-a;, de manera que ho Vx − ivy = h Σ ajh; és

n-1

1-

2π

j=1

la funció holomorfa associada a la funció harmònica v .

Com que

[ ho(z)dz = iak
Yk

=

-
1

2π

n-1

n-1

Σ

j=1

aj

Ykتا

dz

--
z - αj

-

iak - Σiajǝjk = 0, k = 1,2 , ..., n − 1 ,

-

j=1

resulta que ho compleix la condició ( 6.7) i , per tant, v = Reƒ amb f holomorfa

a U.
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Finalment, ens podem plantejar la qüestió de saber quines funcions u,

harmòniques i reals en un domini U, són de la forma u = Logg❘ amb g holo-

morfa i sense zeros a U. Si u = Log gl , llavors hom té

h = ux — iuy

g'
- =

g

i , per tant ,

1 1

d*u =

2π 2πί[h(z)dz

1
g' (z)

=
= Ind (g 0 7, 0) ,

Σπί
γ γ Y g(z)

que és un número enter, per a tota corba y tancada i continguda a U. Aquesta

condició necessària també és suficient .

Teorema 6.27. Si U és un domini del pla, una funció u harmònica i real a U

és de la forma u = Log |g | amb g holomorfa a U i sense zeros si i només si la

integral

1

2π/

d*u

Υ

pren valors enters per a tot camí tancat y contingut a U.

Demostració. Fem la demostració de la suficiència només en el cas de dominis

n-connexos. Amb les notacions de la prova del teorema 6.26 , hom té a; = 2πkj

amb k; Є Z. Llavors, per aquest mateix teorema, resulta

n-1 n

u(z) = Σk; Log | z − aj│ + Ref = Log II (z – a;)ki exp(ƒ)

-

j=1

-

i g = II”—} (z − αj) ; exp(ƒ) és holomorfa .

j=1
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6.8 Exercicis

1. Sigui U un domini del pla . Proveu que si la frontera de U a C no té cap

component acotada, llavors U és simplement connex .

2. Proveu que un domini U és simplement connex si i només si per a tot obert

acotat V amb OV CU, és VCU.

3. Siguin U1 , U2 dos dominis simplement connexos de C de manera que U₁ÑU₂

és connex i no buit . Proveu que U1 UU₂ és un domini simplement connex .

4. Proveu que la reunió d'una successió creixent de dominis simplement con-

nexos és simplement connex.

r -
5. Considerem el cicle I = 1 − 2 on y (t) = rjeit , 0 ≤ t≤ 2π , 0 ≤ r2 < r1 ,

j = 1,2 i sigui ƒ € C¹ (U) on U és un obert tal que r* U { z : Ind (T , z ) # 0} C

U. Proveu directament que val el teorema de Green per a T if (fórmula

(6.1) ) . Feu servir aquest resultat per a donar una prova del lema 6.7 .

6. Proveu que si Y és una corba tancada a C , llavors les components acotades

de C\ y* són simplement connexes, mentre que la component no acotada

és doblement connexa.

7. Proveu que si K és un compacte del pla i ƒ una funció holomorfa en un

entorn de K, aleshores ƒ és pot aproximar , uniformement sobre K, per

combinacions lineals de funcions de la forma z → 1 amb w K.
z-w

8. Proveu que dues corbes tancades que són homòtopes en un domini U també

són homòlogues a U. Proveu que el recíproc és cert per al domini U

C \ {0} .

9. Sigui ƒ : D
→

C contínua i posem y(t) = f(eit) , 0 ≤t ≤ 2π. Si w Є C

0, proveu que ƒ pren el valor w al disc unitat D.i Ind (v, w)

10. Sigui ƒ : D DD una funció contínua . Proveu que ƒ té un punt fix a D.

11. Demostreu el teorema fonamental de l'àlgebra, és a dir, que tot polinomi

P de grau més gran o igual que 1 té almenys una arrel complexa, calculant

Ind (Yr , 0) , on yr és la imatge del cercle C' (0 , r ) pel polinomi P.

12. Proveu que a tot domini U del pla que tingui els punts 1 i −1 en la mateixa

component connexa de C \ U, es pot definir una determinació de la funció

√1-22. Determineu tots els valors possibles de la integral

dz

1- z2
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quan és una corba tancada regular a trossos de U.

13. Enuncieu i demostreu una versió del teorema de Rouché (teorema 5.31 )

per a dues funcions f, g contínues en un compacte KC Ci holomorfes a

l'interior de K.

14. Sigui ƒ(z) = Σ Cnz" al disc unitat D i sigui F C D un conjunt tancat que

n=0

conté l'origen . Posem m = inf{ | f ( z ) | : z Є OF} i sigui N el nombre de zeros

de ƒ que pertanyen a F. Proveu que hom té

m ≤ co + c₁ + + |CN│ •

Proveu també que aquesta estimació millora si s'aplica a les potències suc-

cessives de f

15. Sigui U una corona centrada a l'origen. Proveu les afirmacions següents :

T1a) Si T₁ i F2 són dos cicles de U i ƒ € H(U) , llavors

Ind (F1,0) | f(z) dz = Ind(T2,0)f, f(z) dz.

b) Si fЄ H(U) no té zeros a U, llavors ƒ té una determinació del logaritme

a U si i només si es compleix Ind (ƒ o г , 0) = 0 per a tot cicle à de

U tal que Ind(T , 0) 0. Proveu també que en aquest cas, de fet , és

Ind(for, 0) = 0 per a tot cicle I de U.

16. Sigui I un cicle homòleg a zero respecte del domini U i ƒ € H(U) . Proveu

les fórmules següents :

1 1

|_ =
f(z)f' (z)dz = []↓ 1ƒ' (z) |² Ind (F' , z) dm( z) =

Σπί г π

===// Σ Ind (r , z) dm(w) .
π C zЄf- ¹ (w)

En el cas que Ind (T , z ) = { 0 , 1 } per a tot punt z г* , si posem G =

{z : Ind (T, z ) = 1 } , l'última integral és

1
-

= [[ # {z € G : f( z) = w}dm(w)П

i representa l'àrea de f (G) amb multiplicitats (el signe # indica el nombre

d'elements del conjunt que té a la seva dreta) .
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17. Sigui à un cicle regular homòleg a zero respecte del domini U i f, g € C² (U) .

Proveu les fórmules

i)

მყ

f

მყ

(109) ·T│dz + iif (199 ) · Ndz\ =

z)

i

2
='1'[[ Ƒ(z)Ağ(z) Ind (F, ≈) dm (z) +

+ 2i

Əz
C[[ 01 (2) 02 (2) Ind (r , z) dm(z ) .

ii)

iii)

მყ

[ ƒ· 39 dz \ = [ [ (ƒAg + f · ₹9) (z ) Ind (T, z ) dm ( 2 )

Əg

|dz |

af agƏg

√5.30 dz = √√ (3+მეล მე მყ

-
მყafaf ag

•

მყ მთ

(z) Ind (T , z) dm (z) .

Com sempre T, Ñ indiquen el vector tangent unitari i el vector normal

unitari exterior , respectivament , a г i z · w = Re(zw) és el producte

escalar real , identificant un número complex amb un vector de R² .

18. Calculeu

Sc(0.3 /2)

sh 5z

(1 +x2)z2

dz.

19. Sigui y l'el·lipse centrada a l'origen de semieixos a, b > 0, recorreguda en

sentit positiu. Calculeu

2π
dt

a² cos² t + b² sin² t

a partir del valor de Ind (y, 0) .

20. Sigui U un domini de C , n-connex i C1 , C2 , ..., Cn- 1 , C∞ les components

connexes de C* \ U (∞ € C∞) . Proveu que existeixen cicles F1 , F2 , ... , гn - 1

a U de manera que

Ind (Tj , a) = 1
si a € Cj ,

Ind (Tj , a) = 0 si a € (C \ U) \ Uj j = 1 , . . . , n − 1 .
-
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Proveu ara que per a tot cicle П de U existeix una única combinació lineal

a₁₁ + ... + an- 15n- 1 amb a1 , ... , an- 1 € Z, de manera que

+ an- in- 1 respecte de U.



Capítol 7

Funcions harmòniques

Amb els resultats de la secció 3.7 s'ha posat de manifest que, en el cas de do-

minis del pla complex, hi ha una vinculació important entre l'anàlisi complexa

i la teoria de funcions harmòniques. Només cal recordar, per exemple, que

tota funció harmònica real és localment la part real d'una funció holomorfa.

Més significativament, aquest vincle l'estableix el fet que, sempre localment ,

les funcions holomorfes es corresponen amb els camps vectorials que són alhora

conservatius i solenoïdals i que aquests camps són exactament els gradients de

les funcions harmòniques.

En aquest capítol estudiarem de forma sistemàtica les funcions harmòniques

i l'operador de Laplace en un context de variable real . Els problemes principals

que tractarem són el problema de Dirichlet , el problema de Neumann i la solució

de l'equació de Poisson. L'equació de Poisson, amb condicions de contorn , ens

porta també als problemes de Dirichlet i de Neumann no homogenis.

Atès que bona part del desenvolupament dels temes és en termes de variable

real , hem optat per treballar en el context natural , això és , en dominis de R" ,

destacant explícitament les especificitats del cas n = 2 i la relació amb la teoria

de les funcions holomorfes.

L'operador de Laplace apareix en la majoria d'equacions de la física ma-

temàtica clàssica , raó per la qual la relació entre funcions harmòniques o ho-

lomorfes i problemes de la física és d'un gran interès . Comencem el capítol

descrivint detalladament alguns exemples d'aquesta relació .

259
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7.1 Problemes de la física clàssica i funcions harmòniques

7.1.1 Distribució de la calor en el cas estacionari

Suposem que tenim una substància que ocupa un cos C a l'espai R3 , sobre

la qual es distribueix un flux de calor . Indiquem per T(x, t) la temperatura

en el punt x C a l'instant t . Quan la temperatura no depèn de t diem que

la distribució de temperatures és estacionària. També considerem el camp de

flux de la calor , Ħ(x, t) , que a cada punt i a cada instant indica la direcció

i la magnitud del flux de calor . D'aquesta manera, si S és una superfície

tancada continguda a C i Ñ el vector normal unitari exterior a S, S¸ ‹Ñ,Ñ) dA

representa el flux de calor que surt per S. La llei de Fourier estableix que , a

cada instant , es compleix Ĥ = −kỷT , on k > 0 és la conductivitat tèrmica.

Aquesta equació tradueix el fet intuïtiu que el flux de calor va de les zones més

calentes a les zones més fredes i amb una intensitat proporcional a la diferència

de temperatures . Unes altres variables que intervenen són la densitat p i la

capacitat calorífica c de la substància que ocupa el cos C ; podem pensar que

c(x) és la quantitat de calor necessària per augmentar un grau la temperatura

d'un gram de substància situada en el punt r. Suposem que B és una bola dins

de C amb frontera S; el flux de calor que entra per S entre dos instants t₁ < t2

serà

t2

H

√ √k(VT, Ñ) dA dt
t1 S

t2
эт

= k dA dt.

ON

Si hi ha fonts de calor amb densitat coneguda F(x, t) , la quantitat de calor que

ha entrat dins de B en l'interval de temps (t1 , t2) és

t2

F dV dt +

t2
эт

k dAdt.

ON[ [ +[ [t1 B t1 S

Aquesta quantitat de calor s'ha invertit en passar de la distribució T a l'ins-

tant t₁ a la distribució T a l'instant t2 ; per tant, és igual a

t2

-

√ c(x)p(x)(T(x, t2) − T(x, t₁) ) dV(x) = √ √"* c(x)p(x)

ᎥᎢ

Ət

dt dV(x).

B B t1

Igualant i aplicant el teorema de la divergència a la integral sobre S, resulta

t2rt2

=√√

F dtdV.

B

/

ᎧᎢ

Ət

-

↓↓ (c(x)p(x) – div(k(x)VT)) dt dV(x) =BJt1

Com que això val per a tota bola i tot interval de temps , s'arriba a l'equació

en derivades parcials que regeix la difusió de la calor ,

c(x)p(x) . - div(k(x)▼T) = F.

эт

Ət

-
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Quan c, p i k són constants es troba

a

эт

Ət

-
AT = F,

amb a constant .

En general, per a trobar la distribució de temperatura T(. , t) a tot instant

t > 0, cal conèixer la distribució inicial T ( · , 0) i les condicions de contorn a la

frontera de C. En el cas estacionari , veiem que T compleix l'equació AT = F,

i la distribució de la temperatura és una funció harmònica a les regions on

no hi ha fonts de calor . Les condicions de contorn poden ser, per exemple,

conèixer T a la frontera (temperatura ambient) o conèixer a la frontera (hi

ha aïllament tèrmic quan aquesta derivada és zero) . El problema

4

AT = 0, T(x) = x(x) , xЄ aC,

ƏT

ON

amb una funció definida sobre OC és un primer exemple del problema de

Dirichlet, i el problema

AT = 0,

ƏT

O
Ň

(x) =
(x) = x(x) , х є де,

amb una funció donada sobre OC, és un exemple del problema de Neumann.Ө

Les corbes de nivell de T, T(x, y) = c , són les línies isotermes. Si la funció

harmònica T té una funció harmònica conjugada Ĩ, les corbes de nivell de Ĩ,

que són perpendiculars a les isotermes (apartat 3.7.3) , són les línies al llarg de

les quals es mou el flux de la calor.

7.1.2 Camps newtonians

Un camp newtonià a R3 és un camp vectorial definit per una distribució de

massa, d'acord amb la llei de la gravitació de Newton. Si la massa és puntual

i situada a l'origen , el camp és , llevat de constants ,

X(x)
= --

x

x13

x Є R³.

Si la distribució de massa està donada per una densitat p en un cos C , llavors

cal sumar els camps definits per totes les masses infinitesimals p(y) dV(y) i el

camp és

X
-
y

X (x) = - √√ zy sp (y ) dV (y ).|xy
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Un camp newtonià sempre és conservatiu; tan sols cal observar que, en el cas

d'una massa puntual, hom té

Ꮖ

=

1

x3 |x|

En el cas d'una densitat p , sumant resulta

de manera que

-x У

|x − y|3P(y) dV(y)
= ✓

Sc =

1

||x − y|C

p(y) dV(y) ,
-

1

p(x) = √c \x = y\ ? (y) dV (y )cx -

és la funció potencial del camp . Aquest potencial s'anomena potencial newto-

nià. Les mateixes consideracions són certes per als camps elèctrics , ja que la

llei de Coulomb, que s'aplica en aquest cas , és formalment igual a la de Newton.

Un càlcul senzill mostra que en el cas d'una massa puntual unitat es com-

pleix

i, per tant, també

div

x

13
= 0 six # 0 ,

div

X У

√czy =
(P(y)dV (y) = 0 six ¢ C.

C
—

Això vol dir que el flux del camp X és zero sobre tota superfície que no

contingui massa en el seu interior . Ara bé, els camps newtonians no són so-

lenoïdals; en el cas puntual, si S és l'esfera de radi r centrada a l'origen , el

producte escalar (X, Ñ) val –Д . Per tant, el flux a través de S és

1

f (x,√‹Ñ‚ Ñ)dA = −4π.

Aquest també serà el flux a través de qualsevol superfície tancada que tingui

la massa puntual en el seu interior , com es veu aplicant el teorema de la di-

vergència a la diferència entre la superfície i una esfera . Així si S = C és una

superfície que tanca un cos C i no hi ha massa sobre S, resulta la llei de Gauss

que diu que el flux del camp a través de S val -4πM, on M és la massa total

continguda a C i que es formula amb la igualtat

√(x,

(Ñ, Ñ) dA
= −4π pdV.

S
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A les regions on el camp X i el potencial ☀ són prou regulars , el teorema

de la divergència dóna ſ¸ ‹Ã‚ Ñ) dA = ſc div XdV i hom té

div X = −4πρ , o bé div (gradÞ) = ΔΦ = -4πρ.

Aquesta darrera equació és un exemple de l'equació de Poisson . En parti-

cular , el potencial § és una funció harmònica a les regions lliures de massa o de

càrrega. Fins aquí , hem fet el plantejament a R³ ; ara bé, si p és independent

d'una de les tres variables , aleshores també ho és , per la qual cosa també

té interès l'estudi de l'equació de Poisson en dimensió dos . En aquest capítol

veurem detalladament en quins casos , efectivament , el camp o el potencial són

prou regulars i com s'ha d'interpretar l'equació de Poisson en general .

7.1.3 Flux d'un fluid ideal

a) L'equació de continuïtat . Considerem una regió de l'espai per la qual

circula un fluid , un líquid per exemple. Com podem descriure el moviment del

fluid? En primer lloc, cal considerar un camp de velocitats (x, t) que indica la

velocitat de la partícula que a l'instant t ocupa la posició x i també la densitat

del fluid, p(x, t) , de manera que

√

p(x, t) dV(x)

és la massa total de fluid contingut dins el domini C, a l'instant t . També

podem considerar les trajectòries t (x) que indiquen la posició , a l'instant t , de

la partícula que a l'instant t = 0 es troba a x; les trajectòries són les solucions

del sistema d'equacions diferencials

dy

dt

=
X(y, t) , y (0) = x.

Imposem, ara, el principi de conservació de la massa. Considerem una regió

Ca l'instant t i computem de dues maneres diferents la taxa de variació de la

massa de fluid que conté: d'una banda, és

d др

dt √ p(x, t) dV (x) = √ of (x , t) dV (x) .C Ət
C

D'altra banda, la massa que surt a través de la frontera de C, ho fa amb una

taxa igual a

√。 p(x, t) ( (X (x, t) , Ñ) ) dA(x) =√ div(pX)dV(x) .ac
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Canviant el signe de la segona taxa i igualant-la a la primera obtenim l'equació

de continuïtat:

др

Ət
+ div(px) = 0 . (7.1)

A aquesta mateixa equació s'hi pot arribar imposant que la massa de fluid que

conté (C) a l'instant t és constant al llarg del temps i ens serà útil reobtenir

(7.1) des d'aquest punt de vista: si Jt (x) designa el jacobià de la transformació

Pt, és

Jo. (c) P(x, t) dV(x) = [[ p(di (x), t)Ji (x) dV (x) .
Pt

Imposar la conservació de la massa significa , doncs, que s'ha de complir l'equa-

d

ció

0 = :(p(Þt (x) , t) Jt (x) ) = Jt
· J. (Of + grad(p) X) +

a

ρ
Ət

(Jt(x)) .
dt

Un càlcul demostra que (Jt(x))
მ

l'equació de continuïtat .

=

Ət

Jt(x) div(X) i dividint per Jt retrobem

El mateix càlcul serveix per a derivar integrals com ara

d

p(x, t)F(x, t) dV(x) ,
dt

(7.2)

on F és una funció escalar o vectorial. En efecte , fent el mateix canvi de variable

que abans, derivant sota el signe integral i utilitzant que pJt té derivada zero ,

obtenim per a (7.2) l'expressió

d[ p(or (x, t) , t)J, (x)F (oc(x), t ) dV (x) =dt C

OF

=√εp($i(x), t)J. (x) (JF (ø (x), t) + (X, VF(6, (x) , t) )dV(x) .

Tornant a canviar de variables , queda

d

1dt Jaco) P(x , t) (3+ ( X , F(x , t) )) dV(x).p(x, t) ,F(x, t) dV(x) =√ P(x, t)
pt (C) Pt (C)

Aquí VF actua component a component si F és vectorial . És costum utilitzar

la notació (X, ▼) per a designar l'operador ΣX;, de manera que el darrerΣXiari

terme s'escriu també (X, V)F.
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b) Fluids perfectes: les equacions d'Euler. Quant F = X, l'expressió

(7.2) és la variació de la quantitat de moviment , que , d'acord amb la segona

llei de Newton, cal igualar amb el total de forces que actuen a l'instant t sobre

Pt (C) . Aquestes forces tenen dues components, una d'externa i una d'interna .

Se suposa que les forces externes estan descrites per una densitat de força

externa per unitat de massa f(x, t) , de manera que

Souc, p(x, t)f(x, t) dV(x)

pt (C)

és el total de les forces externes. El principi de Cauchy estableix que les forces

internes actuen sobre la superfície que limita t (C) i són descrites per una

densitat superficial de força Σ(x , Ñ, t ) , de manera que

Jaate (x, Ñ, t)dA(x)
ӘФ (С)

=

és el total de les forces internes . Com sempre, Ñ indica el vector normal a

dò̟t(C). A més, Σ(x, Ñ, t) és lineal en Ñ, és a dir , és de la forma Σ(x, Ñ, t)

(S(x, t) , Ñ) , on S és una matriu, anomenada tensor d'esforços. Utilitzant el

teorema de la divergència podem escriure el total de forces internes sota la

forma

div(S (x, t))dV(x) ,

on interpretem que l'operador divergència actua a cada fila de S. Aplicant la

llei de Newton, obtenim les equacions d'Euler

p(x, t)

(을

ax

Ət
+ (Ñ‚ Ñ)X(x, t)

*) X (0,0))

= p(x, t)f(x, t) + div S(x, t) .

Un fluid es diu que és perfecte si les forces internes que actuen a cada regió

ho fan només en la direcció normal a la frontera de la regió , en cada punt . És a

dir , si es compleix S (x , t) = p(x , t)I, per a una certa funció p, que s'anomena

pressió interna del fluid i on I representa la matriu idèntica . En aquest cas , les

equacions d'Euler s'escriuen

p(x, t)

ax

(응
+ (X, V)X(x, t) ) = p(x, t)f(x, t) – ▼p(x, t) .X( 2,1) )

–

Observem que fins aquí tenim quatre equacions , la de continuïtat i les tres

que s'obtenen prenent components en les equacions d'Euler , però tenim cinc

incògnites: les tres components de X, pi p. El problema de descriure el

moviment del fluid no està, per tant, determinat .
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dt

c) Fluids incompressibles. Un fluid es diu que és incompressible si el vo-

lum de ot (C) es manté constant respecte de t , per a tota regió C'; això equival

a imposar Jt (x) = 1 , és a dir , div (X) = 0 ; per l'equació de continuïtat , també

equival a dir que ap(Þt (x) , x) = 0 , que significa que la densitat es manté cons-

tant al llarg de les trajectòries. Per a un fluid perfecte i incompressible tenim

llavors una equació més, en total cinc , i en principi aquestes cinc equacions hau-

rien de ser suficients per determinar el moviment , a partir de condicions inicials

o de contorn. Si el fluid , és a més a més, homogeni , en el sentit que la densitat

p és constant respecte de x, llavors es incompressible quan p és constant també

respecte de t. Les equacions d'Euler que controlen el moviment del fluid , són

en aquest cas , si suposem p = 1 ,

ах

Ət
+ (X, √)X(x, t) = f(x, t) – ▼p(x, t) , div(X) = 0 .: =

(7.3)

Per determinar completament el moviment , típicament necessitarem condicions

inicials sobre p, X i també condicions de contorn sobre X. Per exemple, si el

moviment té lloc dins un tub U amb parets impermeables , una condició de

contorn natural és (X, Ñ) = 0 a la frontera de U, on Ñ és el vector normal

a aquesta frontera.

X

Un concepte important és la vorticitat , §, d'un fluid . Aquesta magnitud

mesura la tendència a girar del camp de velocitats i es defineix com el

rotacional de X, és a dir , § = rot (X) = √ × X. El fluid s'anomena irrotacional

si § = 0. Per a fluids perfectes , incompressibles i homogenis (suposem p = 1 )

les equacions del moviment poden expressar-se en termes de la vorticitat de la

manera següent :

Suposem, per simplificar , que no actuen forces externes , és a dir , f (x , t) = 0 .

La identitat

1

¦'ñ |x |² = ñ × (≈ × x) + (Ñ‚ Ñ) X
2

substituïda a la primera equació de (7.3) dóna

ax

Ət

1

-+ ¦ÿ( |×|²) − × × (≈ × x) = −√p(x, t) .
=

Prenent rotacionals els gradients desapareixen i resulta

√ × (X × §) = 0 ,

Ət

que és el mateix que

aε
-

Ət - { ‹§‚ Ñ)× – §‹Ñ‚ Ñ) – ‹Ñ‚ Ñ)§+ Ñ‹Ñ‚§} } =

0.
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El darrer terme és zero (divergència d'un rotacional) i utilitzant div(X)

(▼, X) = 0 , les equacions d'Euler s'escriuen

aε

Ət

-

=

(§, ▼) + (X, ▼)§= 0 , div(X) = 0 . (7.4)

d) Fluids en un pla. En el cas de fluids plans , la vorticitat § només té

efectiva la tercera component, que anomenem §, i el segon terme de la primera

equació de (7.4) és nul . Les equacions d'Euler queden

aε

Ət
+ (X, ▼)§ = 0 , _div (X) = 0 .

=

Suposem que la regió U del pla on té lloc el moviment és simplement connexa;

llavors la condició d'incompressibilitat sobre el camp X = (u , v) és ux + Vy = 0 ,

que ens diu que -v dx +u dy és una forma tancada i , per tant , exacta. Existeix ,

doncs, una funció (x, y, t) tal que u = Vy, v -x (s'acostuma a escriure

X = √¹↓) . Per a t fix , les línies de corrent són les corbes de nivell de . En

termes de , la vorticitat és έ -A . Si imposem la condició de contorn

= 0 a la frontera de U, llavors aquesta frontera ha de ser una corba de

nivell i , afegint-hi una constant , podem suposar = 0 a la frontera . Amb tot

plegat, el moviment d'un fluid pla , perfecte, incompressible i homogeni queda

descrit per les condicions

Ət

=

+ (Ñ‚Ñ)§ = 0 , _A¥ = −§, ¥ (x) = 0 ,(X, -ξ, x € ƏU, X = √±√.

Si coneixem § en un instant t , llavors coneixem & i , per tant, ✈ també a

l'instant t. Així, § determina , amb la qual cosa només necessitem conèixer

la vorticitat inicial .

Si el moviment del fluid té lloc en un obert U de R³ , simplement connex,

llavors hi ha una funció potencial Þ tal que X = √ò̟ i arribem a l'equació deVi

Laplace

ΔΦ = √² = 0

a U. En aquest cas, les condicions de contorn naturals consisteixen a prefixar

el valor de (X, Ñ) :
= მი

ON
a la frontera de U, i queda plantejat un problema de

Neumann.
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n

7.2 Funcions harmòniques a dominis de R"

7.2.1 El laplacià

És clar que l'aparició de l'operador de Laplace en les equacions de la física

matemàtica es pot explicar per les lleis de la física tal com hem fet en la secció

anterior, però també es pot justificar des d'una perspectiva matemàtica.

Les lleis de la física clàssica utilitzen mesures de posició i de temps referides

a un sistema de referència i a un origen de temps. Posem que les coordena-

des (x1 , x2 , ... , xn) designen la posició d'un punt de R" respecte d'uns eixos

cartesians i un origen de coordenades. Considerar uns altres eixos cartesians

i un altre origen significa passar de les coordenades (x1 , ... , xn ) a unes altres

(y1 , ... , yn) ; la relació entre els vectors columna X és

del tipus

Ỷ = A + OX

-0-0-

= =

on A és un vector de translació i O és una transformació unitària , és a dir ,

que preserva les distàncies o el producte escalar , propietat que es tradueix en

la condició Ot 0-1 (Ot és la trasposta de O) . La transformació X → Ỷ

s'anomena desplaçament de R" i el conjunt de tots els desplaçaments és un

grup de transformacions de R".

Els operadors diferencials lineals s'expressen , en un sistema de coordenades

x = (X1 , X2 , ... , xn ) , per

L= Σ aa(x)Dª.

Ja≤N

Aquí, a = (a1 ,..., an) és un multiíndex , |a | = a1 +... +an és la seva longitud,

მ მ

Da =
αι

მი"

i aɑ(x) són funcions. El número natural N és l'ordre de l'operador . Els opera-

dors diferencials actuen sobre les funcions u segons u → Lu= Σ a。(x)Dªu(x) .

|a|≤N

Sip : Rn R" és un difeomorfisme (un canvi de coordenades general) , ano-

menarem *L l'operador definit per l'equació

(4*L)(v) 04 = L(v 0 4) .

Si L =
Σ ɑɑ(x)Da, llavors 4*L tindrà una expressió Σb (y)Dº , que ob-

|a|≤N
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tindríem reiterant la regla de la cadena i identificant coeficients en la igualtat

Σbß(y)D&v = Σaa(x)Dª(v ¤ 4) .

Direm que L és invariant per y si *L = L, és a dir , si (Lv) o 4 = L(v 0 4) ,

per a qualsevol funció v .

Naturalment, els operadors de la física clàssica no poden dependre d'una

elecció arbitrària dels eixos i de l'origen de coordenades. Dit d'una altra mane-

ra, si descrivim fenòmens que veiem invariants per desplaçaments, els operadors

que fem servir també han de ser invariants .

Teorema 7.1 . Els operadors diferencials L que

desplaçaments són, exactament, els del tipus L

d'una variable i ▲ el laplacià.

=

són invariants pel grup dels

P(A) on P és un polinomi

Demostració. Observem , en primer lloc , que es compleixen les regles naturals

(41 042)(L) = (41 ° 42) * (L)

4*(L1 ·L2) = *L1 ·4*L2 ,

si 1 , 2 són difeomorfismes de Rn i L1 , L2 operadors diferencials lineals .

Per tant, per a veure que tot operador de la forma P(A) és invariant pel

grup de desplaçaments és suficient veure que ▲ ho és per les translacions i les

transformacions unitàries . La invariància per translacions és òbvia. Si és unaφ

transformació unitària de matriu O = (ui,j ) , llavors y₁ = ❤i(x) = Σ Uijxj i

n

j=

hom té

▲(v04)(x) = ▲[v (41x,... , ❤nx)]▲ [v(41X, ... , 4nX) ] = ▲ | v

=

მ2

V

-Σ Σ

=

=

k=1

n

θαλ

n

j

U1jXj ,

n

Σ UljXj , UnjXj
=

j

Σunjxj

1

გ2ა

j

n

ΣΣΣΣ

n

a²v

n

·Upk =

k, p= 1 j= 1

ΣUpkUjk =

n

=

-Ирkujk

მყ„ მყ 5

a²v

Spi
=

=

n

p,j=1
მყიმყj

k=1
მყ, მყე

P,j=1 p=1

მ2 .
=

(Av)(y) .
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Recíprocament , suposem que L = Σaa(x)Da és invariant pels desplaçaments .

La invariància per translacions obliga que cada aa sigui constant . A la igualtat

(Lv) 0 0 = L(vo O) , vàlida per a tota transformació unitària O, posem-hi la

funció vε (x) = esa , on § . x = 1x1 + ··· +Enn. Com que vε (Ox) = es·Ox =

eotέ.x , obtenim

·

Σªa(0°f)º¹
L(vε ° O) (x) = ΣaaDª[e¤¹¤·x]

=
Σaa(Ot§)a¹ ... (0¹ )anet ,

α α

que escrivim en la forma [Σaa (0° ) °] e0°E: #¸[Σ (0° ) º ] e0* - * . D'altra banda, hom té Lvg (r) =

(Σaasa) efzα

α

Παξο efz i Lvε (Ox) = (Σaas
a
) e

seqüència, ha de ser

α

e§.Ox =

Σaa§ª = Σaa(O¹g)ª

α α

( aaa) eo's.

eotε.x. En con-

α

α

per a tota matriu unitària O. Això és el mateix que dir que el polinomi Σɑɑ§ª

és radial, és a dir , pren valors constants en esferes , la qual cosa només és possible

si és de la forma P( |§| ² ) .

Sovint, en aquest capítol, utilitzarem les identitats de Green, que són

fórmules integrals en les quals intervé el laplacià i que es dedueixen del te-

orema de la divergència. Sigui U un domini acotat de R" de manera que ƏU

sigui una hipersuperfície regular i orientem OU amb la normal unitària exterior

Ñ. Si u, v són dues funcions dues vegades diferenciables en un entorn de U amb

Au, Av funcions contínues a U i apliquem el teorema 3.32 al camp X = u√v,

obtenim la primera identitat de Green:

น ·

მა

Lou"INON

dA u▲v dV.

+/ uz=↓↓ +
(▾u, Ỹv) dV (7.5)

Permutant u i v al terme de l'esquerra de (7.5) i restant les dues igualtats

corresponents obtenim la segona identitat de Green:

b

მა ди

и - V- dA =

√ (uAv - v▲ u) dv.

-
(7.6)

au ON ON U

En particular , prenent u = v a (7.5) i v = 1 a (7.6) , resulta

ди

[ you dA = √ √Ñu² dV + [ usudvLov

მ

auLowON

dA = AudV. (7.7)
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Aquestes fórmules són certes quan ambdós membres tenen sentit i són finits .

Per exemple, quan u és harmònica a U i contínua a U hom té

Lovau

ди

น dA

ON

ди

=

dA = 0.

↓ u dv
(7.8)

(7.9)

Com a cas particular, retrobem el que ja havíem vist en la secció 3.7 : si u és

harmònica, el camp Vu és conservatiu i solenoïdal .

Exemple 7.2. Les identitats de Green, en el cas n = 1 i U = (a , b) , esdevenen

-

u(b)v′ (b) = u(a)v' (a) = √s[a,b ]'

น

მა

дп

=

[ (u'v' + uv" ) dx ,a

b

u(b) v′ (b ) — u(a)v′ (a) — v(b)u′(b) + v (a)u′(a) = [" (uv″ – vu″ ) dx

i es redueixen al teorema fonamental del càlcul .

a

D'ara en endavant , si U és un obert de R² , farem servir les notacions habi-

tuals següents:

C' (U) = {ƒ : U → R : ƒ té derivades parcials contínues fins a l'ordre r} ,
-

0≤r≤ +∞ , amb Cº (U) = C(U)

C' (U) = {ƒ € C™ (U) : spt (ƒ) és compacte} , 0 < r < +∞

-
Lloc(U) = {ƒ : U → R : ƒ és integrable sobre cada compacte de U}

Lº(U) = {ƒ € Lº (U) : spt (ƒ) és compacte} , 1 ≤ p ≤ +∞

on LP (U) són els espais de Lebesgue de funcions integrables sobre U.

7.2.2 La propietat de la mitjana

Recordem la definició de funció harmònica donada ja en l'apartat 3.7.2 .

Definició 7.3. Una funció u, que suposarem que pren valors reals, definida i

dues vegades diferenciable en un obert U de Rn , és harmònica a U si compleix

l'equació

Δυ

n

2-ա
su= = x²

i=1

= 0 a U.
(7.10)
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En tot aquest capítol no descartem pas el cas n = 1, i, de fet, ens ajudarà de

vegades a entendre més bé la situació quan n ≥ 2. Què és una funció harmònica

en un interval I de R? En aquest cas , l'equació (7.10) és u″ = 0 , que equival

a u' = a, constant , o bé a u(x) = ax + b, amb a, b constants . És a dir , les

funcions harmòniques en una variable són exactament les funcions lineals .

Exemple 7.4. Analitzem quan un polinomi P(x)

k

=

α

cara és harmònic .

Aquí a = (a1 ,..., an) és un multiíndex i xª = x²¹xxxa¹x22 ...xan . Podem posar

P = Σ Pk, on Pk agrupa tots els termes amb |a| = α1 + α2 + ... + an = k;

Pk és un polinomi homogeni de grau k . Observem que ▲Pk és un polinomi

homogeni de grau k - 2 , i en conseqüència P és harmònic si i només si cada

terme Pk ho és. Quan k = 1 (termes lineals) , Pi és sempre harmònic. Un

polinomi homogeni de grau 2

n n

P₂(x) = Σa;x² + Σ AijXiXj

+ a2

i=1 i,j=1

i#j

és harmònic si i només si a₁ + a2 +··· + an = 0. A partir de k = 3 no és senzill

caracteritzar quan un polinomi homogeni de grau k és harmònic en termes

dels seus coeficients . Els coeficients han de satisfer un sistema d'equacions

lineals , on el nombre d'equacions depèn de k i de n. Per exemple, si n == 2 ,

k = 3 el polinomi homogeni P(x, y) = ax³ + by³ + cx²y + dxy² és harmònic si

i només si 3a + d = 0 ic + 3b = 0, és a dir, si i només si és una combinació

lineal dels dos polinomis x³ - 3x² , y³ – 3yx² . Si n = 3, k = 3 el nombre de

coeficients (la dimensió de l'espai de tots els polinomis homogenis) és 10 i el

nombre d'equacions és 6 , amb la qual cosa la dimensió de l'espai dels polinomis

homogenis de grau 3 a R3, harmònics, és 4.

3 -

El terme harmònic s'associa , més aviat , a les solucions de l'equació

ΔυAu = λυ, VER (7.11)

(funcions pròpies del laplacià) . En una variable, hom coneix les solucions de

l'equació (7.11 ) : si X > 0 , la solució és

i si X < 0,

u(x) = Аe√x
x
+ Be¯√xx¸

u(x) = Asin √λx + B cos √-xx,

on A, B són constants . Les úniques solucions que es mantenen acotades quan

x Є R són les funcions sin √-Xx , cos √-λx , que són les que apareixen en els
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desenvolupaments en harmònics de les funcions periòdiques . En dimensión > 1

és més complicat estudiar l'equació (7.11 ) , anomenada equació de Helmholtz.

Entre les seves solucions hi ha els harmònics esfèrics, funcions que, en certa

manera, fan el mateix paper que el sinus i el cosinus en una variable.

n

Recordem que fem servir la notació |x | per a la norma de x a R" i B(a , r) =

Br(a) {x = Rn : | x − a < r} és la bola de centre a Є R² i radi r > 0 .

Així mateix, S(a, r) ƏB(a, r) = {x Є R² : | x − a | = r} és l'esfera

=

=

-

Sr(a)
=

corresponent . Posarem també B = B (0 , 1 ) i S = S(0 , 1 ) .

Per tal d'entendre què imposa la condició Au = 0 a una funció u, dues

vegades diferenciable al domini U, considerem el desenvolupament de Taylor

de u al voltant d'un punt a EU:

-

u(x) = u(a) + (Ñu(a) , x − a) + ¦ Hu (a) ( x − a, x − a) + o( |x − a¦² ) .

Aquí vu(a) és, com sempre, el gradient de u en el punt a i Hu(a) el hessià , de

manera que el terme homogeni d'ordre dos és

1

¦—Hu (a) (x — a, x —x − a)
- = -

2

n

Σ

i,j=1

-

22u

·(a) (xi — ɑ¿) (xj − ɑj) .

-

θα θα;

Amb l'objectiu d'aïllar en aquest desenvolupament els termes d'ordre dos

amb i = j , prenem una bola de centre a , de radi r > 0 prou petit per tal que

B(a, r) CU i integrem el desenvolupament de Taylor de u sobre l'esfera S(a, r) .

Dit d'una altra manera , posem x = a + rw amb | w❘ = 1 i integrem respecte de

dA(x) = p²- ¹do(w) , on do és la mesura sobre l'esfera unitat, S = S(0,1) , de

Rn. Hom té

√sar, u(x)dA(x) = p²−1 [u(a + rw) do(w).

Designem per cn = do(S) (2π si n = 2, 4π si n = 3,...) l'àrea de S. El valor

mitjà de u a S(a , r) és , llavors ,

11

Cnr
n
- 1

S(a , r)
√s(ar)rn - 1 for u( x) dA (x) = ==Cn Js

n
1

[u(a + rw) do(w)

22u

= u(a) +
2cn

i=1

=

მე?

=

(a)r²[w? do (w) + o(r² ).

0 i fs wiwj do(w)
=

0 si ij,Aquí hem utilitzat el fet que fs wi do(w)

perquè es tracta de funcions que tenen integrals de signe oposat en cada semi-

esfera. Ara bé, és clar que fs we do(w) no depèn de i i val , per tant, ca. Així,n
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si designem per M(u, a , r ) el valor mitjà de u a S(a, r) , resulta

1

Au(a) = lim
M(u, a, r) - u(a)

2n r→0 r2

Aquesta igualtat implica el fet següent: si per a un punt a EU hom té

M(u, a, r) = u(a) per a r arbitràriament petit , llavors Au(a) = 0.

Definició 7.5 . Si u és una funció contínua al domini U de R" , es diu que u

compleix la propietat de la mitjana a U si

1

u(a)
=

Cnr
n
- 1 √star) u(x)dA(x)

=

1

[u(a + rw) do(w),Cn Js

sempre que S(a, r) CU.

S(a,r)

Exemple 7.6 . En dimensió n = 1 la propietat de la mitjana per a una funció

u contínua a R s'escriu

И

1

(a+ b) = ½ (u(a) + u(b)) , a, bɛR.
(엫

2

Vegem que les funcions que tenen aquesta propietat són exactament les

funcions lineals u(x) = m + nx. En efecte, en primer lloc és immediat de

comprovar que una funció lineal u(x) = m + nx té la propietat de la mitjana .

Recíprocament, suposem que u té la propietat de la mitjana i sigui v la funció

lineal que coincideix amb u en x = 0 i x = 1 , de manera que h = и v té

la propietat de la mitjana i s'anul·la en els punts 0 i 1. Aleshores h ( ) = 0 i ,

reiterant , resulta h( 4 ) = h ( 2 ) = 0. Aplicant successivament aquest raonament ,

veiem que h s'anul·la a tots els punts diàdics , k = 0,1 , ..., 2" , i com que

aquests punts són densos a [0 , 1 ] i h és contínua, arribem a la conclusió que h

és idènticament nul·la a [0 , 1 ] . Prenent a = 0 i bЄ [1 , 2 ] la propietat de la

mitjana implica aleshores que h és nul·la a [ 1 , 2 ] i així successivament . Això

dóna h = 0 i uv és lineal.

Acabem de veure que a la recta les funcions que tenen la propietat de

la mitjana són les lineals, és a dir , les funcions harmòniques . Ens propo-

sem de provar això mateix en qualsevol dimensió. Abans de la definició 7.5

ja hem obervat que si u és dues vegades diferenciable i té la propietat de

la mitjana, aleshores u és harmònica . Ara bé , resulta que la propietat de la

mitjana per a u implica que u és infinitament derivable . En efecte, sigui x

una funció de classe C amb suport compacte dins de la bola B(0 , 1 ) , radial

(és a dir , de la forma x(x) ( x ) per a alguna funció ) i normalitzada
=
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per √x(x) dV(x) = 1. Posem Xɛ (X) = ε¯"x(x/ɛ) . Si d(x , Uc ) > ɛ , la fun-

y→ Xε (xy) té suport contingut a B(x, ɛ) CU i hom té
ció y →

(u * Xε) (x)

= B(x, ε) –

u(y)xɛ(x − y) dV(y)

= √20,

u(x − y)xɛ(y) dV(y)

:

=

B(0,ɛ)

= - n
-

·√B (0, u (x − y)e¯ " x (y /€) dV = √₂ u(x − €y)x(y) dV (y) =
B(0,ε)

=[' [u(x − ery) v)(r)r" —¹ do(y)

=

S

1

-

B

dr =

€₂u(x) [* 4) (r),* —¹ dr = u(x)↓ x(x) dV(x) =u(x).

Així, hem vist que (u * Xɛ ) -la convolució de u i Xɛ- coincideix amb u a

{x : d(x, U) > ɛ} si u té la propietat de la mitjana. Com que ɛ és arbitrari i

u* Xε és clarament de classe C (vegeu la proposició 7.36) , resulta u € C∞(U) .

Hem demostrat , per tant, una part del teorema següent :

Teorema 7.7. Una funció contínua al domini U té la propietat de la mitjana

si i només si és harmònica a U.

Demostració. Només ens falta veure que tota funció harmònica té la propietat

de la mitjana. Mirem, senzillament , la derivada respecte de r del valor mitjà

M(u, a, r) de la funció harmònica u a S(a , r) : hom té

d

drM(u, a , r) =

1

fu(a+ rw) do(w)

=

=

dren u

1D; u (a + rw )w ; do ( w ) =
Cn JS

=

=

Cn Js ON

1 ди

(a + rw) do(w) =

ди

(x) dA(x) = 0

1

I
(ar) O

N

Cnr
n
- 1

d'acord amb (7.9) aplicat al domini B(a , r) . Per tant , M(u, a, r) és constant

respecte de r, i com que lim,→0 M(u, a, r) = u(a) , resulta M(u, a, r) = u(a).

Així, hem acabat la prova del teorema.
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Observem que hem provat també que tota funció harmònica és de classe C∞.

Si una funció u té la propietat de la mitjana al domini U en el sentit de la

definició 7.5 , també té la propietat de la mitjana respecte de boles , en el sentit

següent:

u(a)
=

n

Cnrn

u(x) dV(x) si B(a , r) CU.

B(a, r)

=

n

(7.12)

El coeficient que porta la integral està justificat perquè el volum de la bola

B(a, r) és ftn-¹cn dt Cnr . Per a provar (7.12) integrem en coordenades

polars i fem servir la propietat de la mitjana respecte d'esferes:

n

-1

[p(ar) u(x) dV(x) = ['" [ u(a + sw)s " −¹ do(w) ds =

=√

S

рп

s¹−¹cnu(a) ds = —cnu(a) .

n

Una conseqüència útil de la propietat de la mitjana és la següent :

Teorema 7.8 (Teorema de Liouville per a funcions harmòniques) .

Una funció harmònica i acotada a Rn és constant.

Demostració. Si la funció u compleix les hipòtesis del teorema, aplicant (7.12)

per a cada a ЄR" i cada r > 0, resulta

n

u(a) - u(0)
=

Cnrn

x-al<r
u(x) dV(x) – Jul

-

- Juice u( x) dV ( x) } .

Posant ||u||∞ = sup{ | u (x) | : x = R^ } tenim

-
|u(a) — u(0) | ≤

n

Cnr
n

-||ul|∞ dV(x) +

|xa| <r, | x | >r |xa|>r, | x | <r

n
-

Cnr
n

рп

||u||∞ dV ({x : r − | a | < | x | < r + | a| }) =

((r + |a|)" — (r — | a|)") = O(r− 1) .
- -

Fent r → ∞ veiem que u(a) = u(0) , per a tot punt a Є R".

dV

dv(2)} ≤

En el cas n = 2, podem utilitzar la relació entre funcions holomorfes i

funcions harmòniques per a donar una versió més forta del teorema anterior.
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Teorema 7.9. Si u és una funció harmònica en el pla i es compleix

u(z) = c Log | z | + O( 1) , quan | z | → ∞ , amb c constant,

llavors u és constant. En les mateixes condicions, si u(z ) = c Log | z | +0(1) , lla-

vors u és idènticament nul·la.

Demostració. Si ƒ és una funció entera amb Ref = u, llavors F = ef és també

entera i

Re f(z )
|F(z) | = eRe.

per a algun N, natural.

essent de la forma F

= eu(z) = O ( | z |N)

Per l'exercici 11 del capítol 4, F és un polinomi i ,

ef, F no té zeros , i en conseqüència F és constant .

Això implica que ƒ i u també són constants.

=

7.3 Potencials newtonians i logarítmics. Fórmules de des-

composició de Riesz

Quins exemples de funcions harmòniques en un domini U de R" coneixem?

Quan n = 2 , en tenim molts perquè només cal prendre u = Ref amb f

holomorfa, però si n > 2 , només apareixen de manera òbvia funcions com les

lineals, u(x) = Σ aixi + b amb ai , bЄ R.

n

i=1

Exemple 7.10 . Evidentment, si m < n i u és una funció harmònica de m

de les variables x1 , x2 , ... , xn , aquesta mateixa funció interpretada a R" com

a funció independent de les n - m variables restants és també harmònica allà

on estigui ben definida . Per exemple, si i , j són índexs arbitraris diferents, la

funció Log(x² + x² ) és una funció harmònica a U = {x € R² : x² + x² ‡ 0 } . Si

2 < k < n i prenem k coordenades de x , per exemple les k primeres , la funció

( x² + x² + · · · + x 2 ) ¹ – és harmònica a U = { x € R² : x} + x² + ··· + x² ‡ 0 } .2 1-

Atès que el laplacià commuta amb les rotacions (les transformacions unità-

ries) , sembla natural mirar també les funcions radials . Com ha de ser una

funció : (0 , ∞ ) → R per tal que u(x) ( x ) sigui harmònica? Posant

r = |x| resulta, per càlcul directe,

მუ Xi ди

=

a²u

==
❤'(r)2 ,

=

Əxi r Əxi Əx²

1

Xi

x" (r) =3 +x′ (r) = − q′(r)x; };

-

r

▲u = 4" (r) + ng′ (r) — — 4′ (r) — = 4″ (r) + " = ¹p′ (r) .
Δυ

-
=

r

-

(7.13)
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n--1

Ens trobem, per tant , amb l'equació p″ (r) + n=¹y′ (r ) = 0 , que dóna 4′ (r)

Cr¹-n, C constant, i

4(r) = k₁r²−n + k2 si n > 2

(r) = k₁ Logr + k2
si n = 2,

=

0,amb k₁ , k2 constants. Aquestes funcions tenen una singularitat per a r =

és a dir, tendeixen a ∞ quan r → 0. Per tant, no hi ha funcions harmòniques

radials en un disc que no siguin constants . Hi ha també una relació directa

entre el fet que una funció radial i harmònica en una bola sigui constant i la

propietat de la mitjana. D'una banda, és evident que si u és radial a una bola

centrada en a i té la propietat de la mitjana (és a dir, és harmònica) , llavors u

ha de ser constant , u = u(a) . D'altra banda , si u és harmònica, la invariància

del laplacià respecte del grup Σ de les rotacions implica que la funció

v =
1 (u og) dg
Cn JE

2π
1

(v(z) = 27 √ u(e¹® 2) do, sin =
u(eioz) 2

2π 0

també és harmònica i, essent radial , ha de ser constant .

La funció

dn |x | 2- n sin > 2

G(x) =

=

dn Log | x | sin = 2

s'anomena solució fonamental del laplacià amb pol a l'origen . La constant dn és

una constant de normalització que triarem més endavant . Sabem que G(x)

és una funció harmònica a R" \ { 0} . Traslladant a un punt a € R" , G(x − a)

s'anomena solució fonamental del laplacià amb pol a. Com que G(x - a) és

harmònica per a xa, resulta que la funció

N

u(x) = Σc;G(x − ai)

i=1

-

és harmònica a Rn \ {a1 , ... , an} si c; són constants i a1 , ..., aN € R” .

També podem considerar "sumes infinites" , és a dir integrals , en lloc de

sumes finites i posar

u(x) = [ þ(y)G(x − y) dV(y) ,K

on K és un compacte de R" i és contínua sobre K.

Per a donar sentit a aquestes integrals necessitem provar la integrabilitat

local de G.
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-
Lema 7.11 . Fixat x Є R" , la funció y → G(x − y) és integrable sobre cada

compacte de R".

Demostració. És suficient provar que G(y) és integrable sobre una bola B(0, R) .

Treballant en polars , si n > 2 , hom té

B(0,R)
G ( 1) dV (v) = √1 (0.8)

: dn |y | 2 ― n dV (y ) =
=

= dn

B(0, R)

R

p²―npn− ¹cn dr = const R² < +∞ .

Sin 2 el càlcul és una mica diferent ,=

pro. G (y) dm (y) = pro d2 Log |y | dm(y) = 2πd2
D(0,R)

R

[" r Logr dr =
D(0,R)

R

r2 R2 R2

=
= 2πа2 Logr =2πd2 -Log R-

2 4 2 4R²]<-

<+∞. O

0

Si és una funció contínua sobre un compacte K de mesura positiva , o és

acotada i el lema 7.11 implica que la funció

u(x) = G(6)(x) = √ •(y)G(x − y) dV (y)K

(7.14)

està ben definida per a tot x R". Fora de K, u és clarament harmònica

perquè

▲u(x) =√ ¿(y)A¸G(x − y) dV (y ) = 0.
K

-
−

Així mateix , pel teorema de la convergència dominada , G(6) és nul·la a l'infinit .

La funció u definida per (7.14) s'anomena potencial de Riesz de o.

Quan n = 3 , la funció

(y)

u(x) = G(4) (x) = d3 dV(y)

- yl

és el potencial creat per la distribució de càrrega (o de massa) donada per

la funció densitat 4. En efecte , un càlcul immediat demostra que ▼

r(x,y)

|x y | ³ ,

3

x-ys , on r(x, y) és el vector y - x . Per tant, a R³ \ K, és

1
=

x-

√u(x) = −d3

r(x, y)

(y) dV(y) ,
-

K |x − y | 3
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que, per la llei de Newton, és el camp de forces creat per la densitat . Per

aquest motiu u s'anomena potencial newtonià . Quan n 2, els potencials

corresponents

u(x) = G(0)(x) = d2

·√
(y) Log |xy| dm(y) ,

s'anomenen potencials logaritmics .

X

Tot potencial en dimensió k < n es pot interpretar com la restricció a R

d'un potencial a R" , n > k. PosemR" com el producte Rk × Rn-k i utilitzem la

notació x = (x' , x" ) , amb x' = (x1 , ... , xk ) , x″ = (xk+ 1 , ... , xn ) . Considerem

un potencial corresponent a una funció (y) independent de y", és a dir , del

tipus

-

u(x) = $ (v′) |x − y|² = " dV (y) =
K'XRn-k

-n

dV(y') ,

= ( --" avor")) «vonK' Rn -k

on K' és un compacte de R" . Suposem k > 2; si avaluem en un punt x €

Rk (x” = 0) la integral interior , dóna un múltiple constant de x' — y' | 2– k i

hom té que u(x' , 0) és , llevat de constants, el potencial k-dimensional de 4. Per

obtenir els potencials logarítmics (k = 2 ) considerem el potencial n-dimensional

de (y')ly (y" ) , on ly indica la funció característica de {y" € Rn-k : \ y″ | ≤ N} .

Aleshores la integral interior passa a ser

-

Sp (0.1) | x − y |²- " dV (y " ) ,
B(0 ,N)

que amb el canvi y" = tr'w , w | = 1 , on r ' = |x'y' | es reconeix com a múltiple de

N
tn-3dt

끌-1
(1 + t²) ½2 −1 ·

Amb N fixat, aquesta darrera integral és de l'ordre de Logr' per a r' petit i

ens trobem amb el potencial logarítmic de (y') . Aquest càlcul explica l'interès

dels potencials logarítmics , encara que hi hagi un interès especial pels potencials

newtonians.

Exemple 7.12 . Els potencials de Riesz tan sols poden calcular-se explícita-

ment en situacions on hi ha molta simetria . Suposem, per exemple , que

és una funció radial de la forma p(x) = h ( | x | ) , on h és una funció contínua
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suportada a [1,2] . Llavors , el potencial G( ) també és radial a la bola B(0 , 1) i

a l'exterior de la bola B(0 , 2) ; en efecte, si T és una transformació lineal donada

per una matriu unitària, hom té

G(4)(Tx)= √1 < 191<2

-

G(Tx − y)h ( |y ) dV (y ) = √1 < \ y \ <2 G (x −T¯¹y)h(|y| ) dV (y) ,

i fent el canvi y = Tz trobem G( ) (x) . Com que G(6) és harmònica i radial

a la bola B(0, 1) , ha de ser constant :

√15101521< | y | <2

G(x − y)h( | y |)dV (y) = C, | x | < 1 .

-

A l'exterior de B(0 , 2) , pel mateix motiu, G(6) ha de ser de la forma

G(4)(x) = k₁G(x) + k₂ , k₁ , k₂ constants.

=
Sin > 2, fent | x | → ∞ veiem que k2 0 , i llavors multiplicant per | x | ” –2

i fent novament |x| → ∞ trobem k₁ = dnf (y) dV (y) . A aquesta mateixa

conclusió s'hi arriba en el cas n = 2 mirant directament el comportament per

ax gran.

En la secció 7.7 estudiarem detalladament els potencials de Riesz i provarem

que compleixen l'equació AG(6) = 6, en un cert sentit , en el compacte K que

suporta la funció 6. De moment, veurem que aquests potencials apareixen de

manera natural en la fórmula de descomposició de Riesz , que és l'anàloga de la

fórmula de Cauchy-Green per al laplacià. És el teorema següent , el qual inclou

la tria de la constant dn en la definició de G(x − y) . La notació อ ส , indica
მ

que es deriva en la direcció de la normal a la frontera del domini respecte de la

variable y.

Teorema 7.13 (Fórmula de descomposició de Riesz) . Sigui U C R² un

domini acotat amb frontera regular orientada per la normal exterior Ñ. Si u

és una funció dues vegades diferenciable en un entorn de U amb Au continu a

U, llavors, per a x EU, hom té

au

მ

u(x) =

Loc u(y)

u(y)

J
Ñ
у

√

+

- -
-G(x − y) – G(x − y)

G(x − y)Au(y) dV(y) .
-

{(6)Z

N
(y) dA (y) +

(7.15)
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Demostració. Procedim igual que en la demostració de la fórmula de Cauchy-

Green . Fixat x Є U, considerem B(x, ɛ) C U i apliquem la segona identitat de

Green a U\ B(x, ɛ) i a les funcions u i v (y) = G(x , y) , la qual dóna

u(y)

a

- -

ди

}

·G (x − y ) − G ( x − y ) + (y ) } dA(y)

(Shu-size + Loc) { (D) N5, G(

อ
บ

-

—

ON

= √v\ñ(x,e) {u(y)A¸G – G(x − y )Au(y)} dV(y) =
B(x,ε)

=

-

- G(xy)Au(y) dV(y) .

-

U\B(x,ε)

-

Per a y― x = ɛ , la derivada normal exterior unitària és l'oposada de la deri-

vada radial,, on r és la distància a x . Com que G(x − y) = dnr²—n si n > 2

G(x − y) = dn (2 – n)r¹ − n si n > 2 i– sin > 2ii G(x − y) = d₂ Logr si n = 2, tenim

G(x − y) = d2r - ¹ si n = 2. Per tant ,მო

-

y- x =ε {"

u(y) ;

a

N
y

ar

G(x − y) – G(x − y)
- -

I dn (2 — n)ε¹ -n

-

d2ε-1 \y - x =ε

}--
-

ди

(y) dA(y)
=

ON

u(y) dA(y) +

{

dnε2 -n

de Log
e
}l -4-

d2 y-x =ε

ди

(y) dA(y) .
მუ

El segon terme és О(ε² −n )O(ɛn−¹ ) = O(ɛ) si n > 2 , i O(Log ɛ )O(ɛ) =O(ε Log ɛ)

si n = 2, i en tots dos casos tendeix a 0 quan ε → 0. El primer terme,

si triem dn (2 - n)
1 si n > 2 i d₂ 1 sin = 2, és la mitjana de u

=

Сп

=
2π

sobre {y: |xy| = ε} i , per tant , té límit u (x) quan ɛ → 0 .

—
D'altra banda, com que Au(y)G(x − y) és integrable en y sobre U pel

lema 7.11 , el límit de la seva integral sobre U \ B(x, ε ) és la integral sobre tot

el dominin U.

=
Tal com hem dit , en la demostració del teorema anterior hem fixat dn

1/2π si n = 2 i dn = 1/ (2 − n)cn si n > 2 , on cn és la mesura (n - 1 )-dimensional

de l'esfera unitat.

Una integral del tipus

-

√ (y)G(x − y) dA(y)
au

s'anomena potencial de capa simple i és , clarament, una funció harmònica a

ROU.
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Exemple 7.14. Novament, els potencials de capa simple només es poden cal-

cular explícitament quan hi ha determinades simetries. D'una forma anàloga a

l'exemple 7.12 , és fàcil veure que si o és constant igual a C a l'esfera S (0 , R) , el

potencial de capa simple C Jy =R G(xy) dA(y) és constant a la bola B(0, R) i

val k₁G(x) , amb k₁ constant , a l'exterior d'aquesta bola. El valor de la constant

a B(0 , R) és el valor en x = 0 , és a dir ,

CSS(OR)S(0 ,R)

R

G(y) dA(y) = C·
2 -n

si n > 2 i CRLog R si n = 2. El valor de k₁ és

1

Rn-1
12[im。 G(x) C √s (0.1) G(x − y) dA(y) = Cc„R”–1

S (0,R)

amb la qual cosa el potencial per a |x | > R val C-

=

R -1

(2― n) / x / n - 2
sin > 2 i CRLog |x |

si n = 2. Això significa , en particular , que el camp elèctric creat per una esfera

carregada homogèniament és zero a l'interior de l'esfera . Observem també que

aquest potencial és una funció contínua a R".

XExemple 7.15 . Pensem altre cop R" com el producte R* × Rn- k i utilitzem la

notació x = (x' , x") , amb x' ( 1 , ..., k ) , ″ = (2k + 1 , ..., n ) . Considerem

el potencial

=

u(x) = √ 4(y')G(x − y')dV (y' ),R

que està definit per a x Rk, és a dir , x" 0 , sempre que

-

| 0(y') || y′ | ² —n

√p₂ 19 (u' )\\ ' |²- " dV (y ') < ∞∞ .Rk

Quan k = n - 1 és formalment un potencial de capa simple a la vora d'un

semiespai de R". La funció u és una funció harmònica de x i , per definició ,

depèn solament de lx" ; en conseqüència, és de la forma u(x) = c1 Log |x" + C2

si k = n − 2 , i de la forma u (x" ) = c1 | x" | 2 - n +k + c₂ si k < n − 2 amb c1 , c2

constants .

-

Una integral del tipus

მ
-

·G(x − y) dA(y)
Ja (1)35,Gau

s'anomena potencial de capa doble. La raó és que si posem

მ
-

G(x − y) = lim0-3

G(x − y − εÑ(y) ) — G(x − y)

Ε

-

-
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llavors, formalment , la integral anterior s'escriu com

1

lim - - - — =

{√ , ¿(y)G(x − y − €Ñ(y) dA(y ) – £̧¸ º(1 )G(x − y) dA(v)} =au

1

= lim -

30-3

(au)ε

au

-

− y) dA(y)} ,¿(y)G(x − 2) dA(z) − √ ¢ (y)G(x − y)

-

on (JU) consta dels punts y + ɛÑ(y) , y ≤ JU . Els potencials de capa doble

són també funcions harmòniques a R" \ OU; per veure això és suficient establir

que la funció G(x − y) és harmònica en x, per a y Є OU. En efecte , si Ñy

té components (A1 (y) , ... , An (y) ) , llavors és

მ

y

-

n

მ

ƏÑy

GG(x − y) = Σ Ai(y)

მ

i=1

_G(x − y)

მყ;

-

Əyi
2G(x− y) =

=i cada terme G(x- y) és una funció harmònica en x, perquè ▲x ǝyi

-

მ

Əyi

a

by AxG(x − y) = 0 .მყი

Així, la fórmula de descomposició de Riesz expressa u com a suma d'una

funció harmònica a U, que a la vegada és la suma d'un potencial de capa simple

i d'un potencial de capa doble, més un altre terme que és un potencial de Riesz

que només depèn de Au . Recordem que, de manera anàloga , la fórmula de

Cauchy-Green descompon una funció u en la suma d'una funció holomorfa més

un altre terme que depèn de du i del nucli de Cauchy.

i

Corollari 7.16 . Si U és un domini acotat amb vora regular orientada i u és

harmònica en un entorn de Ū, llavors hom té

u(x) = Lov {u(v)

a
-

·G(x − y) — G(x − y)
-

− – − ON (1) }

-
(y) dA(y) ,

six Є U.

ƏN

Vegem ara quina forma pren aquesta fórmula en dimensió n = 2. Posem

w = u + iv, z = x + iy , G(w) = 2π

Nw = A1 (w) + iA2 (w),พ

Log | wi

მ aმ

=

JÑw
A₁ (w ) + A2 (w).

ди av'

on A₁ (w) , A2(w) són dues funcions reals . Tindrem

v - y

|z — w|2

Re

-

N
w

-
พ − z

a -
И X

Log |zw| = A1 (w) ·

ข

= Re

|zw|2

A1 (w) + iA₂(w)

พ − z

+ A2 (w)·

=



7. FUNCIONS HARMÒNIQUES
285

=
-iy' (t)/ ly' (t) \ ,

Si U és un domini acotat de C amb vora regular orientada positivament i

W = y(t) una parametrització local de OU, llavors és Nw

ds = |y' (t) | dt i dw = ' (t) dt . Resulta, doncs ,

მ 11

2π JǝU2 | Ñ(w) x Log (z – w| ds(w ) = 2 Lov

-

2T JOU

1

= Re

2πί Souau ω

u(w )Re

-iv' (t)

u(w)

-

พ - Z

dw.

Z

dt =

Això demostra:

Corollari 7.17. Si U és un domini acotat de C amb vora regular orientada

positivament i u és harmònica en un entorn de U, llavors u s'expressa com la

suma u = u1 + u2 , on u1 Ref amb f holomorfa a U i u2 és un potencial

logaritmic harmònic a U.

=

Suposem ara que, en el teorema 7.13 , U és la bola de centre x i radi R. El

mateix càlcul que hem fet en la prova d'aquest teorema dóna

a

อ
ง

·G(x − y)
- =

-1

CnRn-1 '

on d'acord amb la dimensió és , per a y € S (x, R) ,

'dn R2 -n , dn < 0 si n > 2

G(x − y) :
- =

(7.16)

d2 Log R, si n = 2

i , per la fórmula (7.7) , tenim també, si u és dues vegades diferenciable a B(x, R) ,

ди

↓ G(x − y)

-
(y) dA(y)

=

au
-{

I dnR2-n

d2 Log R
}JOUON

ди

(y)dA(y)
=

= {

I dnR²-n

d2 Log R
}/

Au dV(y).

Amb això el teorema 7.13 dóna el resultat següent :

Corollari 7.18 . Si u és dues vegades diferenciable en un entorn de la bola

tancada B(x, R) amb ▲u continu en aquesta bola, hom té,

u(x)

=

1

CnRn-1

u(y) dA(y) + GB(x,R) (x , y)Au(y) dV(y) ,

S(x, R) B(x, R)
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on GB(x, R) (x, y)
= - -

dn (| x − y | ²—n — R²−n ) si n > 2 i GB(x ,R) (X , Y) = d2 Log

x-y

R

si n = 2 .

Observem que el corol·lari anterior torna a provar que una funció u, amb

les condicions de regularitat indicades, té la propietat de la mitjana si i només

si és harmònica.

La funció GB (x, R) (x, y) del corollari 7.18 és sempre més petita o igual que

zero (vegeu la proposició 7.24 i la secció 7.9 ) . Això implica que si ▲u ≥ 0 en

un obert U i B(x, R) CU, llavors és

1

u(x) ≤ An-1 fem u(y) dA(y) ,
Cn S(x,R)

és a dir , la funció u està sempre per sota de la seva mitjana sobre esferes .

Quan una funció contínua a U té aquesta propietat , es diu que és subharmònica

a U. Les funcions u dues vegades diferenciables que són subharmòniques són

exactament les que compleixen Au≥ 0. En dimensió n = 1 , les funcions

subharmòniques són les que satisfan la condició

-
per a x, hЄR,

u(x) ≤ —(u(x + h) + u(x − h) ) , per a x,

és a dir, les funcions convexes .

De les funcions subharmòniques en tornarem a parlar en la secció 9.4 .

Observació 7.1 . És convenient veure quin significat tenen les consideracions

anteriors en el cas n = 1. En primer lloc , la solució fonamental és G(x) = c|x| ,

c constant . L'anàleg de (7.15 ) és , per a u € C² ( [a , b]) ,

1
•b

— u(x) = u(b) + u (a) − ( |x − b\u′(b) — |x − a\u' (a)) + [° |x − y \u ″ (y) dy.с

-

a

-

Aquesta fórmula es pot obtenir integrant per parts. La darrera integral és

• b

[₂
u" (y) (x − y) dy +- u" (y) (y — x) dy =

- =

a x

= [u' (v) (v − x)]'. — [' °' u' (y) dy + [u ' (y) (x − y)]ä + [® u'(y) dy =
(y

a

= u'(b)(b − x) — u(b) + u(x) − u' (a) (x − a) + u(x) − u(a) .
- -

=

Veiem, per tant, que c = ¦ i G(x) = |x | és la solució fonamental quan n = 1 .
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7.4 Principi del màxim. Problemes homogenis de Dirich-

let i de Neumann

Recordem que quan parlem de funcions harmòniques, ens referim sempre a

funcions que prenen valors reals. Si la funció u és harmònica en un entorn

de l'adherència d'un domini U acotat amb frontera regular orientada per la

normal exterior Ñ, tenim, per (7.8) ,9

ди

น dA =
|Ñu|² dV.

U

=

Això implica que si u val zero a ĈU, llavors u és nul·la a U, perquè ſʊ | ▼u|² dV =

0 significa Vuu = 0, és a dir, u és constant i essent zero sobre OU aquesta

constant és zero. Per tant, tota funció harmònica a U està determinada pel seus

valors a U. Equivalentment, tota funció u dues vegades diferenciable amb Au

continu està determinada a U pels seus valors a OU i per Au: si u₁ = u₂ a ÕU

i ▲u₁ = ▲u2 a U, aleshores u u1u2 val 0 a OU i és harmònica a U i, per

tant , u₁ = u2.

=

ди

ON

ди

ΟΝ

Les mateixes consideracions s'apliquen substituint el valor de u sobre OU

pel valor de la derivada respecte de la normal, també sobre U. Ara

resulta que si u és harmònica a U i au = 0 a OU, llavors u és constant . Tota

funció harmònica a Ū està determinada, llevat de constants , per

Equivalentment , tota funció u dues vegades diferenciable, amb Au continu,

està determinada a U, llevat de constants , pels valors de
a au i per Δυ

a U.

ди

ON

ди

ON

ди

ON
a OU.

El que acabem de dir mostra que forçosament hi ha alguna redundància en

l'enunciat del corollari 7.16 . En aquest resultat s'expressa el valor de la funció

u en els punts del domini U en termes dels valors de u i de sobre au,

mentre que , segons hem dit , hauria de ser possible expressar els valors de u

aU només en termes de u sobre OU o bé, llevat de constants , només en termes

de a sobre OU.
მu

ON

Atès que per a considerar els valors de u sobre OU no cal cap condició sobre

la regularitat de OU, el problema de Dirichlet (homogeni) s'enuncia per a un

domini U acotat qualsevol: si U és un domini de R² acotat i és una funció

definida i contínua sobre la frontera de U, el problema de Dirichlet consisteix

a trobar una funció u , harmònica a U , tal que per a cada punt y Є OU es

compleixi

lim u(x) = 4 (y) .
x→y



288 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

Una altra manera d'expressar les propietats de la funció u és dir que u € C(T) ,

u és harmònica a U i u│au = . En particular, u ha de ser acotada .4.

Hi ha una versió més general del problema on no se suposa que U sigui

acotat; en aquest cas, cal imposar que E C(OU) sigui acotada i buscar una

solució u, també acotada a U.

3

El problema de Dirichlet modelitza, per exemple, la distribució estacionària

de temperatures (independent del temps) a U quan U té una distribució ,

també estacionària , donada per (per exemple, la temperatura ambient ex-

terior) . Una altra situació modelitzada pel problema de Dirichlet es dóna en

electrostàtica . Suposem que U CR³ representa una regió en un medi conductor

carregat i que posem una càrrega elèctrica q en un punt PEU. Aleshores hi ha

una redistribució de les càrregues a OU fins a assolir un nou equilibri sobre U.

Anomenem u el potencial electrostàtic originat per la distribució de càrrega

de OU; tal com s'ha explicat en l'apartat 7.1.2 , u és una funció harmònica a U.

El potencial total a U és u + , on R és la funció distància a P ( és el po-

tencial a causa de la càrrega que hi ha en el punt P) . L'equilibri de càrregues

sobre U significa que el potencial u + és zero a OU. Per tant , u és la solució

del problema de Dirichlet a U amb dada - a U.

R

R

Segons hem vist ja, quan OU és regular, la fórmula (7.8) prova la unicitat

de solució del problema de Dirichlet . Per a provar-la en general necessitem el

principi del màxim.

Teorema 7.19 (Principi del màxim) . Sigui U un domini de Rn i u una

funció contínua a U que té la propietat de la mitjana, és a dir, u és harmònica

a U. Suposem que hi ha una constant M≥0 de manera que u(x) ≤ M, per a

tot xƐU i que hi ha un punt xo ЄU tal que u(xo ) = M. Llavors és u(x) = M

per a tot x Є U.

Demostració. Considerem A = {x Є U: u(x) = M} que és un tancat de U i

no és buit perquè xo Є A. Veiem que A és obert : si a € A i B(a , r) C U, per

la propietat de la mitjana sobre boles , hom té

η

M = u(a)
=

u(x) dV(x) ,
Cnr

n

B(a ,r)

que escrivim en la forma

1

-

V(B(a, r)) √g(ar) (u(x) = u(a)) dV(x) = 0.

Com que u(x) - u(a) = u(x) – M és una funció contínua, sempre més petita

o igual que zero i té integral zero a B(a , r) , ha de ser idènticament zero ; per

tant, u(x) = M a B(a, r) , és a dir, B(a, r) C A i A és obert .
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Evidentment, també tindrem un principi del mínim canviant u per -u.

Corollari 7.20. Si U és un domini acotat de R" , u € C(U) i u és harmò-

nica real a U, llavors els valors màxim i mínim de u sobre U s'agafen a ƏU.

En conseqüència, si u = 0 a ƏU, llavors u = 0 a U. Si u1 , u2 € C(U) són

harmòniques a U i u₁ = u2 a ŊU, aleshores u₁ = u2 a U.

Demostració. Com que U és compacte i u € C (U) , u té un màxim absolut :

u(x) ≤ u(x0 ) = M, per a tot x € U, amb xo Є U. Si xo Є ƏU no hi ha res

a provar. Si xo EU, llavors , pel principi del màxim , u = M a U, i la conclusió

és òbvia. Raonant amb -u trobem el resultat per al mínim .

Corollari 7.21 . La solució del problema de Dirichlet, si existeix, és única.

=
Demostració. Suposem que donada € C (U) hi ha u₁ , u2 € C (U) amb ▲u₁ =

▲u2 = 0 a U i u₁ = u2 = 4 a DU . Llavors u = u1 – u2 és 0 a ĈU i ▲u = 0 a U.

Pel corollari 7.20, u ha de ser idènticament nul·la a U.

-

Exemple 7.22 . Considerem a R³ el polinomi harmònic P(x, y , z ) = x³ −3xy² +

x² + y² − 2z² . El màxim i el mínim absoluts de P sobre la bola unitat tan-

cada són els mateixos que sobre l'esfera i podem calcular-los amb el mètode

dels extrems condicionats de Lagrange. Els punts obtinguts com a solució són

(±1,0,0) , (±½ , ± √⁄³ , 0) , (0,0 , ±1 ) , el màxim absolut és 2 i el mínim absolut

és -2.

3

El problema de Neumann (homogeni) es planteja en un domini acotat U

amb ƏU regular i orientada . Si Ñ designa el camp normal exterior a ĈU,

unitari i Є C(OU) és una funció donada, el problema de Neumann consisteix

a trobar una funció u € C¹ (U) , harmònica a U , tal que u

(7.9) , la dada, E C(OU) , ha de complir la condició necessària

√ dA = 0.

ΟΝ

მ u

ON

a OU. Per

Aquest problema modelitza , per exemple, una distribució estacionària de tem-

peratures en un domini U quan hi ha un flux tèrmic controlat , au = 4, a JU.

La solució al problema de Neumann, si existeix , és única llevat de constants ,

perquè si u1 , u2 en són solucions , u = u1 – u2 és harmònica a U iu2 és harmònica a U i

fet que per (7.8) implica u = 0 , és a dir , u és constant .

ди

ON
= 0 a U,

Evidentment, el problema de Dirichlet és trivial si n = 1 , però tanmateix

convé mencionar-lo . Recordem que, en aquest cas, les funcions harmòniques

són les funcions lineals . En un obert connex U =
(a, b) , donar Є C(JU) és
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donar dos valors en a , b diguem-ne A, B. Llavors la solució del problema de

Dirichlet és la funció que té per gràfic la recta que uneix (a, A) amb (b, B) , és

a dir,

y - A =

B - A

b
·(x − a) .

-
a

7.5 La funció de Green. El nucli de Poisson

Sigui U un domini acotat de R" amb frontera regular i orientada pel camp

normal exterior unitari Ñ. Tal com acabem de veure, tota funció u de classe

C² en un entorn de U queda determinada pels valors de ▲u a U i pels valors de

u a OU. En particular , si u és harmònica , queda determinada per ujaʊ . Com

a estratègia per estudiar l'existència de solucions del problema de Dirichlet es-

brinarem, en primer lloc , de quina manera u queda determinada per Au i ujao.

Dit d'una altra manera, suposarem que tenim una solució del problema de Di-

richlet i intentarem expressar-la directament en termes de la dada a la frontera.

Per a això, ens cal eliminar el terme en en la fórmula de descomposició de

Riesz (teorema 7.13) .

ди

ON

Suposem, doncs , donada una funció u € C² (U) i que v és qualsevol funció ,

també de classe C² al voltant de U, harmònica a U. Per la segona identitat de

Green, hom té

0

J, uAv dV ( x) = [ { u (v ) 3x (1 ) - v (3 )U au

+f√v(y)Au(y) dV(y).

Restant aquesta igualtat de (7.15) , queda

მ

- (G − v) – (G – v) -

u(x) = Lov (u (4)Lov(u(1)38 (G

+

au

↓

-
(G − v)(y)▲u(y) dV(y) .

O
N
(Y)

}

dA(y ) +

ди

dA(y) +

ON

-
La idea és ara, fixat x Є U, triar ve de manera que vã (y) = G(x − y) si y Є ƏU.€ vx ·

En aquest cas , la funció Gʊ (x , y) = G(x − y) − vx (y) compliria

მ

-

u(x) = √ u(y) Gv(x, y) dA(y) + √ Gv(x, y)Au(y) dV(y) . (7.17)au OÑ U
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-
Així voldríem trobar væ , harmònica , de manera que va (y) = G(x − y) si y E JU.

Es tracta de resoldre un problema de Dirichlet particular, un per a cada punt

x U. Si d'alguna manera trobem una solució d'aquest problema particular ,

tindríem definida la funció Gʊ i podríem esperar que la solució del problema

de Dirichlet Au = 0 a U, u |ǝʊ = 4, amb y Є C (ƏU) estigués donada per

|u(x) =
Jav*

a

(v) & Gu (x, y) dA(y ).

მ

La funció Gu(x , y) s'anomena primera funció de Green de U amb pol x. Si

Gu(x, y) existeix i tot té sentit , la funció Pʊ (x, y) = Gu(x, y) , x ≤ U,

y Є ƏU s'anomena nucli de Poisson de U. La solució del problema de Dirich-

let Au = 0 a U, u = a U seria llavors

u(x) = √ Pv(x, y)4(y) dA (y) .

L'existència de la funció de Green pot considerar-se per a qualsevol domini

U acotat, no necessàriament amb frontera regular , perquè es tracta de resoldre

un problema de Dirichlet amb dada G(x − y) a la frontera; en cas d'existir , és

l'única funció Gʊ (x, y) harmònica a U \ {x} , com a funció de y , que compleix

Gv(x, y) = 0 si y Є OU i Gʊ (x , y) = G(x − y) — va (y) amb v harmònica.
- -

vx

Proposició 7.23. Sigui U un domini acotat de Rn; si la funció de Green

Gu(x, y) existeix, llavors compleix Gv (x, y) = Gv (y , x) , per a x , y € U, x ‡ y.

Demostració. La prova d'aquest resultat per a un domini acotat qualsevol és

delicada i va més enllà del nivell d'aquest llibre. Aquí donarem només una idea

de la prova per tal de justificar-ne el resultat . En el cas especial que el domini

tingui la frontera regular , llavors la demostració rigorosa és elemental .

En general, si va designa la solució del problema de Dirichlet amb dada

❤(y) = G(x − y) , cal veure que vx (y) = vy (x) . En primer lloc , observem que,vx(y)

pel principi del màxim, si x1 , x2 EU, hom té

- -

│Vx₁ (Y) — Vx₂ (Y) | ≤ max |G(x1 - z) – G(x2 − z) | , yЄU,

-

ZEOU

desigualtat que implica que va (y) és contínua respecte de x a U. Veurem

tot seguit que aquesta funció és harmònica en x, comprovant la validesa de

la propietat de la mitjana. Si B(x, r) és una bola de centre x inclosa a U,

la mitjana

1

f(u) = carn - 1 √s (pr) Uz (y)dA(z)Спрп-1
S(x,r)
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és una funció harmònica en y i contínua a U, els valors frontera de la qual són

1

Cnrn- 1
S(x, r)

G(z - y)dA(z) , yЄƏU.у

-

--
Com que G(z - y) és harmònica en z , aquests valors frontera són G(x − y) .

Per tant , ƒ és harmònica amb valors frontera G(x − y) , és a dir , ƒ = vx. Amb

això hem vist que vã (y) és harmònica en x . Per a provar que va (y) = vy(x) , és

suficient veure, per la unicitat de solució del problema de Dirichlet , que va (y)vx

té una extensió contínua a x € OU i que val G(x − y) . Quan y Є OU, això és

cert per construcció, i per a veure-ho quan y EU, cal una versió més elaborada

del principi del màxim que la que conté el teorema 7.19 .

-

Per a tenir una demostració rigorosa suposant ara que U té la frontera

regular, només cal aplicar la segona identitat de Green a U \ (Bɛ (x) U Вɛ(y))

per a ɛ > 0 prou petit i a les funcions u(z ) = Gu(x, z) , v(z) = Gu(y, z) , per a

obtenir

น

მა

И -

Ju

V dA ( z ) =
=

S(x,ε)
ON : - (uS(y , e)

მა

ON

-- ข

El límit, quan ε → 0, del terme de l'esquerra és -v(x)

ди

:) dA(2) .
ON)

=
-Gu (y, x) i el

del terme de la dreta és u(y) = −Gu (x , y) , tal com s'ha vist a la prova del

teorema 7.13, i això dóna el resultat enunciat .

-

Proposició 7.24 . Si la funció de Green Gu(x, y) existeix, llavors compleix

Gu(x, y) ≤0, per a x, y ЄU, xy.

-

Demostració. Tal com hem dit, Gu(x, y) és harmònica respecte de y a U \ {x} .

Considerem U \ Bɛ(x) , ɛ > 0. Quan y Є ƏU, Gʊ(x, y) val zero, i si │y — x| = ε ,

Gv(x, y) = G(x, y) − vx (y) tendeix a -∞ quan ɛ → 0. Pel principi del màxim,

concloem que G(x, y) ≤ 0.

-

Per a resoldre el problema de Neumann, ens podríem plantejar , de manera

მ a

anàloga, trobar una funció harmònica va tal que x = อมG(xy) si y E

OU, per a x EU fixat . En general, això és inconsistent , perquè sabem que

Sau ava dA = 0 en ser va harmònica . Posem, llavors ,

მ
υπ

1

m =

A(OU) au as

მ

-
·G(x − y) dA(y) ,

amb A(OU) = Sau dA.
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Com que G(xy) és harmònica a U \ {x} , hom té, per a ɛ > 0 ,

aმ

Sou

-

N

-G(x − y) dA(y)
= -

Y
- √str.e ) 57, G ( x − y ) dA (y ) = 1 ,

-

y S(x,ε)

on l'última igualtat es desprèn de (7.16) . Per tant , m = 1/A(OU) és indepen-

dent de x . Ara plantegem el problema de Neumann particular Avx = 0 a U,

IN Vx =

a

อ ส ,

-G — m a Əʊ, de manera que ara la dada a la frontera sí que té

integral zero . Si trobem d'alguna manera la solució va d'aquest problema, la

funció Hu (x, y) = Vx (y) — G(x − y) complirà

1

-

A(OU) √o, u(y)dA(y) +√ Hv(x, y)u(x) =

-

-

au

- √ Hu(x, y ) Au dV (y )

au

ди

ON

(y) dA(y) —

i podem esperar que la solució del problema de Neumann Au =

a Əʊ (amb y Є C(ƏU) i Sau 4 dA = 0) sigui

ди

= 0 a U, = 4
ON

u(x) = c + Hʊ(x, y) (y) dA(y) , c constant . (7.18)

La funció Hu s'anomena segona funció de Green de U amb pol x.

- =

Exemple 7.25 . Novament, és il·lustratiu considerar el cas n = 1. Calculem la

primera funció de Green de U = (a , b) amb pol x Є (a , b) . Ara és G(x − y)

xy . Per tant , va és la funció lineal a (a , b) que en a val

val |bx| ; és a dir ,
-

i resulta

Vx(y)
=

1

1

1 (|bx |ax| )
-

2 b

Ž(x − a) +

1

= (x − a ) +
= -

1b

2

- -

-
a

-
x − (x − a)

1b + a

2

1
-

Gu(x, y) = 2|x − y | − Vx (Y )

-

b

---

-

b- a

=

a

2x

-

·(y − a) =
-

(y - a):

(y- a)

(a − y)(b − x

b
-
a

=

| a – x | i en b
-

- x)

si y < x

(x − a)(y - b)
-

si x < y,

b- a

on es veu que Gv(x, y) ≤ 0.
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7.6
Dominis plans: mètodes específics de variable com-

plexa. Els problemes de Dirichlet i de Neumann al

disc unitat

La relació que hi ha entre funcions harmòniques i funcions holomorfes fa que

en dimensió dos es puguin aplicar mètodes específics de variable complexa per

a resoldre els problemes de Dirichlet i de Neumann. En primer lloc , veurem

com es pot trobar la funció de Green del disc unitat d'una forma directa i , en

conseqüència, resoldre el problema de Dirichlet al disc . Més endavant veurem

que les transformacions holomorfes deixen invariants les funcions harmòniques i

els problemes de Dirichlet i de Neumann . Aquest fet permetrà resoldre aquests

problemes en altres dominis plans fent servir representacions conformes.

7.6.1 La primera funció de Green i el nucli de Poisson del disc unitat

D'acord amb la secció anterior , per a obtenir la primera funció de Green del disc

unitat D cal que trobem, per a z Є D fixat , una funció harmònica v a D tal que

v(w) = G(z — w) = 2 Log |zw | si w = ƏD = T , és a dir , si │w |T, és a dir , si │w | = 1. Si z = 0,

evidentment ens serveix v = 0. Ara bé, si | w | = 1 , hom té |zw| = | 1 – wz| ,

de manera que la funció

2π

v(w)
=

efectivament , compleix v(w)
=

1

2π
Log | 1 – wz| ,

-

G(zw) si w|
= -1. Com que 1 wz és

holomorfa respecte de w amb un únic zero en el punt , que queda fora del

disc, sabem que Log | 1 - wz | és harmònica a D. Així doncs , trobem com a

primera funció de Green del disc la funció

1

GD(z, w ) = == log
2π 1

Z
-

-

พ

wz

Calculem ara el nucli de Poisson, PD (z , w)

posem w = re¹º i observem que r

a

a

PD ( z , w) = 2 GD ( z , w ) :
ar

= w
მ

=

მ

a

Nw
GD (z , w) . Per a això ,

ô Sir+ wa . Si r = |w | = 1 , ésმა

= (

მ მ

พ + w. GD (z , w)
=

მა მა

= (w

მ მ 1

+ w

მა მა 4π

Z

Log

1

-

-

พ

ωχ

2

=
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1 -Z

1- wz

พ Z -w

+ log
=

1- wz

მ მ

= พ . + w. log

4π მა მა

1 - 1 1 -
12/2

= =

2π | 1 - wz|2 2π |wz|2
-

Amb això la fórmula (7.17) queda, en el cas del disc unitat ,

1

u(z)
=

2π

་

1-
12/2 1 พ

·u(w) do(w) + log Au(w ) dm(w),

z - w/2
2π 1 -ωτ

on recordem que do és l'element de longitud sobre el cercle unitat , és a dir ,

do(w) = de si w = eio .

La discussió de la secció 7.5 mostra també que si u és una funció harmònica

a D i contínua a D, llavors u queda determinada pels seus valors a T per la

fórmula

1

u(z)
=

2π
T√ 1/2= 12

-

- w/zu(w) do(w) .
(7.19)

4
ЄEn conseqüència , per a resoldre el problema de Dirichlet a D amb dada

C(T) , hem de considerar la funció

1 -

u(z)
=

2π
√ 1/2 = 1/2 × (w ) do (w ) ,

ZED.
(7.20)

Per a provar que, efectivament , la funció definida per (7.20) és la solució del

problema de Dirichlet necessitem algunes propietats de PD(z , w ) :

1 ) Per a tot punt wЄ T, el nucli PD(z , w) és una funció harmònica en z Є D

i compleix PD(z , w) ≥ 0 .

2) Pp(z, w) do(w) = 1 , per a z € D.

T

3) Fixats wo Tid > 0, hom té lim

J

PD(z , w) do(w)
= 0.

z→wo lw-wol≥8

2- w

1-wz

La propietat 1 ) es pot comprovar directament , és a dir , calculant ▲ PD (z , w) ,

però ens serà més útil mostrar que el nucli de Poisson és la part real d'una funció

holomorfa en z . Escrivim GD (z , w) = Log i observem que GD és la

part real de log i que aquesta funció , per a w fixat amb | w| ≤ 1 , és

una funció holomorfa a D(0 , [ w ] ) . Per tant , PD (z , w) és la part real de la funció

2π 1-wz

2π
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holomorfa en z,

(+5)=(레몬)(+)

=

1 พ Wz2

2π (1 − zw) (w – z)
-

11 + zw 1
=

2π1 - zw

=

1

=

w² - z²

2π (w - z)2

=

1 w + z (7.21)

2πω Z א

=

2

1 .

2π1 - zw

La propietat 2) s'obté de (7.19) especificant a la funció u = 1. La propietat 3)

és immediata: si w - wo│≥ 8 i │z - wo | ≤ 2 , llavors és │w - z | ≥ ½ i Pò (z , w) ≤z |

2π δ2 (1-2) ; per tant ,

4

PD (z , w)do(w) ≤ 52 ( 1 − | z|2)

- 0.

-

Teorema 7.26 (Solució del problema de Dirichlet al disc unitat) . Si

E C(T) , la funció u definida per la igualtat (7.20) és harmònica a D i com-

pleix

lim u(z) = 4(w) , per a cada w Є T.

Demostració. En primer lloc,

T

Au(z)
= A

PD(z , w ) (w) do(w)
=

T ·[ A₂ Pb(z, w)x(w) do(w) = 0 ,

(wo ) , si | wo |
= 1. Fent servir la

per la propietat 1 ) i u és harmònica a D.

Ara cal demostrar que lim →wo u(z ) =

propietat 2) i Р (z , w) ≥ 0 tenim, per a 8 > 0 :

-

u(z) — 4(wo) = [ {4(w) —[{4(w) – 4(wo)}Pb (z, w) do(w),

-

— -

-

| u(2) − 4(wo) | ≤ ↓ \4(w) – 4(wo) |Po ( z, w) do (w) ≤T

≤ /w - 20128+w- wol≥8
w
- w

o
l
≤
8

= I + II .=
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La part II es pot estimar així,

-

II ≤ SUP|w -wo| ≤8 |P(w ) — 4(wo) | | -

-
≤ sup|w¬wo | ≤8 |4(w) — 4(wo) | ,

PD (z , w) do(w) ≤

w- wol≤8

de manera que, donat ɛ > 0 podem aconseguir II ≤ ε/2 per a tot z , si 8 > 0

és prou petit , per la continuïtat uniforme de . Ara, fixat aquest 8, per la

propietat 3) tindrem també

I≤ PD(z , w) do(w) ≤ ε/2

w- wol≥8

si z és prou proper a wo , i això acaba la demostració .

És convenient , de vegades , expressar la solució u -que s'anomena transfor-

mada de Poisson de i es representa per P[ ]- en una forma lleugerament

diferent . Posem w = eit , 0 ≤ t ≤ 2π, z = re¹º ; llavors | z — w| 2 = | reio – w|2

1 + r² - 2 Rerwei0 = 1 + r² – 2r cos(0 − t) . Així, definint les funcions ur per

ur(e¹º) = u(reiº) , 0 ≤ r < 1 , resulta

ur(eio)
=

1

2π

-

2π

-

1 - 2

-

Š 1 + r² − 2r cos(0 − t) Ÿ(eit) dt,- −

és a dir , ur és la convolució de la dada amb la funció

- =

1

Pr(t) = P(r, eit) =
=

1 - r2

2π 1 + r2 2r cost
-

com a funcions definides sobre el grup multiplicatiu T. De manera resumida,

és

ur(e¹º) = u(re¹º) = (x * Pr) (e¹º) .(4

=

El fet que la solució s'expressi d'aquesta manera s'explica , també, perquè el

problema de Dirichlet és invariant per rotacions en el sentit següent : si tenim

dues dades 41 , 42 i una s'obté de l'altra component amb una rotació, 42 (w)

41 (\w) amb | X| = 1 , llavors les solucions respectives u₁ , u2 compleixen la

mateixa relació, u2(w) u1 (Aw) . El fet rellevant és que tot operador y → u

que tingui aquesta propietat , s'expressa sempre com una convolució de per

un nucli determinat .

=
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Ara calcularem l'expressió de la funció harmònica u en sèrie de potències

de z iz (teorema 4.19) i veurem com depenen els coeficients d'aquest desenvo-

lupament dels coeficients de Fourier de . Primer observem que val la igualtat

2

1 - zw

wЄ si │z | < 1 .
= 2 (zw)", uniformement per a w € T ,

0

Per tant, per (7.21 ) , hom té

2πРD (z , w ) = Re

(12 -1 ) = 2 Re
= 2ReΣ (zw)" − 1 =

(27

-

0

=

∞

Σ(zw)" +Σ(zw)" − 1 = [(zw)" +Σ(zw)",

també uniformement a T. Ara, recordant que l'enèsim coeficient de Fourier de

4 és ŷ (n) = 21 ƒ²™ (eit) e - int dt = 2 2

2π

u(z)

n

(eit)wn do (w) , trobem

u (z ) = ) ” (n )+ (-n ).

0

+∞

Dit d'una altra manera, P, (t) = P(r, e¹t ) = Σr |n | int i si 4 (t) ~ Σô(n)eint,

llavors

+∞

u(z) = (4 * Pr)(e¹t) = Σrn|4 (n)eint, z = reit. (7.22)

eint és zn = pneint si n ≥ 0 i zn = r |n | 。intLa solució corresponent a (t) = eint és zn

si n < 0.

Exemple 7.27. Calculem la solució del problema de Dirichlet al disc unitat

quan la dada és (eit ) = cos² t . Trobem primer el desenvolupament de Fourier

de 4, el qual podem aconseguir senzillament expressant cost en termes d'expo-

nencials complexes : (eit ) = ( } ( eit + e− it ) ) ² = 1 ( e²it +2 + e−2it ) . La solució

és, per tant, u(z ) = 1 (≈² + 2 + x² ) = ( 1 + x² — y² ) .
-

Amb aquest mètode es pot veure que si la dada és un polinomi en cost

i sint , llavors la solució u és la suma d'un polinomi en z i un polinomi en z.

Tàcitament, en la formulació i en la solució del problema de Dirichlet al disc

unitat hem suposat que tractem amb funcions reals, és a dir, que la dada és4

una funció contínua a T real i la solució u és una funció harmònica real a D.
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Evidentment, considerant separadament parts reals i parts imaginàries , podem

considerar un problema de Dirichlet complex: donada qualsevol funció contínua

Y: T C , hi ha una única funció harmònica u : D → C, u E C(D) , amb

UT , que té les mateixes expressions (7.20) i ( 7.22) . Així, si representem

per h(D) l'espai de les funcions harmòniques a D, tenim una correspondència

bijectiva

C (T) C(D) nh(D)

4 → u = P[4]

que assigna a la funció u =

a D tal que u₁T = 4 .

P[ ] , l'única funció contínua a D i harmònica

Un subespai de h(D) és l'espai H(D) format per les funcions holomorfes

a D. La classe C (D) H(D) que consta , per tant , de les funcions holomorfes a

D que tenen una extensió contínua a D s'anomena àlgebra del disc i es designa

per A(D) . En la correspondència bijectiva → u = P[y] , al subespai A(D) C

C(D) h(D) li correspon el subespai A(T) C C (T) format per les funcions

EC(T) tals que P[y] € H(D) ; a la vista de (7.22) , hom té

A(T) = { € C (T) : 4(n) = 0 , n − Z , n < 0} .

Convé tenir present ara que, pel teorema de Weiertrass, tota funció de C(T)

és el límit uniforme a T d'una successió de polinomis en x, y, que és el mateix

que dir una successió de polinomis en z , z. Observem, però , que si

Σ'anm znzm

és un polinomi en z , z , utilitzant el fet que zz = 1 si │z = 1 , resulta que la

restricció a T del polinomi anterior és la suma d'un polinomi en z i un polinomi

en z. Així, quan resolem el problema de Dirichlet Au = 0 a D, u = a T per a

una dada Є C (T) mitjançant la funció u = P[ ] estem exhibint explícitament

polinomis en z , z que aproximen uniformement a T. Si volem un polinomi

P(z, z) tal que | (z) − P(z , ž) | < ε si | z | = 1 , com que

4
←

+∞

4(eit ) = lim u(re¹t) = limΣ (n)r|| int
r→1 r→1

i la sèrie convergeix uniformement a T, en primer lloc triem r de manera que

|4(eit) — u(reit) ] < ɛ/2 i després una suma parcial Σ (n)rneint amb N

\n\≤N

prou gran per tal que u(reit) - Σ 4(n)r|n | eint | < ɛ/2 , utilitzant la con-

|n |≤N

vergència uniforme en el cercle | z | = r . Així, no és cert que

Σ❤(eit) = lim (n)eint
N→∞

In≤N

uniformement en t,
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però sí que ho és

(eit) = lim limΣ î(n)r|| int uniformement en t .
r→ 1 N→∞

|n|≤N

4Si A(T) , els polinomis que aproximen -les sumes parcials anteriors- són

polinomis només en z. Convé destacar que, tal com hem dit , no és cert en

general que els polinomis trigonomètrics

SN(4):
=
Σ 4(n)eint

convergeixin cap a

\n\≤N

uniformement a T si Є C (T) (sí que és cert , però , si

a més
4 té variac

ió
acota

da
) . Una altra forma clàssi

ca
de constr

uir
polin

omis

que aprox
imen

unifo
rmeme

nt
una funció E C(T) és utilit

zant les sumes de

Fejer σN( ) , mitja
nes aritm

ètiqu
es

dels polin
omis SN ( ) , defini

des
per

σπ (φ)
=

1

N +1
(So(4) + ... + SN(4) ) .

En l'enunciat següent , que descriu l'espai A(T) , l'item a) diu que A(T) , és la

"meitat" de C(T) , la part engendrada pels polinomis en z.

Proposició 7.28 . a) A(T) és el subespai de C(T) format per les funcions

EC(T) que es poden aproximar uniformement a T per polinomis en z.

b) Una funció 4 Є C (T) pertany a A(T) si i només si fr (z ) z" dz = 0 , per a

n≥ 0.

c) Una funció Є C (T) pertany a A(T) si i només si

I play

dz = 0, per a w > 1.

d) Les funcions C(T) que es poden aproximar uniformement a T per poli-

nomis en z són les de A(T) i es caracteritzen per la condició

o bé per

1

√4(2)z"dz = 0,

2
7
1
/ 2(2)

2πί
-

dz =

1
2π

per a n≥ 0,

27 [** (et) dt, \ w\ < 1.2π
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e) Si Ao (T) designa el subespai de les funcions Є A(T) amb (0) = 0 (con-

dició que significa que la funció u Є A(D) amb valors frontera compleix

u(0) = 0) , llavors una funció Є C(T) pertany a l'espai Ao (T) si i només

4 és perpendicular a A(T) pel producte escalar de L2 (T) definit per
si

2π
1

(4, 4) = 2= [2* (e" ){(eit) dt.√ (e ) (eit)2π

Demostració. Ja hem vist que Є A(T) si i només si (m) = 0 per a m < 0;

si m = −n, n > 0 , llavors és

(m)
=

2π
1

2= √2" =

(eit)e -imt dt

2π

1

√2π T

4(z)zn -1 dz

i tenim b) . En les consideracions que hem fet abans de l'enunciat ja hem

observat que tota funció Є A(T) s'aproxima uniformement per polinomis en

z sobre T. El recíproc és immediat , ja que tot polinomi en z = eit només dóna

coeficients de Fourier efectius per a n≥ 0. La integral de c) es pot escriure,

desenvolupant en sèrie geomètrica l'integrand , com

4(2)
1

dz = -

TZ - W −√, 9(²) π (1 — ±) '

dz =

w
-

พ

-- (2 )Σde --

dz =
Σ

-1
ω

n=0
T[ {0 } "de√ (2)2™dz ,

n=0

zn

wn+1

i llavors c) és conseqüència de b) . Conjugant a b) tenim y Є A(T) si i només

si ƒ (z)z"dz = 0, n ≥ 0 o , equivalentment, S (z)zmdz

integral de d) és aleshores

= 0, m -2. La

dz 1
2π

2xi √, p(x) === == /2" (e ) dt.

1

2πί27i√ (2)Ĉ

wn 1

dz =

2n+1

n=0

Σπί Z 2π

La part e) és evident , perquè Ao (T) està generat per les funcions z" amb n ≥ 1

i A(T) per les funcions zm amb m≥ 0 i

(zm , zn)
=

1

2π

2π

Som

ei(m +n)t dt = 0 .

El càlcul fet per a provar l'item d) de la proposició anterior demostra que

la integral de Cauchy d'una funció y Є C (T) és exactament

1

2πί T

4(2)

- w
dz = Σô(n)wn.

n=0
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Ara bé, aquesta funció no és necessàriament contínua a D.

En el capítol 10 donarem una versió més general de la proposició 7.28 .

7.6.2 Relacions entre el nucli de Cauchy i el nucli de Poisson

Si ƒ és una funció holomorfa en un entorn del disc unitat tancat D, la fórmula

integral de Cauchy es pot escriure , posant w = ei si │w | = 1 , i fent intervenir

la mesura do(w) = de , en la forma següent :

f(w)

-
T พ Z

dw =

1

f(z) =
2πί

(7.23)

1

=

2π
L

f(w)
1

•+π

do(w)
=

1- wz 2π

f(ei )

1- e- ioz

do, zЄ D.

·π

Una funció holomorfa és harmònica, i , per tant, també tenim

1

f(z)
=

2π TIf(w). 11 - wz |2

1- |2 |2

wz/2 do(w),
zЄ D. (7.24)

Així, tant el nucli de Cauchy com el nucli de Poisson són nuclis reproductors per

a les funcions holomorfes a partir dels seus valors sobre T = ƏD . La diferència

entre els dos nuclis

1 S 1 - |≈|² -

2π 1 wz |2 1-

1 11

=

ωχ 2π 1
-

z(w - z)

1- |2 |2

1Wz

1 wz- | z |2
=

2π | 1 — wz | 2
--

2π(1 – wz) ( 1 − wz)
-

-wz -1}=

Z

2πш(1 - wz)

1 Zw

=

2π 1 - Zw

és, per tant, un nucli que anul·la les funcions holomorfes en el sentit que

1 Zw 1

f(w) do(w)
=

2π 1 -
T Ζω 2πίzzi f f (w )T

zdw

1- zw

== 0.

Aquesta igualtat també és conseqüència del teorema de Cauchy si tenim en

compte que la funció f (w) = 1 és holomorfa en un entorn de D.

1

1-zw

Una altra manera d'obtenir la fórmula de Poisson per a la funció holomorfa

ƒ és aplicar la fórmula de Cauchy, fixat z , a la funció h(w) = f(w)/ (1 − zw) .

Llavors resulta

f(z)

-

11

=
h(z)

=

2π 1- wz2 [ h(w) do (w) = 2π

f(w)

do(w).

1 - wzwz|2T
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És important observar que el nucli de Cauchy és un nucli universal, és a dir ,

és el mateix per a tots els dominis, mentre que el nucli de Poisson depèn del

domini (així mateix , en el primer cas integrem respecte dw -també universal–

i en el segon, respecte do(w) que depèn del domini) . El nucli de Poisson només

és explícit en dominis amb moltes simetries , com és el cas del disc .

2πί ω-κ "

=
Si escrivim el nucli de Cauchy, C(z , w) 1 dw

=
en la forma C(z, w)

1 do(w) , tal com hem fet abans , i fem servir (7.21) , trobem la relació següent

entre el nucli de Poisson i el nucli de Cauchy.

2π 1 - wz

1

PD(z, w) === Re {2π

1

= Re

1 -

2

ZW

1 + zw

2π 1- zw

-1}
1 } = 2 ReC ( z , w ) − 1 =

-

ZED, w = 1 .

Aquesta fórmula té una conseqüència interessant relacionada amb l'obser-

vació següent . Sabem que una funció ƒ holomorfa a D està determinada per

la seva part real llevat d'una constant imaginària. Aquesta part real és una

funció harmònica que està determinada pels seus valors a T. En conclusió, f

està determinada , llevat d'una constant imaginària, per la seva part real a T.

Doncs bé, el nucli + fa explícita la reconstrucció de ƒ a D a partir dels

valors de Re(f) sobre T.

1- zw

Teorema 7.29. Si la funció f és holomorfa en un entorn de D i u =

llavors hom té

Ref,

1 1 + zw

f(z)
=

u(w) do (w) + i Im f (0) , z Є D.
2π 1 -Zw

Demostració. La integral defineix una funció holomorfa a D que, pel que aca-

bem de veure, té part real u . La diferència amb ƒ té part real zero i , per tant ,

és una constant imaginària.

En conseqüència, la funció harmònica conjugada de u, posem v =

compleixi v(0) = 0 està donada per

1

v(z)
= Im

2π
T

1 + zw

1- zw

Imƒ, que

u(w)do(w)
=

π1/ 1

Im zw

1 – zw|2

u(w) do(w) .
-

El nucli

1 + zw

1- zw
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que apareix en el teorema 7.29 s'anomena nucli de Herglotz, i la fórmula que

representa la funció ƒ en aquest teorema s'escriu també

f(z) =
=

1

2π

2π eit + z

u(eit ) dt + i Im f (0) , z € D.
eit - Z

Corollari 7.30 . Tota funció f holomorfa en un entorn de D sense zeros a D,

s'expressa en termes dels valors de f❘ sobre T mitjançant la fórmula

1 1 + zw

f(z) = \ exp Log |f(w) | do(w) , zЄD
2π 1

T
Zw

amb λ = C , || = 1 .

Demostració. Només cal aplicar el teorema 7.29 a una determinació de la fun-

ció log f.

Exemple 7.31 . Apliquem la fórmula del teorema 7.29 a la determinació prin-

cipal del logaritme de f (z ) = z — a , amb a real i a < −1 :
-

2π
1 eit + z

eit
-Z

Log leitadt.Log(z - a)
=

2π

Fent z 0 trobem

Loga
=

2π

=√

1

4π

Log(1+ a² 2a cost) dt.

Com que Log leit +1 encara és integrable , podem fer tendir a a -1 i obtenim

•2π

Log(1+ cost) dt
=
-2πlog 2 .

7.6.3 La solució del problema de Neumann al disc unitat

1-
si w = 1 .

Per a calcular la segona funció de Green del disc unitat D cal trobar , fixat

z Є D , una funció harmònica , v = v₂ , a D tal que

En primer lloc , calculant , hom té

მს ƏG

ΟΝ ON 2π
=

OG მ მ 1 พ

·(w) = w⋅ + w
- =

ON მო მა 2π
T

Re

2π

=

พ

aG 1
-

ай 2π

=

1

2π
{

Re

1 -

1

wz -1}=

1 พร

Re

2π 1 --
Ψχ

1

2π

Re

1

1- wz
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Ara es veu que serveix la funció v (w) = -2 Log | 1 - wz | , perquè2π

მა მ მ 1

= w + w

ow T 2π
Log | 1 – wz |

-

ON მა

·
2π

ωχ1

Re=

2π 1- wz

-
Així doncs, Há(z , w) = v(w) — G(z − w) = −2 Log ( |zw|| 1 – wz | ) , és la segona

funció de Green de D.

ди

Teorema 7.32. Suposem que E C(T) compleix la condició de compatibilitat

Sdo = 0. Llavors l'única solució del problema ▲u = 0 a D ,
Au

que val 0 a l'origen, és la funció

u(z) = √ HD(z, w)o(w) do(w) , z ED.

T

= 4 a T
ON

Demostració. D'acord amb (7.18) aquesta és la solució esperada . Comprovem

que ho és . Quan | w| = 1 , hom té Há(z , w) = −1 Log | z − w | , que és harmònica

en z , i per tant u és harmònica. Pel mateix càlcul que acabem de fer , resulta

მ

HD (z , w)
=

ON

Això significa que

ди

(z)

ON

=

1

2π

-
1

Re

π

1
-

พ

Z

- Z

=

1

Re
-

π

√ [2== 12/2
4 (w) do(w)

-
พ

π

wz- |z |2

|wz| 2

-

-

1

-

11

=

2π
(
ພ

―
12/2

– z |²
- −1).

ç (w) do(w) − 2= √ 4(w) do(w) = P[p] (z) .2п ЈтT

És a dir, Ju és la transformada
de Poisson de i, per tant , val a T.

ON
4

Observació 7.2 . Estrictament parlant , la funció u no és de classe C¹ a D. Tan

sols hem vist que és contínua a D, i per establir la continuïtat de tot el

gradient , ▾u , cal que compleixi unes propietats addicionals .

ди

ΟΝ

7.7 L'equació de Poisson a Rn

7.7.1 El potencial de Riesz d'una mesura

L'equació de Poisson és l'equació

Au = 0,

on, de moment, suposarem que o és una funció contínua amb suport compacte

a R. Si aquesta equació té una solució u dues vegades diferenciable, llavors en
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té infinites perquè sumant a u qualsevol funció harmònica obtindrem una altra

solució . Per tal de distingir una solució d'entre totes les possibles cal imposar

alguna altra condició . El principi del màxim ens indica quina pot ser aquesta

condició , ja que, segons sabem, tota funció u queda determinada en un domini

per Au i els valors de u a la frontera del domini .

Proposició 7.33. a) Si u és una funció dues vegades diferenciable a Rn , nul-

la a l'infinit (és a dir: lim| x | → +∞ u(x) = 0) i tal que Au és continu amb

suport compacte (en particular si u Є C²(R¹) ) , llavors hom té

u(x) = | G(x− y)Au (y)dV (y) , ≈ € R” .Rn

-

b) Donada una funció o Є C. (R" ) , si hi ha una solució u dues vegades dife-

renciable de l'equació Au o, nulla a l'infinit, aquesta solució és única

i és el potencial de Riesz

=

u =G(ó)(x) = [__ G(x − y)4(y)dV(y).
Rn

Quan n = 2, una condició necessària per a l'existència de la solució u de

l'apartat b) és que es compleixi la condició fodV
=

Demostració. Suposem, de moment , n > 2 i apliquem el corol·lari 7.18 . Desig-

nant per K el suport de Au i fent servir que u(x) → 0 quan | x | = RR → +∞,

resulta

u(x)
= lim

R→+∞ √B(x, R)

HR(x- y)▲u(y)dV (y) = _ lim

= √ G(x − y) ▲u (y )dV (y )K

=[__ G(x − y)Au (y)dV(x) .R
n

K

-

R + JK (y)=

-
lim dnR2-n Au(y)dV (y) =

R→+∞
K

Si n = 2 , R²―n se substitueix per Log R. En aquest cas , l'existència del límit

implica que f Au(y)dV (y) = 0 i a) queda demostrat . Òbviament b) és una

conseqüència de a) (observem que la unicitat es també conseqüència del principi

del mòdul màxim) . La condició necessària quan n = 2 és conseqüència del fet

que en aquest cas , tal com hem dit , es compleix Sk▲udV = 0 .K

La particularitat del cas n = 2 en l'apartat b) s'explica amb l'observació

següent : si n > 2 , tot potencial de Riesz u = G( ) d'una funció contínua
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-
amb suport compacte K és nul a l'infinit perquè hom té sup¸ÉK | x − y | ² —n

si | x | → ∞ . Si n = 2 , això ja no és així, però si √ þ(y)dV (y ) = 0 , llavors

I
— - -

[ Log | x − y | o ( y )dV ( y ) = f (Log |x − y | – Log |x ) (y) dV ( y) ,K K

→ 0

i ara sí que Log
|x- y\

x ∞+1x1 O uniformement per a yЄ K.0

La part b) de la proposició 7.33 no demostra que donada una funció o €

Cc (R ) (amb fodV = 0 si n = 2) el potencial de Riesz u = G( ) sigui solució

de Au = o, nul·la a l'infinit ; tan sols diu que si hi ha solució , és aquesta . Per

a estudiar l'existència de solucions de l'equació de Poisson, cal analitzar les

propietats dels potencials de Riesz . Amb aquesta finalitat i també de cara a les

aplicacions, és convenient estendre la definició de potencial de Riesz que hem

donat a (7.14) substituint odV per una mesura real μ definida a R" amb su-

port compacte K i de variació total finita , μ (K) < +∞ . Recordem que el

suport d'una mesura μ, spt (µ) , és el complementari de l'obert més gran en

el qual μ s'anul·la . Cal pensar en μ com una distribució de càrregues o de

masses , que pot ser absolutament contínua com és el cas µ = dV, o , en l'altre

extrem, poden ser càrregues puntuals µ = Σcida , amb Σ |ci | < +∞ i dai

representant la massa 1 en el punt a; (delta de Dirac en a; ) . En una situa-

ció intermèdia , μ pot ser la mesura d'integració sobre una corba o sobre una

hipersuperfície o , per exemple, una distribució de càrregues sobre una esfera .

Donada, doncs , una mesura real μ a R" amb suport compacte K i | µ | (K) <

+∞ , considerarem el potencial de Riesz de µ:

u(x) = √ G(x − y )dµ(y)

def
- =

G(u)(x). (7.25)

K

Així els potencials de capa simple

√ ((y)G(x − y)dA(y)

au

que apareixen a la fórmula de descomposició de Riesz , en són un cas particular .

Si µ = Σcida; és una mesura discreta , llavors hom té u(x) = Σc;G(x — ai) .

Comencem per precisar la definició de la funció G(µ) .

Proposició 7.34. El potencial G(u) està definit a tot punt que no pertany a

K = spt(µ) i és una funció harmònica a R² \ K.

-
Demostració. Fem la prova si n > 2. Si x ‡ K, tenim | x − y | ≥ d (x , K) > 0 per

a y Є K; llavors G(x − y) és acotada a K i G(µ) (x) està ben definit . També
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G(x − y) és de classe C¹ en un entorn de x i contínua a K; per tant ,
-

-

|G(x − y) – G(z − y) | ≤ C (x) | x − z│ , yɛK
- - -

per a | x − z | < ½d(x, K) i alguna funció C' (x) . Aleshores | G(µ) (x)−G(µ)(z) | ≤

C(x) | z – x , desigualtat que prova que G(µ) és contínua a R² \ K. Un cop

s'ha vist que G(μ) és contínua a R" \ K, per a provar que G(u) és harmònica

podem utilitzar la propietat de la mitjana. Si B és una bola disjunta amb K

de centre xo , hom té, pel teorema de Fubini ,

1 1

-

√ G(x − y)dA(x) } dµ(y) .
A(OB) √₂ » G(µ)(x)dA(x) =√, {A(3B) Jon

-

Јәв JƏB

Ara, G(x − y) és harmònica en x, per a y Є K; per tant, la integral interior és

G(xo - y) i obtenim G(µ) (xo) .

=
Té sentit la funció u(x) G(u)(x) en els punts x K? En general , la

resposta és que no. El cas més obvi és quan prenem com a μ una massa

puntual en y , µ = dy ; llavors u(x) = G(x − y) tendeix a ∞ quan x → y.

-

- -n

-

En alguns casos especials sí que el potencial està definit en els punts del

suport de la mesura; per exemple, això passa genèricament per als potencials de

capa simple. Si μ és la mesura d'integració sobre una varietat M de dimensió k ,

a l'espai R² , n > 2 , llavors la funció |x − y | ²-" és integrable localment sobre

M si i només si 2 − n + k > 0 , és a dir, si k > n − 2. Si k≤ n - 2 , (per

exemple n = 3 i M és una recta) u (x) es fa infinita a M. Si n = 2 , Log |x − y |

és integrable sobre rectes i corbes. Quan G(xy) sigui integrable respecte de

μ, en general u serà contínua; altrament presentarà discontinuïtats . Així, en

general, els potencials de capa simple són funcions contínues .

-

-

2-n

Exemple 7.35 . Quan µ és la mesura d'integració sobre S(0 , R) , R > 0 , hem

vist en l'exemple 7.14 que el potencial (de capa simple) corresponent val R

-1
Rn-

(RlogR si n = 2) si |x | < Ri (Rlog | x| si n = 2) si | x | > R. En
(2 - n) xn- 2

aquest cas el potencial és una funció contínua en els punts x amb | x | = R, però

les derivades presenten discontinuïtats .

A continuació analitzarem detalladament els potencials del tipus

G(0)(x) = |_ G(x− y)o(y)dV(y),Rn

on és una funció acotada amb suport compacte. Es tracta de la convolució

de les funcions G i ø, i per això és convenient disposar d'algunes propietats
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generals de les convolucions . Recordem que L (R" ) és l'espai de les funcions

mesurables a Rn que són integrables sobre cada compacte de R" i L¹ (R" ) és

l'espai de les funcions integrables a R" i amb suport compacte. Anàlogament ,

Lo (R" ) designa l'espai de les funcions mesurables que són essencialment aco-

tades sobre compactes i L (R" ) el de les funcions mesurables, essencialment

acotades i amb suport compacte.

loc

∞

Proposició 7.36 . Considerem una convolució

(k * 6)(x) = [__ k(x − y)ø (y)dV (y)Rn

amb k Є Llc (R ) i ¢ € L∞(R" ) . Llavors hom té:

a) La funció k ⋆ þ està definida i és una funció contínua a R” .

b) Si & Є C¹ (R") , llavors k ⋆ & E C¹ (R" ) i hom té

Ə (k *

მე;

)

(x) =√

Әф
-

(x − y)k(y)dV(y) ,

Rn მე;

és a dir, Di (k * () = k * Dio, i
=

1 , 2 , ... , n.

c) Si existeixen les derivades parcials o

Lloc(R") , per a i = 1 , ... , n , llavors k *

Ək

gairebé a tot punt de R² i

0 € C¹ (Rn ) i hom té

Ə (k *

მე;

)
Әк

(x) =√mm (1)

- (x − y)dV (y) ,

Rn მე;

Ək
EƏxiע

és a dir, Di (k * 4) = (Dik) * 4, i = 1 , 2 , ..., n .

loc

Les hipòtesis kЄ Loc(R ) , $ € LO (R" ) per a la conclusió a) es poden

substituir per k Є L¹ (R² ) , 6 € L∞ (R² ) o bé k € L¹ (R" ) , 6 € L∞ (R" ) . Així

mateix, per a b) es pot suposar k Є L¹ (R²) , ¢ € C¹ (R² ) , √6 € L∞ (R²) i per

a c): 0k € L¹ (R ) , $ € L∞ (R”) .

Әк

axi

El significat de les parts b), c) és que, essent commutativa la convolució ,

*

(k * 6)(x) =[¢(y )k(x − y)dV(y) =[ k(y)ó (x − y)dV(y) = (ø + k ) (x) ,
− −

hom pot derivar sota el signe integral en qualsevol de les dues integrals sempre

que la integral resultant sigui absolutament convergent .

Abans de fer la prova de la proposició 7.36 , recordem la regla general de

derivació d'integrals dependents d'un paràmetre. Designem per (x, y) un punt
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de R" × R" i sigui f(x, y) una funció definida a R" × R" que és integrable en

y per a cada x R fixat . Posem F(x) = Jpn f(x, y)dV(y) i suposem que

existeixen les derivades parcials f (x, y) , i = 1 ,.(x, y) , i = 1 ,..., n gairebé a tot punt (x, y)

hi ha un entorn U(xo ) de xo a R² i una funciói, a més, per a cada punt xoЄR"

integrable H de manera que

axi

af

(x, y) ≤ H(y) , yЄR", x ЄU(xo), i = 1 , 2 , ... , n.
axi

OF

əxi
=Llavors existeixen les derivades parcials (x) i es compleix

OF

af

მე;

=

dxi

Spn (x, y)dV(y) , i 1 , ... , n . Això és una conseqüència del teorema de

la convergència dominada (vegeu [12 , pàg. 721 ] ) .

Demostració de la proposició 7.36. Totes les conclusions són de caràcter local , i

fixat xo ЄR" , tan sols cal analitzar (k * ) (x) a la bola B(xo , 1 ) . Sik Є Loc(R )

i ☀ € Lº (R²) té suport a B(0, r ) , llavors per a x Є B(xo , 1 ) podem substituir

per kx, on x és una funció de Co (R" ) que valgui 1 en un entorn convenient

de xo , sense canviar k * a B(xo , 1 ) . Suposarem, per tant , que k Є L¹ (R”) .

La convolució és contínua perquè, essent contínua l'operació de traslladar en

l'espai L¹ (R") , hom té

k

- - -

| (k * 6) (x + h) − (k * 6)(x) | ≤ |__ | k (x + h − y) − k (x − y)||4 (y) | dV (y) ≤

En les hipòtesis de b) és

მ

əxi

Rn

→

≤|| 19||∞ √ | k ( z + h) − k (2) |dV ( z) — 0 .Rn
h→0

o(x − y)k (y) | = | 0 , (x , y ) k (y) | ≤ C\k (y) ] , C constant,

-
Әф

Əxi

მ

i la igualtat de b) queda justificada per la regla de derivació d'integrals depen-

dents d'un paràmetre , i per a) resulta que (k * ) és una funció contínua

per a i = 1 ...n , és a dir ke C¹ (R" ) .

La demostració de c) és similar . Cal veure:

Rn

i és suficient comprovar:

√2 , 4(y) { k(xo + he; − y) − k (xo − y)

- -
ӘК

(xo
-

h Әхі 0 − y ) } dV (v )

0

h→0

Son

-
k(xo + he; − y) — k(xo − y)

-
Әк

-

h Əxi
(xo − y) | dV (y)

→ 0 .

h→0
Rn
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1 Ok
-

Escrivint k (ão + he¿ − y) − k(xo − y) = h fok (xo + the; − y)dt resulta

Rn

-

1

(Oh,

Ək

- -

·(xo + the; - y) ·

1 Әк

-

Ək

əxi

JRnJo
x

(xo +the
¿
− y) −

Əxi

dt

− y)) de dV( y) ≤
(xo – y

-

-
Әк

(xoy) dt dV(y)
|Əxi

= b²Jpn

1
ӘК ӘК

·(xo + the; − y)
- −

axi axi
(xo − y) | dV (y) dt.

=

Ək

0 Rn

Finalment , la continuïtat de la translació a L¹ (R" ) aplicada a la funció inte-

grable permet veure que aquesta última expressió és arbitràriament petita,

si h → 0.
-

əxi

Proposició 7.37. Si o € C2 (Rn ) , llavors el potencial G(4) és una funció de

classe C² a R¹ i compleix ▲G(4) = 4. Si 6 € Ck(R² ) , llavors G(4) també és

de classe Ck a Rn .

Demostració. La funció G és localment integrable , pel lema 7.11 . Aplicant

dues vegades la part b) de la proposició 7.36 i sumant respecte de i = 1 ... n ,

resulta

▲(G × 6)(x) = G × ▲ø(x) = ↓↓ G(y)Ao(x − y)dV(y) .Rn

Per l'apartat a) de la proposició 7.33 , aquesta integral val ((x) .

Aquest resultat es pot millorar substancialment utilitzant el fet que les

derivades parcials de G,

OG

(x)
Əxi

=
1 Xi

Cnx/n

Cn = A(ƏB(0,1 )) , i = 1,2 , ... , n

són encara localment integrables , perquè

|xi|

B(0,R) |x| n

R

-n

Sex¹- = cdV(x) ≤ √mon (2¹- " dV (x )
B(0 , R)

·

R

dr = c. R,

amb c constant. Així, aplicant les parts b) i c) de la proposició 7.36 hom

veu que G(6) és de classe C² (R") si o € C¹ (R" ) , perquè podem aplicar una

derivada a cada factor de l'integrand de la integral que defineix G( ) :

a²G(6)

მx;მxj (x) = √pn

aG
-

მი

(y)· (x − y)dV(y) , i , j = 1,2 ,

əxi axj

= n.
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En particular , és

AG(4)(x) =√. Σ

OG მი

(x − y)
-

·(y)dV (y) .
Əxi Əxi

i=1

Es pot comprovar que aquesta expressió coincideix amb p(x) utilitzant les iden-

titats de Green; veurem, però , més endavant que si G(6) és de classe C² , au-

tomàticament es compleix AG(6) = 6.

Si E Cc (R"), el potencial G( ) no és necessàriament de classe C² , però

s'hi acosta molt :

Proposició 7.38 . Si ¢ € L∞ (R” ) , llavors el potencial G(4) és de classe C¹

a Rn i totes les seves derivades de primer ordre compleixen una condició de

Lipschitz del tipus

|▼G(4)(x) − ▼G(4) (z) | ≤ C1 |x − z | Log

-

1

" (7.26)

|xz|
-

sobre tot compacte L CR" , amb una constant C que depèn de L.

Demostració. Ja hem observat que ▼G € L¹‰c (R") ; per tant , per la proposi-

ció 7.36 c) , hom té, si K és el suport de :

ƏG(6)

(x)
Əxi

=

1

Сп

Xi

KJ (1) x

-
Yi

| x − y |n

Ara, si L és un compacte i x,z Є L, tenim

D¿G(4)(x) - D¿G(0)(z)

1

loc

dV(y) , i = 1 , 2 , ... , n.

-

=

Сп K√ (3) {

Xi Yi

x − y|n|x

i és suficient provar la desigualtat

-

-
Zi - Yi

-
|z − y |n

dV

:} dv (y)

1
Xi Yi

--

K x - yn

Zi Yi

zyn

dV(y) ≤ C(L, K) | x − z | Log
-

|x − z \ '

x,zЄ L,

on C(K, L) és una constant que depèn de L i de K.

Sigui 8 = |xy| i trenquem la integral sobre K en les integrals corresponents
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a les quatre regions (fig. 7.1 ) definides per

I y : y − x < │y - z❘ , y − x <

={v

y : │y − x| > │y − z | , | y − x| <

y : │y − x > │y − z | , | y − x| >

−|−

{<|x−h||z−h|>|x−h|:h

}=

||}=1

IV

III =

II =

II

I

x

IV

III

Figura 7.1

A la regió I acotem l'integrand per la suma de mòduls:

Ложкі
|

( | x − y | ¹ −n + | z − y | ¹ −n ) dV(y) .

−

-

\y-x\<8/2

La integral del primer sumand és 0 (5) , i la del segon està acotada per

1-n

б

2

v

б

V (B(x , 2 )) = 0 (5) .

Anàlogament, la contribució de la regió III és de l'ordre de 0 (8) . A la regió II

tenim l'estimació

Xi -Yi

|x − y | n
-

-
Zi -Yi

-
|z − y|n

=

- -
| (Xi — Yi) | z − y |¹ — ( Zi — Yi) | x − y |” |

- -

-
|x − y |n | z − y | n
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El numerador d'aquesta expressió coincideix amb (x; − zi) | z− y | " + (zi − Yi) ( | z —

y " — | x − y |" ) . Utilitzant la desigualtat
- -

|An – Bn| = | (A — B) (An−1 + An−2B +

-1

≤ n | A – B| [ max(A, B) ]”—¹
-

per a A, B > 0 , veiem que

"

...
+ ABn−² + Bn−1 ) | ≤

|| z − y | ” — | x − y | " | ≤n | z − x | max ( | z − y | , | x − y | ) ”— ¹ —n | z — x || y — z | n− 1 .
-

Amb tot això el numerador de l'integrand està dominat per |xz||yz| " a

la regió II, i la contribució de la integral corresponent s'acota per

x - z

x≥8/2, yЄK
| x − y| ¯ " dV (y ) = 0 ( 5 logㅎ)

-

δ

Una estimació semblant val per a la integral sobre la regió IV .

Exemple 7.39. Suposem que la funció o està donada per p(x) = h ( | x | ) , on

h és una funció contínua a (0 , +∞ ) tal que f∞ th(t) | dt < +∞ si n > 2

Jot| < + oo sin+∞ t | Logt || h (t) | dt < +∞ si n = 2. D'acord amb l'exemple 7.12 , el potencial

G(6) és una funció radial , G(6) (x) = H ( | x | ) . Fem el càlcul de la funció H en

el cas n > 2 : si | x | = s , és

•+∞

H(s) = √__ h( \y \ )G(x − y) dV(y) = [* ° h(r)Rn S(0,r)

-

G(x − y) dA(y) ) dr.

La integral sobre l'esfera S (0 , r) ha estat calculada en l'exemple 7.14 ; el seu

r

(2 - n) sn-2
si s > r . Amb això queda

valor és 2n
r²- 1

si s < ri

S
1

n

H(s)
=

2 - n

pn−¹h(r) dr +++ rh(r) dr)

•+∞

S

La hipòtesi sobre h garanteix que H i , per tant , G(Ø) és contínua . També

podem derivar H, dues vegades ,

-n

S

H' (s) = s¹- ™ −¹h(r) dr,

S

H″ (s) = (1 − n)s™" [" r"-¹h(r) dr+h(s) .

-

A l'equació (7.13) hi ha el càlcul del laplacià d'una funció radial i resulta

AG(4)(x) = H" (s) +

n
-

S

1

·H ' (s).

Substituint H'i H" per les expressions trobades s'arriba a la igualtat AG( ) (x)
G ( 4) (x)

= h(s) = (x).
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7.7.2 Solucions febles

La proposició 7.34 es pot millorar perquè, de fet , el potencial de Riesz d'una

mesura està definit gairebé a tot punt , respecte de la mesura de Lebesgue de

Rn:

Proposició 7.40 . La integral que defineix el potencial u(x) = G(µ) (x) d'una

mesura µ amb suport compacte a (7.25) és absolutament convergent gairebé per

a tot punt x Є Rn i defineix una funció localment integrable a R” .

Demostració. Si L és un compacte de R" i K = spt (u) , pel teorema de Fubini

hom té

-

(

↓ \u(x) \ dV (x) ≤ ↓ ↓ \G(x − y) |d|p | (y)dV (x) =L L K

-
|

= [ {√, \ G (x − y) \ dV (x) } d \µ \ (y) ≤K

-
|G(x − y) |dV(x) } d |µ | (y) .

K L-K }d[µ| (y).

- -
Aquí hem posat L − K = {x − y : x Є L , y Є K} . Com que L - K és compacte,

està inclòs en una bola B(0 , R) i el lema 7.11 implica que la integral sobre

L- K està dominada per una constant C(R) . Finalment , doncs , és

↓ \u (x) \dV(x) ≤ C(R) \ µ | (K) < + ∞K

i , en particular , u (x) | < +∞ gairebé per a tot x.

Com que en general, el potencial G(u) d'una mesura o fins i tot el potencial

G( ) d'una funció no està definit a tots els punts ni , molt menys, és dues

vegades derivable, no té sentit aplicar-hi l'operador A. Per tractar la qüestió

de saber si G(6) Є C² (R" ) i compleix la igualtat AG( ) = (a part del

cas Є C2(R ) que hem considerat a la proposició 7.37) , és molt convenient

donar un sentit més general al concepte de solució de l'equació Au = 4 , o més

generalment Au = µ, on µ és una mesura, que no requereixi exigir d'entrada

la diferenciabilitat de u.

=

Definició 7.41 . Donada una mesura µ de massa localment finita en un domini

U de Rn , direm que una funció u Є Loc(U) és una solució de l'equació Au

a U en el sentit feble, si per a tota funció € C2 (U) hom té

√u(x)▲q(x)dV(x) =[ 9(x)dµ(x) .

μ

(7.27)
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Observació 7.3 . La hipòtesi sobre la mesura u vol dir que μ (K) < +∞ per a

tot compacte KCU. Observem que els dos membres de (7.27) tenen sentit .

Una mesura μ a U queda determinada per les integrals f (x) dµ(x) amb

❤ €Є C² (U) ; per tant , si u € L (U) i Au = µ, en el sentit feble, la mesura µ és

única i està ben determinada per u. Una observació important i que justifica

la definició- és la següent : si u € C² (U) i v = ▲u € C(U) és el laplacià definitAu

clàssicament, v = 22u , llavors també és Au vdV en el sentit feble, és a

dir , hom té

მთა
=

↓↓ u(x)▲q(x) dV(x) =↓ 9(x)v(x) dV(x),

=

❤ € C²(U).

Això es dedueix de la segona identitat de Green (7.6) aplicada a un domini Ũ

amb vora regular orientada i tal que spt( ) CUCU. En conseqüència, si

u Є C²(U) i Au μ en el sentit feble, llavors µ = v dV, perquè tant v com μ

són laplacians febles de u . Dit d'una altra manera, aquest és un concepte -el de

laplacià feble-que, estenent el concepte de laplacià clàssic sense canviar-lo

u Є C² (U) , permet parlar de Au per a funcions u € Llc(U) no diferenciables .

quan

Teorema 7.42 . Si u és el potencial de Riesz d'una mesura µ de massa total

finita a Rn i amb suport compacte, hom té Au = μ a Rn en el sentit feble. En

conseqüència, si 4 € Cc(R¹) i G(4) és de classe C² , hom té ▲G(4) = ¢ en el

sentit clàssic .

Demostració del teorema. Pel teorema de Fubini , si 4 € C² (R²) , és

-

↓ u(x)A4(x) dV(x) = ↓μm {↓ ₂ G(x −y) dµ(y)} Aq(x) dV (x)Rn Rn Rn

-

= £p {√ G(x − y)AQ(x) dV(x) } dµ(y).Rn Rn

=

Ara només cal observar que la integral interior val (y) per la part a) de la

proposició 7.33 .

Exemple 7.43 . Com a cas particular del teorema 7.42 prenent μ = So, la

massa de Dirac a l'origen , resulta que la funció G(x) compleix AG(x) = 80 en

el sentit feble . És per aquest fet que G(x) s'anomena solució fonamental del

laplacià, tal com hem dit en la secció 7.3 . De la mateixa forma, la funció de

Green Gu(x, y) amb pol x Є U compleix A,Gu (x, y) = d, en el sentit feble,

i val zero a la frontera.
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Exemple 7.44 . No totes les funcions u € Llc (U) tenen definit un laplacià

feble que sigui una mesura µ. Considerem, per exemple, u (x) = | x| ª a R² ,

amb a > -n per tal que u Є Loc(R") . Com que u és de classe C a Rn \ {0} ,

si hi hagués una mesura μ de manera que Au = μ a R" , en el sentit feble ,

forçosament μ hauria de ser el laplacià clàssic fora del zero ; prenent 4(r) = rª

a (7.13) es veu que aquest laplacià és Au = a(a− 1 ) | x | α -² + naxa- 1

|x|α-2 [a (a− 1 ) + n − 1 ] . En particular , hauria de ser

-

-2

↓ |x| ª¯²[a(a − 1 ) + n − 1 ]p(x) dV(x) = | 4(x) dµ (x)Rn Rn

α =

sempre que tingués suport compacte a R" \ { 0 } .
Això implica que

|x | α- 2 [a (a− 1 ) +n− 1 ] ha de ser també localment integrable , fet que és impos-

sible si -n < a < -n + 3. Per exemple, si n > 2 ia = 1 - n , llavors la funció

|x| 1 -n és de Lloc (R" ) , però no hi pot haver cap mesura µ amb suport

compacte tal que ΔυAuμ, en el sentit feble .

u =

Observem que no és una conseqüència directa de la definició 7.41 el fet que

si una funció u compleixi Au = 0 en el sentit feble , llavors u sigui harmònica.

Aquest fet, que és cert , és el contingut del resultat següent .

Teorema 7.45 (Lema de Weyl) . Si u Є Loc(U) i ▲u = 0 en el sentit feble,

llavors u és harmònica, és a dir, Au = 0 en el sentit clàssic a U.

Demostració. Provarem que u és contínua i que compleix la propietat de la

mitjana a U. Llavors el teorema 7.7 dóna l'harmonicitat de u.

= =
Prenguem una funció Є Co (B(0,1 ) ) amb fodV 1 i posem ε(x)

ɛ¯¹µ(x/ɛ) i Uɛ = {x : d(x, U© ) ≥ ε} . Si ↓ € CO (Uɛ ) , llavors és * ɛ € Co° (U)

i u * ɛ € C∞ (U ) . Aleshores , per la segona identitat de Green (7.6) aplicada

en un obert amb vora regular comprès entre Ug i U, hom té, entenent que totes

les integrals estan esteses a R" ,

√A(u * e) dV

=
(u * $ɛ)A¥ dV

=

=ffu(x−y)øe(y) dV(y)▲4(x) dV(x) =

-

=[[u(y)øe(x − y)dV(y)▲¢ (x) dV (x) =

= /·[u(y)f¢e(x − y)▲↓(x) dV(x) dV (y) =

- =
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= [u(y)[¢e (2)A4 (y + 2) dV(2) dV(y) =

=

·[u(y)A (f¢c(2)V(y + z) dV( z)) dv(y) .

La hipòtesi és que fu(y)▲x(y) dV(y)
=

0 six Є Co (U) . Aquest és el cas

quan x(y) = √ ɛ(z)¥(y + z) dV(z) . Per tant , ▲(u * ɛ ) = 0 , és a dir , u * Qɛ

és harmònica a U. Escrivint la propietat de la mitjana sobre boles per a la

funció u✶ ɛ tenim

n

(u * (ε) (x) =

√p(0 ,r) (u * de ) (x + y) dV (y) ,B(O.F)
rnCn JB(0 , r)

(7.28)

per a x € U , r > 0 prou petit . Atès que u € Li‰c (U) , és u ⋆ þɛ → u a Lloc (U)

quan ε → 0 i , en particular , a L¹ (B) per a tota bola B CU. La fórmula (7.28)

aplicada a u✶ɛ - u* s fa veure aleshores que u* és uniformement convergent

sobre compactes. Així, u * de tendeix a u uniformement sobre compactes i , per

tant, u és contínua. Fent ε → 0 a (7.28) es veu que u té la propietat de la

mitjana.

El lema de Weyl implica, per exemple, que les propietats AyGu (x , y) = dx

i Gʊ (x, y) = 0 si y Є OU caracteritzen la funció de Green d'un domini , en cas

d'existir .

Observació 7.4 . En tota aquesta secció hem suposat , tàcitament, que n > 2,

però és interessant considerar també el cas n = 1. Recordem que en aquest cas

G(x) = ||x | (d1 = ½ ) ; l'anàleg de la proposició 7.33 a) és2

(x)
=

•+∞
1

10 "" (y) | x − y | dy si Є C² (R") .

2 ∞

-

El teorema 7.42 afirma, ara, que la funció

(7.29)

té laplacià feble Au
=

u(x)
=

•+∞
1

[+00 −
|x − y | dµ(y)

2

μη si μ és una mesura amb suport compacte . Una versió

clàssica elemental d'aquest fet és quan µ = ƒ dx amb ƒ contínua amb suport

compacte. Aleshores

+∞
1

u(x)
= -

|x − y |f(y) dy
2

8
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compleix u" = ƒ. En efecte, hom té

•+∞

2u(x) = [ + ]* ° = [" (= [__ (x − y)ƒ (y) dy +
x

i, derivant dues vegades ,

x •+∞

-

•+∞

[** (y - x)f(y dy)
x

2u′ (x) = [_*_ ƒ(y) - [ * °° ƒ(y) , 2u″ (x) = f(x) − (− f(x) ) = 2f(x) .

Ara tornem al cas n > 1 .

−

Teorema 7.46 . Si Є Cc (R" ) és localment lipschitziana, és a dir, compleix

una condició local de Lipschitz amb exponent positiu:

- -
|0(y) − 6(x) | ≤ c(x) | y − x | ª , a > 0 , c(x) ≥ 0 , sempre que │y − x | ≤ 8 (x) ,

llavors el potencial u = G(o) és de classe C2 a Rn i compleix ▲u = 4 .

Demostració. Ja hem vist a la prova de la proposició 7.38 que u € C¹ (R²) i

que valen les igualtats

ди

axi

1

(x) = (1)Cn JRn

(y).

-

Xi - Yi dV (y) , i = 1 , 2 , ..., n.

|x − y |n
-

Ara no podem tornar a derivar sota el signe integral com abans, perquè

a Xiəxi - Yi

Əxjx - yn

=

-

біз

|x − y \n

-

n
--

(Xi — Yi)(Xj — Yj)

|x − yn +2

-

n

és de l'ordre de | x − y | ¯ ” i ja no és localment integrable. Aquest fet quedarà

compensat per l'observació que la integral sobre tota esfera centrada a x és

zero,

S (x, ε)

a XiXi -Yi dA(y) = 0

-
Əxj | x − y |n

(7.30)

j els dos termes que(si i j l'integrand és senar respecte l'i-èsim eix , i si i =

resulten en derivar tenen la mateixa integral) . En particular, és

—
Yi

dV(y) = 0, si 0 < ɛ < R.RZY-xZE
OX¡

|x − y| n `

Fixem x i sigui R tal que el suport de o estigui dins de la bola B(x, R) . Agafem

una funció x Є C∞ (R) tal que x(t) = 0 a ( -1 , 1 ) i x(t) = 1 si | t | ≥ 2 i

considerem

Xi - Yi x y
-

1 ) dV(y) ,
v² (x) = == √ (v ) =1 − 1 + x ( = = " l ) dv11/2Cn JRn

þ(y)
-

E
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de manera que v² (x)

←

au (x) , si ε →
axi

0, puntualment (de fet , uniformement

sobre compactes) . A la funció v (x) hi podem aplicar la proposició 7.36 per a

obtenir

1 მ Xi Yi
-

|x − y |
-

Ov, (x) === √ ( . ) (1) 31, (2 ) x (1² = 1 ) dV (y ) +მე მ ; ყო
-

Cn JB(x , R)

1
Xi - Yi 1 xj

+ (y)
Сп B(x,R)

-

E

Уј x

X'

-

Ε
dV(y) .

-
|x − y \ n ε |x − y | n
-

Utilizant (7.30 ) i el fet que x i x' són radials , resulta

avi

(x)

Əxj

=

=

1

Сп

1

B (x , R) `

( (y ) – ¢(2 ) )

a

Əxj (

— Yi) (xj
-

Xi Yi

|x − y | n

-

-

уj)

+ = face m 2 (4) 2 (²+ = 1)(8)++ 1))Сп
R)B(x,R)

· Аε (x) + Сε (x) .

Ε | x − y | n + 1

En coordenades polars , y = x + rw, tenim

•2ε
1

Cε(x):
=

===√√²Сп

1

T Ε

2

===ff²Сп T
¿

j

Χ

(

-
|x − y |

-

E

|x − y |

μl )
dV(y) +

dV(y) :

x ( z = " ) «v (v) =E

=
((x + rw)

rw) 1 win- ¹x ( ) dr do (w) =ε rn- 1
x'

(x +tɛw)w¿wjX' (t)dt do(w) .

Si ij, és Swiw¡do(w) = 0 i

Cε(x)
=

— f² (p(x + tew) – 4 (x)) w;w ;)X′(t) dt do(w).

1

hСп

-

és de l'ordre de 0(ɛª ) , uniformement per a x en un compacte . Si i = j , és

Swido(w) = cn/n i queda

Cε(x)
=

1

Сп ↓* ↓ (ø (x + tew) – 4(x)) w²¿x' (t)dt do (w)+

1

T

2
1

+ = ( x ) ( x ( t ) dt) (/ w? do (w )) = 0 (e ° ) + = p (x ) .Сп

n

T n

Així, Cε(x) → 0 si iji Сɛ (x) -→ (x) si i = j, uniformement sobre

compactes quan ɛ → 0. D'altra banda, com que | ø (y ) − ( (x) | = 0 ( | y − x | ª ) i

მ

(

-
Xi Yi

= -
0( x − y | ¯n) ,

Əxj x - y\n

- -
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la integral

Xi - Yi

i) ) dV(y )A(x) = √m . ( (y) - 6(x)) ( 32, ( + ))
B(x,ε)

x yn

-
és absolutament convergent perquè té integrand 0 ( | x − y | a-n) . A més,

·
-

|Aɛ (x) − A(x) | ≤ c

| f

Resumint, hem demostrat :

Əvi

(x)

მუj

B(x, 2ε)

α-η
|x − y | ª —¹dV (y) = 0(εº) , c constant.

Xi Yi

|x y \ nJB(2.8) ( (1) - 6(x)) (32, (Z - 1 )) dV(y) +C(x)B(x,R)

per a ɛ → 0, on C' (x) = 0 si i ‡ j i C (x) = 10(x) si i = j i la convergència és

uniforme sobre compactes. Això implica que u és de classe C² a R" . El fet que

Au = es dedueix aleshores del teorema 7.42 ; tanmateix, també es veu amb

el càlcul anterior, atès que

n

Au(x) :=Σ

i=1

მა

Əxi
(x)

=

n a

= ( (y) - (( x ) ) (Σ

=

+

B (x , R)

n 1

−4(x) = ((x) ,

Σηφα
i=1

axi (

Xi
-

Yi

|x − y | n
--

:)) av

dV (y)+

perquè

n

i=1

Əxi
(

Xi-Yi

[x- y/ n:)
= 0 si yx (és el laplacià de G(x − y)) .

Resumint els resultats d'aquesta secció , podem enunciar:

Teorema 7.47. Si µ és una mesura de massa total finita amb suport compacte,

el potencial u = G(µ) és una funció de Lloc (Rn) tal que Δυ = μ a Rn en el

sentit feble. Si n > 2, és l'única solució de Au = μ en el sentit feble que és

nulla a l'infinit; si n = 2 , és l'única solució de Au = μ en el sentit feble que

compleix u(x) = c Log | x | +0( 1 ) , | x | → +∞ i, en aquest cas, és c = 2μ(K) si

μ té suport a K. Si μ odV i és acotada, llavors u és de classe C¹ a Rn i

Zu
u compleix localment una condició del tipus

=

| Ñu(x) – ▼u(z) | = 0
-

-

1

| z − x│

1

Si Є Cc(R ) és localment lipschitiziana, aleshores u € C² (Rn ) i ▲u = 4 en

el sentit clàssic.
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7.8 L'equació de Poisson i els problemes de Dirichlet i de

Neumann no homogenis en un domini de R

n

L'equació de Poisson Au = també es pot plantejar en un domini acotat U C

R" . Donada, per exemple, una funció Є C(U) , voldríem resoldre l'equació

Au = 4 amb una funció u Є C² (U) . Una solució possible passa senzillament

per considerar la mesura µ = dV i el potencial corresponent

G(4) (x) = √ G(x − y)o(y)dV(y) ,U

només en els punts x Є U, per a la qual cosa convindrà suposar 6 € L¹ (U) .

Segons els resultats de l'apartat 7.7.2 , hom tindrà G(Ø) € L¹ (U) i AG(0) = &

en el sentit feble a U. Observem que ara no podem escriure G(4) (x)

Sv G(y) (x − y)dV(y) .

-

=

Per tal de poder aplicar els resultats que hem obtingut en la secció 7.7

suposarem que o és una funció acotada a U. En aquest cas, la proposició 7.38

i el teorema 7.46 dónen directament :

Teorema 7.48 . Si o és una funció acotada en un domini acotat U de R" ,

llavors el potencial G(4) és una funció de classe C¹ a U i ▼G(6) compleix una

condició de Lipschitz del tipus (7.26) . Si o és localment lipschitziana, llavors

G(ø) ≤ C²(U) i AG(4) = 4 en U en el sentit clàssic.

=

D'altra banda, es pot provar que si Є C(U) , llavors sempre hi ha una

funció u Є C¹ (U) que compleix Au en el sentit feble i a més u € C² (U),

si o compleix localment una condició de Lipschitz . Per al cas n = 2 , això serà

demostrat en el capítol 10 .

A diferència del cas U = R" , en el cas d'un domini qualsevol , el potencial

de Riesz G(6) no és una solució distingida de l'equació Au = a U. La solució

general s'obté afegint a G( ) una funció harmònica a U i per a determinar

una solució particular és necessari imposar alguna condició de contorn. Per

exemple, així com a R² , G(Ø) és l'única solució nul·la a l'infinit , fóra natural

considerar entre totes les solucions de Au o a U aquella que és nul·la a la

frontera, si existeix . Més generalment , en el problema de Dirichlet no homogeni

o problema de Dirichlet general , es parteix de dues dades al domini acotat

UCR : una funció C(OU) i una funció € L∞ (U) . El problema

consisteix a trobar una funció u Є C(U) que compleixi

=

Au = & a U

(D)
=
Ө a OU,
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on la igualtat Au = s'entén en el sentit feble .

La solució a aquest problema, si existeix , és única perquè si u1 , u2 en són

solucions, llavors u = u1 —- u2 és harmònica, pel lema de Weyl, i val 0 a Əʊ,
-

amb la qual cosa u = 0 a U i u₁ = u2.

El problema (D) es desdobla en dos problemes corresponents a y = 0 i

a = 0 , respectivament :

▲u = 0 a UΔυ

u = 4

(D1)

S|Au = φ
a U

a au

(D2),

u = 0 a au

on les igualtats del laplacià són en el sentit feble.

El primer problema o problema de Dirichlet homogeni ja l'hem considerat

en la secció 7.4 . El problema (D2 ) es redueix al problema (D1 ) de la manera

següent: considerem el potencial

v(x) = G(0) (x) = √ G(x − y)4(y) dV(y).U

=
Pel teorema 7.47 es compleix v Є C¹ (R" ) i Au

EC(OU) la restricció de v a ĈU i sigui u。 la solució de ▲uo

en el sentit feble a U. Sigui

= 0 a U, uo = 4

a OU. Llavors u = vuo compleix Au =uo compleix Nu = Δυ - Δυο = φ a Ui▲v – ▲uo = ☀ a U i uǝʊ = 0 a ǝU.

Amb això hem provat el resultat següent :

Proposició 7.49. Si el problema de Dirichlet homogeni (D1 ) té solució per a

tota funció Є C (JU) , llavors el problema de Dirichlet general (D) té solució

per a tot parell de funcions 4 € C(ƏU) , ¢ € L∞ (U) .

Si el domini U admet primera funció de Green , llavors la solució de (D2)

existeix i és explícita:

Teorema 7.50 . Si el domini acotat U admet funció de Green, Gv (x, y) , la

solució del problema (D2) per a € L∞ (U) és

u(x) =| Gv(x,y)4(y)dV(y), x € U.U

Si és localment lipschitziana, aleshores u ← C² (U) i ▲u

clàssic.

- -

=
o en el sentit

Demostració. Recordem que Gu (x, y ) = G(x − y) – vx (y) on vx Є C(U) com-

pleix vx (y) G(x − y) , y Є ƏU i væ és harmònica a U. Amb això , u té
=
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l'estructura indicada abans,

- -

u(x) = | G(x − y )o(y) dV (y) − [̧ ºz (y)ø (y) dV (y) = G(ó)(x) − uo(x) ,U

-

i només cal comprovar que uo és la solució del problema (D1 ) amb dada y =

G(o) a U. Demostrem en primer lloc que uo Є C(U) . Per la proposició 7.24 és

G(x − y) − vx (y) = Gv (x − y) ≤ 0 ;
- -

per tant , hom té | vx(y) | ≤ | G(x − y) | si n > 2 i │vx (y ) | ≤ | G(x , y) | + K(U)

si n = 2 , on K(U) és una constant que només depèn del domini U. D'altra

banda , per la proposició 7.23 tenim vx (y) = vy (x) , que és contínua a U en una

de les variables fixada l'altra . Això permet provar que uo Є C(U) . En efecte ,

tenim

- -

uo(x) − uo(z) = √ (vz (y) − vz (y))o(y )dV (y) .

-
Triem 8 > 0 , x , z Є U amb | z − x < § i trenquem la integral en dues parts I, II

corresponents , respectivament , a les regions d'integració UПB(x, d) i U\B(x, 8) .

Quanzx, la part II tendeix a zero pel teorema de la convergència dominada;

utilitzant l'estimació de vr que acabem de veure, la part I està majorada per

- -

Jung (m) ( IG (y − 2) | + |G (y − x) ) dV(y),UnBs(x)

que també tendeix a zero quan d → 0. Com que vã (y)
=

=

en x, la propietat de la mitjana i el teorema de Fubini

harmònica a U. Finalment , quan x E OU, va (y)

uo = G(6) a ƏU.

vy(x) és harmònica

impliquen que uo és

G(x − y) i , per tant ,
-

Si és localment lipschitziana a U, és automàticament contínua i el

teorema 7.47 permet afirmar que G(o) és de classe C2 a U. Llavors u també ho

és (uo és harmònica i , per tant , uo E C∞ (U) ) i ▲u = AG(0) = 0 en el sentit

clàssic .

La funció u del teorema 7.50 s'anomena potencial de Green de la funció o

a U.

=

Com a conseqüència del teorema 7.50 , resulta que si U té frontera regu-

lar (orientada pel camp Ñ) i el nucli de Poisson associat a Gu, Pu(x, y)

მ Gu (x , y) , resol el problema (D₁ ) a U, llavors la solució del problema de

Dirichlet general (D) està donada per

aNy

u(x) =

= √₂ (y)Pv(x, y)dA (y) + [au

Gv(x, y)o(y) dV(y) .
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Exemple 7.51 . En el cas particular que U sigui el disc unitat , D, el teore-

ma 7.26 i el teorema 7.50 donen la funció

u(z) :
=

1 - 1

2π
16

W

27 / (w) 1 = 12/12 do ( w) + 27 / Log | 1-2 ( w)dm(w) (7.31)2π
|zw|2

com a solució del problema (D) .

- WZ

Un cop sabem resoldre el problema de Dirichlet al disc D, el sabem resoldre

en qualsevol altre disc D(a , R) . Senzillament passem d'un disc a l'altre mit-

jançant les transformacions z → = a + Rz, Č → z = a. Si u és de classe

C² a D(a, R) , llavors la funció v ( z ) = u (a + Rz) és de classe C² a D i tenim la

fórmula

v(z) =
=

=

1

=√
2π

+

1

2π

1

2π

1

+

T

v(w)

log

£10D

1 - 12/2

|z − w/2 do(w)+-

-
พ

1 - wz

Lula

u(a + Rw)

T

-

Av (w) dm(w)

1- |z|2

Iz - w/2

พ

do(w)+

=

R

2 / log| 2-1 R² Au(a + Rw) dm (w) .1 - ωχ

-
Quan │w | = 1 , έ = a + Rw recorre {§ : | § — a | = R} i és ds (¿) = Rdo(w) ; quan

|w| < 1 , § = a + Rw recorre {§ : | § − a | ≤ R} i és dm(§) = R² dm(w) . Fent el

canvi de variable & = a + Rw en les integrals anteriors obtenim

-

1 1- |2|2

u(a + Rz)
=

u(૬) 2 ds( )+

2πR
C(a,R)

1

+

2π2 Spla.8)

Z
-

2 -

ξα

R

ξα

R
Log Au(§) dm (§) ,

D(a ,R)
1- 텄

ξα
Z

R

que, reescrit en termes de = a + Rz, queda en la forma

1 -
R² − |Š — a|²

u(5)
=

u(૬ ) ds( ) +

2πR
C(a,R) 18 - 512

(7.32)

1
( - $)R

+ Log ▲u(§) dm(5) .
2π D(a ,R)

R² - (§ - ā) ( - a)
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Així, la funció de Green de D(a, R) és

1

GD(a,R) ($, $)

ξ - ς
= Log
2π -

R² - (§ — ā) ( - a)

Observem que no és res més que la composició de la funció de Green de D amb

la transformació (
5-a En particular , és GD(a, R) ≤ 0. Si fem ( = a , trobem

1

R

1
ξ
- a

u(a) = 2= R √cia.m) u(E) ds(£) + 2= Splan, log || Au(£) dm(6) .
C(a,R)

Així mateix el nucli de Poisson del disc D

1

PD($, $)
=

R² - | - a²

2πR 1 - $ 12

D(a, R)

=
D(a, R) és

R

-
" | § − a | = R, | $ − a | < R.

El potencial u del teorema 7.50 té sentit per a funcions que no siguin ne-

cessàriament acotades a U; fins i tot podem considerar-lo substituint dV per

una mesura μ de massa localment finita , tal com hem fet amb els potencials de

Riesz , i definir

u(x) = √ Gv(x, y)dµ(y)
U

sempre que la integral sigui convergent . Per exemple, en el cas del disc unitat

D, on tenim ben explícita la funció GD , es pot fer aquesta anàlisi detalladament.

Proposició 7.52. Sigui μ una mesura de massa localment finita a D tal que

− |w| 2 ) d\µ | (w) < +∞ .

m-1)/

Llavors el potencial

u(z)
=

1 -
พ

27 / Log 2- W2 dp (w )2π
D

1- wz

defineix una funció u € L¹ (D) que compleix Au = μ a D en el sentit feble.

Demostració. Hom té

1

[ \ u ( 2 ) dm ( 2 ) ≤ 2/4 / dµ (w ) [pD
2π

Log

1

Z - พ

dm(z) .

wz-

Si apliquem la fórmula (7.31) a la funció u (z ) = | z | ² per a la qual o = ▲u = 4 ,

trobem

1

2π
D

Z

Log

1

-
พ

-
wz

1

dm(z) = (|w| ² – 1 ),
†
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de manera que

<

[ \u( 2) | dm( 2 ) ≤ } [ (1 − \w\²) d\µ | (w) ,D

=
μ en el sentit feble ,quantitat que és finita per hipòtesi . Per veure que Au

repetim la prova del teorema 7.42 . Per a Є C2(D) hom té

1

y

-
พ

[ u(2)A4(2)dm(2) = 2 du (w ) / Log | 7 - w | Ap (2 ) dm(2) =2π
//D

= √ (w) dµ (w) ,

D 1- wz

perquè la fórmula 7.31 , tenint en compte que ( z) = 0 si | z | = 1 , dóna

Z พ1

(w)
=

Log
2π 1 - WZ

▲y(z)dw(z).

Exemple 7.53 . Suposem que és radial al disc D amb (w) = h ( | w| ) , on h

compleix

1

[*
(1 − r) | h(r) | dr < +∞.

Llavors el potencial de Green de la funció a D és:

2π
1

Log
-

z - reit

1

dt dr.

reitzS²u( z) = [ h ( r)r (2= √]

La integral interior tan sols depèn de │z | = s ; com que la funció Log | 1 - rsn|

és harmònica respecte de ŉ per a │ŉ | ≤ 1 i val 0 a l'origen , per la propietat de

la mitjana , la integral de Log | 1 – rseit | val zero . Així, la integral interior és

1

2π

-

2π

√

Logs - re¹t | dt .

-

Si s > r es tracta novament del valor mitjà d'una funció harmònica i coincideix

amb el valor a l'origen, que és Log s . Com que | s - reit | = | r — seit | , tenim que

si s < r el valor de la integral és Logr . Amb això ,

S

u( z) = Logs [f" rh(r) dr +

1

rh(r) log r dr.

S

En aquest cas , podem comprovar directament que si h és contínua , la funció u

és de classe C² i té laplacià igual a 4 .
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Consideracions anàlogues es poden fer per al problema de Neumann general

o problema de Neumann no homogeni . En un domini acotat U amb vora regular

orientada per la normal exterior Ñ, les dades són ara y € C(ƏU) i ø € L∞ (U) .

El problema consisteix a trobar una funció u E C¹ (U) de manera que

(N)
=Au a U en el sentit dèbil i

ди

= adU.

ON

Les dades , han de complir la condició de compatibilitat

LovodA

=

=Lov

ди

dA =

au ON

་

√Audv = √ &c
= &av.

au

Igual que en el cas homogeni, aquest problema , si té solució , només en té

una llevat de constants, perquè si u₁ , u2 són solucions , u = u₁ - u2 és harmònica

a Ui 0 a OU. Aleshores (7.8) implica
ди

ON

=

لا

|Ñu|² dV = 0,

que diu que u és constant a U.

També podem descompondre el problema de Neumann en els dos problemes

corresponents

ди

▲u = 0 a U, = 4 a au

ON

ди

Au = & a U,
= 0 a OU.

ON

(N1)

(N2)

La manera com es tracta l'equació Au = 4 és semblant a com ho hem fet en

el problema de Dirichlet . Primerament es busquen solucions en el sentit dèbil,

i després s'analitza com les propietats de o influeixen en la regularitat de u.

Anàlogament a la proposició 7.49 , hom té el resultat següent :

Proposició 7.54 . Si el problema (N₁ ) té solució per a tota funció y Є C(JU)

complint fau dA = 0 , llavors el problema (N2 ) té solució per a totafunció ☀ €SaudA

L∞ (U) tal que Su dV = 0. Si és localment lipschitziana, aleshores hi haSv ¢

solució del problema (N2) en el sentit clàssic.

Demostració. Considerem el potencial de Riesz

G(ø)(x) = [ G(x − y)o(y) dV(y ) .
U
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Pel teorema 7.47 , G(p) és de classe C¹ a Rn , és harmònica fora de U i compleix

AG(4) = 4 a U, en el sentit feble. Com que fu dV = 0 , hom té

- -

G(4) (x) = √ (G(x − y) − G (x))¢(y) dV (y),

- -

▼G (p)(x) =√ (V₂G (x − y) − ▼G(x) )ø (y) dV (y) .

- -
Ara bé , un càlcul mostra que |▼„G (x − y) − ▼G(x) | ≤ c | x − y | ¯ ” , c constant ,

uniformement en yЄU per a | x | gran i, per tant , | ▼G(4) (x) | = O( |x | ¯”) per

a |x| → +∞ . Apliquem ara (7.7) a la funció G(Ø) i al domini B(0 , R) \ U per

a R gran. Resulta

ƏG(6)

S(0 , R) айJS(OR)

Com que

dA -

ƏG(6)

au

ƏG(6)

ON

dA =

SBOR

AG(6) dV = 0 .

B(0 ,R)\U

Ꭱ
CRn-1

Rn
0, c constant, veiem que

ƏG(6)

=
R→∞ ONJS(0, R) GdA≤ c

compleix SaudA
= 0. Si ara u₁ és una solució de (N₁ ) amb dada 4, tindrem

que u = G( ) u₁ és solució de (N2) amb dada 4.
-

Si és localment lipschitziana, llavors G(6) és de classe C² i AG(0) = ¢

en el sentit clàssic . Per tant , també val ▲u = 0 en el sentit clàssic , ja que u1

és harmònica.

Quan U admet segona funció de Green , Hu , de manera que la funció

u(a ) = o Hu (2,3) (u)dA( ) +au

C, c constant

sigui la solució de (N₁ ) , d'acord amb (7.18) , llavors tindrem que la funció

serà la solució de Au =

u(x) = − | Hv(x, y)ø(y) dV (y)

6, ON

U

= 0 a ǝU si fodV = 0.

En conseqüència, la solució al problema general de Neumann (N) estarà

donada per la funció

u(x) = √ Hv(x, y)p(y) dA(y) − Su

-
Hu(x, y)o(y) dV(y) + c,

c constant.

U

=
2πEn el cas del disc unitat, la fórmula anterior amb Нò(z , w)

|1 - wz ) (apartat 7.6.3) dóna, efectivament , la solució del problema general de

Neumann.

-2 Log( |zw|
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7.9 La solució del problema de Dirichlet i del problema

de Neumann a la bola

=
En el cas n > 2 , també és possible explotar la simetria de la bola unitat B

B(0, 1 ) de R" per a calcular la funció de Green i el nucli de Poisson . En aquest

cas, per a x B cal trobar una funció harmònica vr tal que

Vx(Y) = G(x − y) = dn | x − y | 2 - n per a y
-

│y | 1 .
=

dn; per a x 0, sigui x' el punt que correspon a xSi x = 0 , òbviament és vr =Vx

per la inversió respecte de S = OB, és a dir , x'

té

x

| x′ − y | ²
=

|x|2

-
y

=
|x|2

|x|4

+ 1y12

1 + x 2 − 2xy

|x|2

-

=
|x − y | ²

|x|2

-
Per tant , | x − y | = | x || x ' − y | si │y│

---

-

=

2xy

|x|2

x
2. Llavors, si y = 1 , hom

[x2 .

=

1

+1
-

|y |

2xy

|x|2

-
y | 2—n1 i prenem va(y) = dn |x |2n | x' — y | 2 - n

que és harmònica a R" \ {x' } . Així, la funció de Green de la bola B és

GB(x, y) = dn ( | x − y | ² -n — | x | ²- " | x′ — y | ²—n ) .
- -

Finalment , calculem el nucli de Poisson de B. Observem que si r =

მ მ

N₁ = r = Σig . Resulta, doncs,

lyl , és

მ

მ
Yi მყი

1-2

მ a

-
· | x − y | ² — n

მუ

=
|x² +r² - 23

2xiyi

Ər
Σ

-
= (1-2) (2r — 2x· y) |x − y |¯n

=

||

-
= (2 − n) (r — x ·y) | x − y | ¯” = (2 — n ) ( 1 − x ·y) | x − y | ¯” .
=

De la mateixa manera

მ

-

2-

- -

— | x′ − y | ² — n = ( 2 — n) ( 1 − x ' · y ) | x ′ − y | —” ,
მუ

amb la qual cosa obtenim

- -

Pâ(x, y) = dn (2 — n) | x − y | ˜^ { 1 − x·y − ( 1 − x' ·y ) | x | ² } =
- - - -

1 1 – |x|²

Cn | x − yn '
-
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on, recordem-ho , cn és l'àrea de l'esfera unitat de R" . Observem que aquest

nucli té la mateixa estructura que en el cas del disc unitat . D'una manera

totalment anàloga al teorema 7.26 , es prova el resultat següent .

Teorema 7.55 . Si 4 Є C(S) , la solució del problema de Dirichlet u = a Siya

ΔυAu = 0 a B és la funció

1

u(x)
=

Сп

1- |x|2

S x - yn

(y) dA(y) .

- -

Exemple 7.56. Calculem la solució u; corresponent a la restricció de la funció

Yi(x) = x² a S, i = 1,2 , ... , n . Com que x - x² és harmònica, hom té

ui — uj = x² − x², és a dir, u; - x2 és independent de i . La suma de les funcions

u; és la solució del problema de Dirichlet corresponent a Σ², que val 1 a S;

per tant, u (x) = 1 per a x Є B, i , en conseqüència, Σ (u; − x2) = 1 − |x | ² .

Així, resulta u¿(x) = x² + ( 1 − | x | ² ) .

i

i

€ –

n

-

- -

Com a aplicació de la solució del problema de Dirichlet per a les boles

podem provar el principi de simetria. Direm que un domini U de Rn és simètric

respecte de R¹- ¹ si (X1 , X2 , ... , xn ) Є U implica (x1 , X2 , . . . , Xn − 1 , −Xn) € U,

i posarem U+ = { (X1 , X2 , ... , xn ) € U : xn > 0} per a indicar la part superior

de U.

Proposició 7.57 (Principi de simetria per a funcions harmòniques) .

Sigui U un domini Rn simètric respecte de Rn- 1 iu una funció harmònica a

U+ , contínua a U* tal que u = 0 a URn- 1 . Llavors l'extensió senar, v, de

u aU definida per

v(X1 , X2 , ... , Xn )

Ju(x1 , x2 ,

• ·
Xn) si xn > 0

=

—u(X1 , X2 , · · -xn) si xn < 0

és harmònica a U.

=

Demostració. La funció v és clarament contínua a U i harmònica a U \ Rn-1 .

Fixem un punt a Є Un Rn- 1 i sigui B(a , r ) CU una bola de centre a inclosa

a U. Considerem la funció harmònica h a B(a, r) que té per valor frontera

la funció v (sobre ƏB(a , r) ) . Com que la dada v compleix v (x1 , X2 , ⋅ , xn)

−v(X1 , X2 , . . . , -în ) a ƏB(a, r) , la funció h compleix la mateixa propietat a

B(a, r) (això és conseqüència de la fórmula de Poisson o de la unicitat de la

solució del problema de Dirichlet a la bola) . L'antisimetria de h implica que

h = 0 a B(a , r) R - 1 . Llavors h i v són funcions harmòniques a B+ (a, r) i a
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B¯ (a, r) (la part superior i la part inferior de B(a , r) ) , contínues a B* (a, r) i

B¯ (̄a, r) i coincideixen a les fronteres d'aquestes semiboles . Per la unicitat de

solució del problema de Dirichlet resulta h = v a B(a, r) , i v és harmònica en

aquesta bola. El punt a € UR²-1 és qualsevol i v és harmònica a U.

= фа B, ujs = 4
= > ambPel que fa al problema de Dirichlet no homogeni Au

Є C(S) , la solució serà, d'acord amb (7.17) ,• € L∞ (B) i

u(x)
=

1 -

en Js 12- 2/2 (y ) dA (y ) +

+

S

1

-

-n - -

cn (n − 2) f ( x − y |²—” — |x |² — ” \x′ − y|²−" )ø(y) dV (y) .
-

En el cas de la bola de radi R, reescalant , obtenim com a solució del pro-

blema de Dirichlet homogeni la funció

u(x)
=

1

CnR
-

S(0,R)

R² - |x|²

|x − y|n

(y)dA(y) (7.33)

El resultat següent és la versió de les desigualtats de Cauchy per a funcions

harmòniques:

Proposició 7.58. Si u és harmònica en una bola B(0 , R) i compleix | u(x) | ≤

M per a x≤R, llavors hom té, per a tot multiíndex a,

Ja

მი

M

u(0) ≤ Ca
Ra

amb una constant Ca que només depèn del multiíndex a.

Demostració. Podem suposar que u és harmònica a B(0, R) , de manera que

tenim 7.33 amb (y) = u(y) . Si derivem sota el signe integral i avaluem en

x = 0, trobem el resultat .

Com a aplicació estudiarem les singularitats aïllades de les funcions harmò-

niques .

Proposició 7.59 . Suposem que u és harmònica a B(0 , R) \ { 0} i que

|u(y) | = o(G(y)) y → 0,

on G és la solució fonamental del laplacià. Llavors u és harmònica a B(0, R) ,

és a dir, l'origen és una singularitat evitable de la funció u.
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Demostració. Fem primer la prova si n > 2. Com que | u(y) | = o ( | y | ²—”) , si

apliquem la proposició 7.58 a la bola B(y, ¹¹ ) , obtindrem

Vu(y) | = o ( | y | ¹ - n) .

Fixat x 0 i per a | x| < R, apliquem el corollari 7.16 a U = B(0, R) \ B(0, ɛ) .

Tindrem,

u(x) =√s(0.1)
S(0 , R)

a

u(y). −G(x − y ) – G(x − y) -

y

ди

(y)

» )

dA(y)-

მ ди
-

u(y).
-

อ
ย

·G(x − y) —G(x − y)

( y) dA(y)) =v1(x) – v2(x).

-
—

Ara bé,

S(0,ε)

-
| v2(x) | ≤ C'(x) ɛ¹− 1 (sup|y | = e | u (y) | + SUP| y |=e |Ñu(y ) |) → 0, si → 0.

Per tant, v2 (x) = 0 i u (x) = v₁ (x) és harmònica a B(0, R) .

Tyl
En el cas n = 2 , tenim | u (y) | = o ( | log | y || ) i | ▼u (y) | = o | Log | y || . Amb això

el terme Sc(0,e) u (y) G(x − y) dA(y) ja tendeix a zero. Per a l'altre terme

Sc(0,e) G(x− y) (y) dA(y) , només obtindríem o(Log ε) i cal treballar una mica

-

més. Escrivim

C(0,ε)

ди

บ

-

·

ди

G(4 ) Sc(0,5)Sco.e) ON (y ) dA(y) +

G(xy) (y) dA(y) = G(x)

ди

ON
C(0,ɛ)

ди
-

+ Scom) (G(x − y ) − G(x) ] ³u
-

– (y) dA(y) .

ON

- -

au

C(0,ε)

Com que |G(x − y) − G(x) | = o(ɛ) , la darrera integral tendeix a zero amb ɛ .

Ara veurem que Sc(0,e) 3 (y) dA(y) = 0 (tal com correspon a posteriori si u

ha de ser harmònica a B(0 , R)) , és a dir, provarem que Sc(0,e) u(y) dA(y) és

constant respecte de ɛ. En efecte , considerem la funció

1
2π

v(x) [** u(xeiº) do,
=

2π

=

que també és harmònica a B(0 , R) \ { 0} , és radial i compleix v (x) = o (Log | x | ) .

Com que tota funció harmònica radial és del tipus a Log |x | + b i v(x)

o(Log | x | ) , la constant a ha de ser 0 , v és constant i fc (0,e ) u(y) dA(y) també

ho és.
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El càlcul de la segona funció de Green HÂ(x, y) de la bola unitat de R² és

més complicat . En veurem una expressió no completament explícita, suficient

per establir-ne l'existència i les propietats . En lloc de buscar , per a cada x Є B ,

la funció v = v harmònica tal ǝÑ, G(x − y) per a |y | = 1 , buscarem

directament HB (x , y) = vx (y) — G(x- y) . Recordem que HB(x, y) ha de complir

la igualtat següent , sempre que u sigui harmònica a B,

væ que

მა მ
= -

ди1

u(x)
=

√u(y) dA (y) + √s+ ON

HB(x, y) (y ) dA(y) .

ΝСп S

n
Utilitzem un fet que és específic de la bola i de la derivada respecte de la normal

a la seva frontera : si u és harmònica, també ho és la funció Σ

ди
Xi axi perquè

i=1

nn

ди

ΔΙΣ

i=1

Xi

Əxi

=

n

j=1

მ ди

Əxi
Σ

Sij
Əxi

a²u

+ Xi
ƏX¿ƏX

j

=

n

a²u 23u

= 2 Σ Sij + Xi

მ X;მ j dx¡0x

= 2Au +

n

2Au+Σ

i=1i ,j=1

Xi

asu

axi

n
Ju

Xi JxiAra bé, en coordenades esfèriques , x = rw, w Є S, és Σxi

i=1

ди
= rru (rw ) , i , si

apliquem la fórmula de representació de Poisson a aquesta funció harmònica,

resulta

ди

r (rw)
dr

1

=

Сп S

ofPB (rw, y)

ди

ON

(y) dA(y) .

rAra voldríem dividir per r i integrar radialment per obtenir u (rw) , però ‡ no

és integrable al voltant de l'origen ; per evitar aquesta dificultat utilitzem el fet

que dA(y) = 0 . Així, hom té

ди

ON

ди

r (rw)

მუ

1 ди

=

+ (Ps(rw , y) - 1) (y) dA(y)

Cn Js

i

1

u(rw)
=

Сп S

Ju

(y ) dA(y) .

ON

1
-

↓ {[" (Ps ( sw , y ) − 1 ) ds

Posem HB(x, y) per al nucli

r 1

— -

S

Ha(x, y ) = [" } { Pa (sw , y ) − 1 } ds0 S

=

[* { Ps (tx , y ) - 1 ) 4 .

dt

ᏆxЄ B, y ЄS.
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El nucli de Poisson Р (x, y) és harmònic en x; per tant , també ho és Рâ(tx , y)

per a tot t i HB(x, y) és , també, harmònic en x. Per construcció es compleix

Әнв

მუ

1

(rw , y) = = ( P3 (x, y) − 1 ) .
-

Amb això ja podem provar que el problema de Neumann a la bola

ди

Au = 0 a B,. amb= a S,

ar
S١٥

dA
= 0

té solució (única llevat de constants) . Senzillament definim

u(x)=√
HB(x, y) (y) dA(y) .

Com que HB(x, y) és harmònica en x, la funció u és harmònica. També és

ди

r

მუ (2x) = √ ( PB ((PB(x, y) − 1)q(y) dA (y) = [ Pz (x, y)4(y) dA(y) .

El terme de la dreta, la solució del problema de Dirichlet amb dada 4 , té valor

a la frontera 4 , i en conseqüència tenim

ди
=Ər Ya S.

Finalment , segons la proposició 7.54 el problema

ди

Δu = φ a B,
= 0 a S

també té solució en el sentit clàssic si o és localment lipschitziana .

7.10 Descomposició de camps

3

= 0

Recordem que en un domini arbitrari U de R³ un camp continu és conserva-

tiu si i només si és un gradient i és solenoïdal si i només si és un rotacional .

Amb hipòtesis de diferenciabilitat , els camps X localment conservatius (res-

pectivament , localment solenoïdals) es caracteritzen per la condició rot X

(respectivament, div X = 0) . Aprofitant que ara tenim el llenguatge de les so-

lucions en el sentit feble de l'equació de Poisson Au o, farem consideracions

semblants per a les equacions div X = h, rot X = Y amb h, Ỷ donats .

x

=

Un camp continu X en un domini U de R³ queda determinat pels productes

escalars,

=

3

Xi (x)
dV(x) ,

U i=1(X,‚Ýìv L。t], (X(x) , Ỹ (x) ) dV(x) = [ {Σ X₁(x) ; (
def
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de ✈ amb tots els camps Ỷ de classe C amb suport compacte a U. Si X

és de classe C'¹ a U, llavors , quan Ỷ = √ amb € C (U) , hom té

3

дф

又() ()(x) } dV(x) :

(X‚ Ñ4)v =√ √ΣX;(x) ( 2)}

-

U
i=1

i= 1

əxi

Əxi

axi

·

=

(x) ) p(x) dV(x) = − (div X, 6)u .

Per aquest motiu posem aquesta definició :

Definició 7.60 . Si X és un camp continu a U i hЄ L。 (U) , direm que val la

igualtat div X = h en el sentit feble a U si es compleix

n

Әф

( X, Gov = [ {Σ x (x) 02, (x) }

ΣX;(x) (x) } dV(x) =

U i=1
მე ;

= - [ h(x)ø(x) dV(x) ,
per a tota funció 4 € Cºº (U) .

Anàlogament , si X és de classe C¹ a U i X = rot Z, Z = (Z1 , Z2 , Z3 ) amb

Zi E Co (U) , llavors és

მ Z2

(X, rot Zu = √ [X₁ (97,3 - 922)

U

az2 ᎧᏃ

მ

]

+ X2

(( z

ᎧᏃ მ Z3

+

მთ

==

+ R (322-321) dV (2 ) -
+X3

მთ

Z3
08,

- - . [( 2, X,
-J
o

Z2

3

+ (2, 0X; -
მთ

მყ

მყ

მ

Z3

-2, X: ) + ( 2, X, -2, X)

Z2

az

2 , 0x3) ] dv(x )მყ

ax2 ǝX3

-

dV =

+

-
+ Z2

az მყ

X3 X₁

მუ az

+

ax₁ ax₂

+Z3
-

dV(x) = −(rot X, Z)v.

მყ მთ
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Definició 7.61 . Si X és un camp continu a U i Ỷ és un camp localment

integrable a U, direm que val la igualtat rot X = Ỷ en el sentit feble a U si es

compleix

(X ,rot Z )u = - (Y , Z) u ,

per a tot camp Z tal que Z; E CO (U) , i = 1 , 2 , 3 .

Proposició 7.62. En un domini U qualsevol de R3 , un camp continu Ẵ és

localment conservatiu si i només si rot X = 0 en el sentit feble, és a dir,

(X, rot Z) = 0, per a Z amb Zi Є Co (U) , i = 1 , 2 , 3 .

Un camp continu X és localment solenoïdal a U si i només si div x = 0 en el

sentit feble, és a dir,

(X,√6)v = 0, per a Є CO (U) .

Si U és simplement connex (respectivament, sense cavitats), podem substituir

localment conservatiu per conservatiu (respectivament, localment solenoidal per

solenoïdal) .

Per a les nocions de domini simplement connex i de domini sense cavitats

vegeu l'apartat 3.7.1 .

Demostració. És del tot similar a la proposició 6.20 (observació 6.5) . Si X

és de classe C¹ , el resultat és conseqüència de les consideracions anteriors .

En general , aproximaríem X per camps de classe C , uniformement sobre

compactes, que continuen complint les mateixes hipòtesis.

3

Així doncs , si considerem, per simplificar, que U és un domini de R³ sim-

plement connex i sense cavitats i suposem, a més a més, que OU és regular,

tenim aquestes dues classes de camps continus a U:

A) X conservatiu ↔ X = √↔ rot X = 0 , en el sentit feble.

ẴB) X solenoïdal ↔ X = rotỶ ↔ div x = 0 , en el sentit feble .

Teorema 7.63 . Si un camp continu X és simultàniament conservatiu i so-

lenoïdal en un domini U, llavors hi ha una funció harmònica a U tal que

X = √√. En particular, X és automàticament de classe C. Si U té frontera

regular orientada pel camp normal exterior Ñ i es compleix (X, Ñ) = 0 a ƏU,

llavors és X = 0 a U.
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Demostració. Essent ✈ conservatiu , és X = √√ , amb € C¹ (U) . D'altra

banda, divV(√ ) = 0 en el sentit feble , és a dir ,

ΙΣ

3 მს მი

(x)
dxi axi

dV(x) = 0

per a Є CO(U) . Això equival a

√ v(x)A¢(x)dV(x) = 0,U

per a Є CO(U) ,

que diu que A

harmònica . Com que (X, Ñ) = (▼↓ , Ñ) მს=

és zero , llavors és constant i X = √√ = 0 .

= 0 en el sentit feble . Pel lema de Weyl (teorema 7.45)

ON

és

si la component normal de X

Suposem que volem descompondre un camp X, suficientment regular a Ū,

com a suma d'un camp del tipus A) més un camp del tipus B) :

X = X₁ + X₂.

Aleshores, aplicant-hi l'operador divergència , tindríem

div X₁ = divx defX1
= h

en el sentit feble. Si posem abans X₁ = V , llavors seriaÃ1

Ay = h

en el sentit feble . Per determinar és suficient donar una condició de tipus

Neumann sobre OU. Podem imposar, per exemple,

მს
=

(X,Ñ)

ON

de manera que (X1 , Ñ)
=

(≈4 ,Ñ)

მს
= =

ΟΝ
(X, Ñ) . Així, hem vist que en

qualsevol possible descomposició X = X₁ + X2 amb X₁ conservatiu i X2 sole-

noïdal , X₁ està completament determinat si posem (X1 , Ñ) = (X, Ñ) . Llavors

el camp X½ = X – X₁ compleix div X2 = 0 , de manera que és solenoïdal , i a

més (X2 , N) = 0. D'altra banda, aquesta descomposició resulta ser ortogonal

perquè

-

(X1, X2)u =f (X1(x), X2(x)) dV =[ {Ñ¢(x), X2) dV.
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Però (√√ , X2) = div(4X2) – 4 (div X2) = div(4X2) i
-

(X1, X2)u = √ div(4X2)dV = √ , $((X2, Ñ) dA = 0.au

Per construcció, aquesta descomposició és única perquè si X1 + X₂ = Xj + X½

són dues descomposicions d'aquests tipus , llavors X₁ – Ší = X½ – X2 és un

camp simultàniament conservatiu i solenoïdal amb component normal zero i ,

per tant, és idènticament nul pel teorema 7.63 . Les condicions sobre X per tal

que X1 , X2 siguin camps de classe C¹ (U) són delicades , però és suficient la

condició X € C¹+ª (U) ; llavors la funció h = div X és localment lipschitziana a

U i segons la proposició 7.54 el problema A = h a U, მს

(X, Ñ) a ǝU, té

una solució Є C² (U) i resulta X₁ = √√ € C¹ (U) . Amb tot plegat , hem vist

el teorema següent.

Є

ΟΝ

=

Teorema 7.64 (Helmholtz) . Si U és un domini acotat amb frontera regular

orientada pel camp normal exterior Ñ, en el qual es pot resoldre el problema de

Neumann i U és simplement connex i sense cavitats, llavors tot camp X sufici-

entment regular a U (per exemple X € C¹ +ª (U) , a > 0) té una descomposició

única

X = X₁ + X2 ,

=
amb X1 , X2 de classe C¹ a U , on Ẵ₁ és conservatiu i compleix (X1 , Ñ)

(X, Ñ) i X2 és solenoïdal i compleix (X2 , Ñ) = 0. A més, aquesta descompo-

sició és ortogonal respecte del producte escalar de camps a U.

= hTambé és possible fer altres descomposicions: si triem amb A

(= div X) , complint la condició = 0 a ƏU, llavors la descomposició també és

ortogonal i ₁ només té component normal a ƏU .

Hom es pot plantejar la descomposició anterior a tot l'espai R3 , resolent

l'equació ▲ = h = div & mitjançant el potencial newtonià

(x) = [ h(y)G(x − y) dV (y) .R3

Teorema 7.65 . Suposem que X és un camp de classe C¹ a R³ amb | div X(x) | =

O( x - 1-ε) quan |x| → +∞ per a algun ε > 0. Llavors X té una descomposició

única X = X₁ + X2, on X₁ és conservatiu, X2 és solenoïdal i ambdós camps

són continus i nuls a l'infinit.

1

Demostració. Si X₁ + X₂ = Xí + X½ , llavors el camp X₁ – Xí = X½ – X2 és

simultàniament conservatiu i solenoïdal i , per tant , és de la forma ▾u amb u
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ди

Əxi
harmònica i ▼u(x) nul a l'infinit . Atès que la funció és harmònica i nul·la a

l'infinit , pel teorema de Liouville (teorema 7.8) ha de ser idènticament nul·la .

Així, hem vist que la descomposició és única. Per a veure'n l'existència , definim

, on és la solució de A = div X donada pel potencial newtonià,=

és a dir,

=
X
1
J
R
3

1 X
-

div X(y) G(x − y) dV(y)
- =

div X(y)

y

13
C3 R3

dV(y) .

|xy| 3

Observem que la hipòtesi | div X(y) | = O ( | y | −1 −ε ) garanteix la convergència de

les integrals . Tan sols falta demostrar que el camp X₁ és nul a l'infinit (és clar

que X2 = X − Ẵ₁ és solenoïdal , perquè div X2 = 0 i també és nul a l'infinit) .
-

És suficient que vegem

-
2

√p₂ 13 \ ¯¹ -¤ |x − y | ¯² dV (y) = O ( |x |¯ * )

i , per simetria, n'hi ha prou de considerar la contribució del semiespai {y : | y | ≤

\y – x ]} . La contribució de { y : y ≤ 1 } (on |x − y | és com | 2 | ) s'estima per

-

2

|y | −¹-¤

2
-

| x |¯² | µısıgı | | ¹ ¢ dV (v) = | | -20( |x |²= ¢) = O( |x | ¯ €)

i la contribució de { y :

per

Лиз

≤ y ≤ │y − x | } (on │y - x| és com |y | ) està majorada

¹ğı

-

—3—ε dV (y) = O ( \x\¯€) .| y | —3—ε

=

Encara podem fer un pas més i explicitar el camp X2. Essent X2 solenoïdal ,

té un potencial vector, és a dir, X2 rot Y. El camp Ý no està determinat

unívocament , perquè rot (X+▼ƒ) = rot Ỷ per a qualsevol camp conservatiu ▼ƒ,

amb ƒ una funció. Una forma de normalitzar Ỷ és demanar Y sigui so-
que

lenoïdal i nul a l'infinit : en efecte, si rot₁ rot 2 i 1 , 2 són tots dos

solenoïdals i nuls a l'infinit , llavors serà ₁ - Y₂ = Vu amb u harmònica i ▾u

nul a l'infinit, d'on es conclou Y₁ = Ý₂.

=

Busquem , doncs , un camp solenoïdal Y tal que X2 = rot Y. Tenim

Ara bé,

rot X = X2rot X₁ + rot X2 = rot X₂ = rot (rotÝ) .

rot ( rot Y ) = V (div Y ) – AỸ ,
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on ▲Ỷ s'interpreta vectorialment . Si Ỷ ha de ser solenoïdal , tindrem divỶ = 0

i concloem que

ΔΥ .AỶ = - rot X.

Si | rot X | = O( | y | −2−ε ) , l'única solució nul·la a l'infinit torna a ser

==Y(x) JR3rot X(y)G(x − y) dV(y) ,
-

per un càlcul anàleg al de la prova del teorema 7.65 . D'altra banda, si també

és | div X(y) | = O ( | y | −2− ) , la funció potencial y definida anteriorment per

༢/༡( z )

= √ps

divX(y) G(x − y) dV(y)

R3

també serà nul·la l'infinit . Tot això prova el resultat següent :

3

Teorema 7.66. Si X és un camp de classe C¹ a R³ amb | divX(x ) | =O( | x | —1—ε )

i | rot X(x) | = O ( |x | −1 − ε ) quan | x | → ∞ , per a algun ɛ > 0 , llavors la descom-

posició

X = T + rot Ỹ

amb

(x) = √¸ divX(y)G(x − y) dV(y)R3

-

Ý(x) = − | rotX(y)G(x − y) dV (y)R3

és l'única descomposició de X en suma d'un gradient, √ , i un rotacional,

rotỶ, amb y,Ỷ nuls a l'infinit.

Acabem aquest apartat trobant una expressió del camp X₁ = √√ en termes

només de X que és útil en la mecànica de fluids . Aplicant el teorema de la
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divergència a la component

1 Xi Yi

3en str. ) $ (X , Ñ) dA(y) –

Cn JS(x , R) |xy| ³

1

Сп
S (x, ε)

Xi-Yi

iyi al domini B(x , R) \ B(x, ε) , resulta
-y/3x-

Xi -Yi (X , Ñ) dA(y ) =

3
|x − y |³
-

1 Xi Yi
- div

Cn

1

=

< y - x < R y3
;x) dV(y) :

–

Cn Jε<\y-x\ < R

1

(divX)

-
Xi Yi

- 3

|x − y | ³

Xi Yi

dV(y) +

+ = ( ( - ).;) , x) dv (y).
y

Сп <\ y - x \ < R

Si X és nul a l'infinit , hom té

D'altra banda,

1 Xi -Yi

Сп |x − y | ³S (x, ε)

-

El límit quan

3

1

lim

R∞CnIn √
S(x,R)

Xi - Yi

|xy|3

1

13
|x − y | ³

(X, Ñ) dA(y) = 0.

Xi -Yi

y Yj
EX,(3) ,

-

xi̟ dA(y).

; (x , Ñ ) dA ( v) = == √ ( ) = x; (v) y = {
√$(1.6)

Cn JS (x, ε)
13

|x − y | ³
- -

→ 0 d'aquesta última integral no canvia si substituïm X; (y)

per X¡ (x) ; llavors els termes amb j ‡ i valen zero i el terme amb j = i val

Resumint, el seu límit quan ɛ → 0 és 1X; (x) . Amb això queda

on

Δ

-
1 -

X1 (x) = = X(x) = lim en eclz-y ( v (7— y³) , X) dV (y ),

x-y

|xy| 3

n Cn

s'ha d'interpretar com la matriu

Xi Yi

(G6-)).(品 (

13
|x − y | 3

- 13 ‚

n

7.11

i,j=1,2,3

Problema de Dirichlet i transformacions conformes

Per a resoldre el problema de Dirichlet o el problema de Neumann en dominis

més generals que el disc o la bola, és natural analitzar com es comporten aquests
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problemes quan es transforma un domini en un altre . Preguntem-nos, en primer

lloc , com són les transformacions que preserven les funcions harmòniques, és

a dir, que donen una funció u = v o que és harmònica sempre que v també

ho sigui. Fem aquesta anàlisi en dimensión, arbitrària.

=
Cal remarcar que no demanem pas que es compleixi la igualtat ▲(vo ¥)

(Av) o V. En l'apartat 7.2.1 hem vist que L = P(▲) , on P és un polinomi , és

l'expressió general dels operadors que compleixen L(vo V) = Lvo V per a tot

desplaçament V. En particular , és ▲(vo ) = Avoч per a tot desplaçament V.Δυο

Però pot preservar les funcions harmòniques sota condicions més generals .

Per exemple, hi pot haver un factor E tal que

·Δυο Ψ) = [Δυ ο Ψ] · Ε.(vo ↓)

Sigui , doncs , V = (V1 , V2 , ... , Vn ) un difeomorfisme de classe C² entre dos

oberts U , V de R² , v − C² (V) i calculem ▲(v o ¥) :

n

a მა

·(v ¤ ¥) =0 = Σ

ayk

(V(x) ). (x)
Ixi дук

axi

k=1

n
a²vმ2

მ ?

(υο Ψ ) = Σ
(V(x)) (x)

ате Jyk

·(x) +

дуедук
axi

Jxi

n

Σ

k=1
дук

მს

(V(x)) ·(x)
dx²

Ə² k

k, l= 1

n

a²v
ave

ayk მა

Δυο Ψ)(α) =Σ
(V(x))

дуедук

(x) +
Əxi axi

· (V (x)) ▲¥k (x) . (7.34)

дук
i,k, l= 1

И

Imposem ara que aquesta expressió sigui zero sempre que Av = 0. Prenent

v = yk , veiem que ha de ser Aчk = 0, és a dir , que cada component k de V

ha de ser harmònica . Prenent v = y2 - y obtenim

n
ave

მუ;

u?

2

=

Σ
i=1

ayk
2

"

მე;
i=1

i prenent v = Ykye amb k ‡ l,

n

Σ

i= 1

=

ayeakl

Əxi əxi

= 0, kl.

Això significa que Ju (x) ' (x) Є RO(n) , és a dir , és un múltiple escalar

d'una matriu ortogonal , que vol dir que l'aplicació lineal ' (x) conserva la

magnitud dels angles i , per tant , és una semblança lineal, per a cada î € U.

Dit d'una altra manera, V és conforme o anticonforme a cada punt de U.
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Teorema 7.67. Un difeomorfisme de classe C2 entre dos oberts de Rn

preserva les funcions harmòniques si i només si és conforme o anticonforme a

cada punt i les components de V són funcions harmòniques.

Demostració. Acabem de veure que necessàriament és d'aquest tipus . En

l'altre sentit , fixem-nos que en termes de la matriu hessiana H de v en el punt

V(x) i de ' (x) la fórmula (7.34) és

▲(vo ↓) = traça[V ′ (x) *H¥' (x) ] .
·

Essent ' (x) conforme, ' (x) és un múltiple de V' (x) -¹ i llavors ▲(v o ) és

un múltiple de traça [V' (x)-¹HV' (x) ] = traça [H] = 0 .

En dimensió n ≥ 3, el teorema de Liouville (teorema 2.29) afirma que si ↳

és conforme o anticonforme a cada punt, llavors V és la restricció a U d'una

semblança a R" (composició de desplaçaments, dilatacions i inversions) . En

canvi, en dimensió n = 2 el teorema 7.67 afirma que totes les transforma-

cions w = (z) que són holomorfes o antiholomorfes preserven la classe de les

funcions harmòniques.

En el cas n = 2, quan w (z) és holomorfa, la repetició del càlcul de

A(vo ) en termes dels operadors a, a és

d(vov)
=

მა

·V′ (z) +

მო

av ay

aw Əz

=
მა

მი
· (V(≈) ) ' (z)

a²v

ƏƏ(v ¤ ¥) (z)
=

(V(≈) ) | V′ (≈) |²
მომ

▲(vo ¥) (z) = ▲v(¥(z)) | ¥' (z) |² .

ΕΙ que acabem de dir s'expressa , amb més precisió , en el resultat següent .

Teorema 7.68 (Invariància del problema de Dirichlet per transfor-

macions holomorfes) . Siguin U i V dos dominis acotats de C de manera

que existeixi una funció bijectiva i holomorfa de U a V que s'estengui a un

homeomorfisme de U sobre V. Suposem que se sap resoldre el problema de

Dirichlet no homogeni a U. Llavors, si y Є C(OV) i ¢ € L° (V) , el problema

de Dirichlet Av = ¢ a V, v = a OV té solució única (en el sentit feble) . Si

és localment lipschitziana, llavors la solució v és de classe C2 a V i compleix

Av = 0 en el sentit clàssic.

Demostració. Sigui V : U → V bijectiva i holomorfa que s'estén a un ho-

meomorfisme de U sobre V. Recordem que ' (z) 0 , per a tot zЄ Ui
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-¹ : V → U és holomorfa amb (V − ¹ )' (V(z) ) = V' (z)-¹ . Considerem el pro-

blema de Dirichlet a U amb dades 40(z) = 4(¥(z) ) , 40(z) = 6(Y(z) ) | Y′ (z) |² .

Hom té

+∞

[[ \\' (z ) |² dm(z) = √ ( c) dm(w) = m(V) < +00

i, per tant , do és integrable i localment acotada a U. Sigui u la solució del

problema Auo = do a U, uo = Yo a (U) . Llavors vuo - 1 és contínua a V40 u0 40 =

i compleix vǝv = 4 i ▲v = 4 a V.

A més a més, tenim una fórmula per a la solució a V si la tenim a U. En

el cas particular U Di V: D → V bijectiva i holomorfa, tenim per (7.31) i

fent servir la notació de la demostració anterior:

u(z)
=

1

2π

=

1-22

Iz − 5/2 40 (S) do(S)+-

II

Z1 -

+
27 / Log | == 0 (5 ) dm ( ) = u′ (z) +u''(z) .2π D 1 - 7ζ

El segon terme ull (z ) és la solució de Au
= Po a D, u = 0 a T. Fent elфо

canvi de variable (¿ ) = ŋ, la mesura 40 (5) dm(5) = 6(¥ (C ) ) | Y ′ (C ) | ² dm(5) es

transforma en (n) dm(n) i queda la funció

1

v''(w) = u '' (v(w)) = ½= ↓↓2π

V(w) - Y(n) |

Log ·¤(n) dm(n)
-

|1 — Y(w)V (C) |

com a solució del problema Ava V, v = 0 a OV. La funció

Gv(w , n) = Log

| (w) — ¥(n) |
-

| 1 − V (w)V (S ) |
-

fa el paper de la funció de Green de V. Quan OV és regular i V és derivable

al llarg de T amb ' (z ) 0 també podem transformar la integral que defineix

u¹(z) amb el canvi ŋ = (C) . Llavors la mesura 40 (S) do(S) es transforma en

| (V)' (n) |x (n) ds(n) i la funció

1 1 -

v' (w) = u ' ( (w)) = 2 Jav (w) – (n)[2/( ) ' (n) | x (n)ds(n)

és la solució del problema Av

Nv

= 0O a V, va OV. La funció

1 -
1 · V (w) 12

P(w, n)
=

2π V(w) - у(n) |²

| (V) ' ( n) |
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és el nucli de Poisson de V.

La mateixa idea es pot fer servir per al problema de Neumann . Suposem que

U i V són dos dominis acotats de C amb vora regular orientada positivament

i que és una transformació bijectiva i holomorfa d'un entorn de U en un

entorn de V de manera que és un homeomorfisme de U sobre V. En tots els

exemples es podrà comprovar que es compleix aquesta hipòtesi .

Observem , en primer lloc, que compleix Jy (z ) = | ' ( z ) | 2 > 0 i , per tant ,

conserva l'orientació . Així, V transforma OU en OV, i quan z recorre OU en

sentit positiu, el punt (z) == w recorre av en sentit positiu . Com que ч'

conserva els angles en els punts z Є U i V transforma U en OV, resulta

que si Ñ₁ ( 2 ) designa el vector normal unitari exterior a ƏU en el punt z €

ƏỤ, el vector (d¥) (≈) (Ñ1 (z) ) = Y′ (z) Ñ₁ (z) és un vector normal exterior en el

punt w = V(z) a ƏV. Així, si designem per Ñ2 (w) el vector normal unitari

exterior en el punt w Є OV , hom té

Ñ₂ (w) =

J ' (z)

|V' (z) |

Ñ1(z) .

მა

ƏÑ2

=
Suposem ara que v és una solució del problema Av = фаѵ,

Aleshores la funció u = v o ↓ compleix ▲u(z ) = $(¥ ( z) ) | V' ( z ) |² a U i

♥ a ᏧᏙ .

ди

(z)

ΟΝ

მს

=
· (w) | Y′ (z ) | = 4 (w) | V′ ( z) | .

2

Amb això veiem que si volem resoldre el problema ▲v = ¢ a V,

i sabem resoldre el problema

ди
=

aÑ2

▲u(z) = $(¥(z) ) | V' ( z) | ² a U,

ди

OÑ

(z) = p(¥(z)) |V' (z ) | a ƏU,

llavors v (w) = u (V(w) ) és la solució que busquem .

7.12 El principi de Dirichlet

=

Històricament, Dirichlet va plantejar la solució del problema que porta el seu

nom, posem Au 0 en un domini U C R² , u = 4 a ƏU, amb 4 E C(JU)

com un problema de càlcul de variacions. Ho feia basant-se en l'observació

que l'equació de Laplace és l'equació d'Euler associada al funcional I que actua

sobre una funció u , d'acord amb

I(u) =√ √Ñul² dv.
(7.35)
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Aquest funcional s'anomena integral de Dirichlet.

Donada la funció y = C (JU) , considerem la classe de funcions

-

Σ = {u € C² (U) : u = a ǝU}❤

i el funcional I : Σ → R+ definit per (7.35) . Suposem que uo € Σ és un mínim

absolut de I a Σ. Llavors , si fixem v € C2 (U) , la funció uo + ε és de Σ per

a tot ɛ > 0 i es compleix I (uo + ε√) ≥ I (uo ) . La funció ɛ → I(uo + ɛ¥) té

un mínim per a ɛ = 0 , per la qual cosa té derivada zero en ɛ = 0 , sempre que

aquesta derivada existeixi . Calculem-la :

d

dε
I( uo + εx ) = duo + ε²dV(x) =

=

d

d
e
f
o

n

n

i=1

2 Σ

Fent ε → 0 , resulta

↓

ио

дио

τε

მს

axi Ixi

2

dV(x) =

(

მს მს

dV(x).
axi მუ; ) მე;

дио

+ ε

(√u。·▼¥) dV(x) = 0 .

Per la primera identitat de Green , com que v té suport compacte a U, se'n

dedueix

↓Auo(x) ·4(x) dV(x) = 0.U

Com que aquesta igualtat és certa per a qualsevol & Є C² (U) , hom té ▲uq = 0 .

Per tant, si uo és un mínim absolut de I a E , llavors uo és la solució del

problema de Dirichlet . Aquest és l'enunciat del principi de Dirichlet . Com

que I pren valors positius , pot semblar clar que aquest mínim absolut sempre

existeix. Això portà (erròniament) a Dirichlet a donar el raonament anterior

com una prova de l'existència de solució per al problema . Intentem, però ,

prosseguir l'argument , perquè veurem que es plantegen més qüestions relatives

a la completitud dels espais de funcions , que en el temps de Dirichlet no estaven

resoltes i que porten a allò que avui coneixem amb el nom de teoria dels espais

de Hilbert .

En primer lloc, canviem la definició de Σ prenent ara

Σ = {u € C¹ (U) : u = 4 a JU} .
E
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Si uo minimitza I a Σ tindrem , com abans,

n

ΙΣ

მuo მს

მუ ; მე;

dV =

↓↓ (ỹuo·▼¢) dV(x) = 0.

Ara bé, integrant per parts , resulta

↓↓ uo▲ dV (x) = 0 ,U

Tenim, per tant, Auo
=

harmònica. Considerem

per a √ Є C²(U) .

O en el sentit feble i pel lema de Weyl, uo és una funció

a = inf{I(u) , u € Σ} ≥ 0

i una successió de funcions un EΣ tal que (I(un))

que un + um € Σ, hom té

0

·1 √ √vun - vum P² dV + a ≤

Ղար

1/

→ a, quan n → ∞. Com

4 / vun - Gum P² dV + 1 / 1 un + Ñuml² dV =
√

Ղար

dV +

1

=
| un |² dV

2

-
Per tant, Su▾un vum 2

1

4

JumP²dv
2 U

Ит → α sin, m → ∞ .

→ 0, per a n, m → ∞ . Ara fixem-nos que si

definim p(u, v) = I (u — v) per a u, v € Σ, p és una distància perquè compleix la

desigualtat triangular i si p(u , v) = 0 , llavors ▼u = √v , i com que u = v = 4

a JU, hom té u = v. Si l'espai Σ fos complet amb aquesta distància , la conclusió

que acabem d'obtenir , que diu que (un) és una successió de Cauchy a (Σ, p) ,

implicaria que (un) → uo amb uo € Σ i I (uo ) = a i provaria l'existència de

solucions del problema de Dirichlet . Però Σ no és complet amb la distància p.

Tanmateix , es pot fer una reelaboració del que hem dit basada en arguments

semblants i en el teorema de la projecció per a espais de Hilbert i provar que

una variant del problema de Dirichlet (en el sentit dels espais de Sobolev) té

solució .

La manera més general de resoldre el problema de Dirichlet en oberts de R

és el mètode de Perron basat en la idea de funció subharmònica i en el concepte

de "subsolució” . En la secció 9.4 exposarem aquest mètode en el cas de dominis

del pla complex.
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7.13 Exercicis

1. Proveu que una funció u contínua en un domini U CR² és harmònica si i

només si té la propietat de la mitjana respecte de boles , és a dir , si compleix

n

u(a) = crm [p (ar) u(x)dV(x),

sempre que B(a, r) CU.

Cnrn

2. Trobeu la dimensió de l'espai vectorial format pels polinomis homogenis de

grau k, kЄN, a R" que són harmònics.

3. Recordem (secció 7.3) que una funció v contínua en un domini U CR" s'a-

nomena subharmònica si té la propietat de la submitjana respecte d'esferes ,

és a dir, si compleix

v(a) ≤

1

Cnrn- 1 Jstan v(x) dA(x) ,
S(a , r)

sempre que B(a, r) C U. Proveu que en el cas n = 1 les funcions sub-

harmòniques són les funcions convexes .

a) Proveu que una funció v € C² (U) és subharmònica a U si i només si

Av ≥ 0 a U.

b) Sigui 0, CO (R") , amb suport a la bola unitat B i

↓ bavRn

= 1.

v*ve a l'obert
Posem ε (x) = ε¯" (x/ɛ) i considerem la convolució vɛ =

Uε = {x : d(x, Uc) > ε } . Proveu que v és subharmònica a U si i només

si v és subharmònica a Uɛ , per a tot ɛ > 0 .

c) Proveu que v és subharmònica a U si i només si

√, v(x)Aó(x)dV(x) ≥ 0,

per a tota funció o Є Co (U) , o ≥ 0 .

d) Proveu que v és subharmònica a U si i només si té la propietat de la

submitjana respecte de boles , és a dir ,

n

v(a) ≤

Cnrn Jg(ar) v(x) dV(x) ,

sempre que B(a, r) CU.
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4. Proveu que el principi del mòdul màxim és cert per a funcions subharmòni-

ques: si U és un domini acotat de R² i v Є C(U) és subharmònica a U i

compleix v(x) ≤ M per a x Є OU, llavors també és v (x) ≤ M per a x € U.

Proveu que si u Є C(U) és harmònica a U i v € C(U) és subharmònica

a U i satisfà v(x) ≤ u(x) per a x − OU, llavors també és v (x) ≤ u(x) per a

x Є U.

5. A partir de la solució del problema de Dirichlet en una bola amb el nucli de

Poisson, proveu que tota funció harmònica en un obert de Rn és una funció

analítica de les seves variables reals .

6. Suposem que ƒ és harmònica en un domini U de R" i que pren valors

complexos , f = u + iv. Proveu que són equivalents les afirmacions següents :

a) f² és harmònica a U.

b) Vu, vv són perpendiculars i tenen la mateixa norma a U.

Si n = 2 , proveu que a) o b) equivalen a dir que ƒ és holomorfa o antiholo-

morfa a U. En el cas general n ≥ 2 , proveu que si ƒ , harmònica , compleix

a) o b) i pren valors reals , llavors ƒ és constant.

7. Proveu la desigualtat de Harnack: si u és harmònica i positiva en un domini

U de R¹ i B(a , r) C U, hom té

pn-2

r -
|xa|

(r + |x − a )n −1 µ(a) ≤ u(x) ≤ pn−2

r + |x − a│

(r− x − a ) n - 1

-

u(a) , x Є B(a, r).
-

Utilitzeu aquesta desigualtat per a provar que tota funció harmònica a R

n

i acotada superiorment , és constant.

8. a) Utilitzeu la desigualtat de Harnack (exercici 7) per a provar que si U és

un domini de R", K un compacte dins de Uia U, hi ha constants

m , M dependents de U, K i a tals que

mu(a) ≤ u(x) ≤ Mu(a) ,

per a tota funció u harmònica i positiva a U i tot punt x Є K.

b) Sigui (un )nen una successió de funcions harmòniques en un domini U

que convergeixen uniformement sobre els compactes de U cap a una

funció u . Proveu que u és harmònica a U i que per a cada multiíndex a

les derivades (Daun) tendeixen a Du uniformement sobre els compactes

de U.
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9. Sigui (un )nen una successió monòtona de funcions harmòniques en un domi-

ni U CR" . Proveu que si (un (a) ) és convergent en un punt a Є U, aleshores

(un) convergeix uniformement sobre els compactes de U cap a una funció

harmònica a U.

+

10. a) Sigui II+ = { (x1 , x2 , . . . , Xn ) − R^ : xn > 0 } el semiespai superior de R

i u una funció harmònica i acotada a II+ , contínua a

u(x) = 0 six Є R -1 ~ {x = (x1 , x2 , ... , xn ) Є R" : xn

que u = 0 a II+ .

−

n

que compleix

0}. Proveu
=

b) Proveu el mateix resultat substituint l'acotació de u a II + per la condició:

|u(x) | = O(G(x) ) , |x | → ∞ , on G és la solució fonamental del laplacià .

Indicació: Per a l'apartat b) feu servir la proposició 7.40 i el fet que la

composició d'una funció harmònica amb la inversió respecte de la bola

unitat és harmònica.

11. Trobeu la funció harmònica al disc unitat D del pla que val 1 en els punts

(x, y) E OD amb y > 0 i 0 en els altres punts de OD. Trobeu també la funció

harmònica que val |y | a tots els punts (x, y) = ƏD .

eio
12. Trobeu les funcions harmòniques al disc unitat D que a cada punt e

valen: a) sin 0 , b) sin² 0 , c) cos³ 0. Trobeu també la funció harmònica

a D que val x² + y³ en els punts (x, y) Є ƏD .

13. Sigui u una funció harmònica en una bola B (a , r) de R" tal que

√g(ar) \ u(x) ' dV(x) = M < + ∞ , p > 0.
B(a , r)

Proveu la desigualtat |u (a) | ≤ ( M)

Р

9 on Cn = do(S) . Com a con-

seqüència, proveu també que si u és harmònica a Rn i uP és integrable a

R", aleshores u és nul·la a R".

14. Considerem al disc unitat D del pla complex el problema mixt : Au

ди

ON

= 0 a

D , \³u (e²º ) + \ ³u (eiº ) = (e¹º ) , si eiº Є ƏD, amb Є C(ƏD) donada i ›

constant. Proveu que aquest prolema té solució si i només si la dada té

integral zero sobre OD i trobeu la solució sota la forma

2π

u(z) = f** (e¹®)Q(z, e¹º) do ,

amb un nucli Q(z , ei ) explícit .
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15. L'objectiu d'aquest exercici és resoldre el problema de Dirichlet en una

corona C = {≈ € C : R2 < | ≈ | < R₁ } del pla complex; és a dir , donades

dues funcions contínues 1 , 2 E C(OC) , es tracta de trobar una funció u

harmònica a C , contínua a C tal que u (R₁e¹º ) = 1 (R₁e¹º ) , u(R₂e¹º) =

42(R₂ei ) , per a ei0 € T.

=

a) Proveu primer que l'expressió general d'una funció u harmònica a C és

de la forma

u(reiº) = Σ(Anr|n | + Bnr¯ | n| )eino , An , Bn € C.

nez

b) Calculeu els coeficients An , Bn en funció els coeficients de Fourier de

41 ,42.

c) Resoleu el problema de Dirichlet a C.

16. Sigui U un domini no acotat de Rn i u una funció contínua a U, harmònica

i acotada a U que val zero en la frontera de U. Proveu que u és idènticament

nul·la a U.

17. Sigui II+ el semiplà superior { z = x + yi: y > 0} iz II + , fixat . Proveu

que la funció

G(w, z)
=

142π

Log

พ

พ -Z

és la funció de Green de II+ amb pol z . Utilitzeu la funció G i l'exercici 16

per tal de provar que, donada una funció contínua i acotada a R, la funció

de z = x + iy

φ

•+∞
1

u(z)
=

π -

(t)

(t − x)² + y²

dt

és l'única funció harmònica i acotada a II+ amb valor a la frontera de II+ .

18. Proveu que el potencial de Riesz G( ) és una funció contínua a R² si la

funció Є Lo (R") compleix la condició

↓ | G(x) || 0(x) | dV (x) < ∞.

Rn

19. L'objectiu d'aquest exercici és resoldre el problema de Dirichlet en el quadrat

Q = [0, 1 ] × [0 , 1 ] . La dada és una funció

a) Proveu primer que es pot suposar que

contínua a ƏQ.

s'anul·la en els vèrtexs de Q,

considerant el polinomi harmònic a + bx + cy + dxy , amb a, b, c , d triats

convenientment .
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b) Si s'anul·la en els vèrtexs , llavors es pot expressar com a suma de quatre4

funcions, cadascuna de les quals val zero en tres de les arestes de Q.

O

c) És suficient , per tant , resoldre el problema Au = O a Qi

u(x, 0) = u(0 , y) = u(1 , y ) = 0 , per a 0 ≤ x , y ≤ 1

u(x, 1) = (x) , per a 0 ≤ x ≤ 1 ,

=amb (0) = (1) 0. Per a aquest problema, utilitzeu el mètode de

separació de variables per tal de provar que la solució és

2

u(x, y) =Σ · (n) sin nëx · shnπy,
shnπ

n=1

on (n) és l'n-èssim coeficient de en la base ortonormal √2sin nët de

L² ( [0 , 1 ]) .

20. Feu quelcom semblant a l'exercici 19 per a resoldre el problema de Neumann

al quadrat Q.

·

21. Aquest exercici dóna una interpretació del nucli de Poisson del disc unitat D.

Per a zЄD fixat , associem a cada punt w Є OD el punt έ = §(z , w) Є ƏD

de manera que w, z i § estiguin alineats . Proveu que la solució del proble-

ma de Dirichlet a D amb dada y Є C (OD) és

u(z)
=

1

2πLp(ε(z, w))do(w) .
ƏD

22. Sigui U un domini acotat de R" amb vora regular orientada pel camp normal

exterior Ñ i ƏU = S₁ U S₂ una partició de la vora . Siguin 41 , 42 funcions

contínues a S1, S2, respectivament . Proveu que el problema

ди

Au = 0 a U, u = 41 a S1 , = 42 a S2

ON

té com a màxim una solució . Considereu el cas que U és el semidisc superior

{ (x , y ) : x² +y² < 1 , y > 0} i S₁ = [−1 , 1 ] , S₂ = OU\ S₁ . Resoleu
=

del pla U 2

el problema

Au = 0 a U, u = 4 a S2,

ди

ON

= 0 a S1 ,

amb 4 contínua a S2 , de dues maneres: a) utilitzant el principi de simetria ,

b) per separació de variables .





Capítol 8

Representació conforme

Les funcions holomorfes d'una variable complexa són aplicacions conformes

en el sentit que conserven els angles . Aquesta propietat les converteix en un

instrument molt útil en l'estudi de diversos problemes de la física com ara el

moviment de fluids , o en la solució de problemes amb condicions a la frontera.

En aquest capítol estudiem les representacions conformes insistint més aviat

en els aspectes geomètrics, en els exemples i en les aplicacions. La demostració

del teorema de Riemann o teorema fonamental de la representació conforme es

farà en el capítol 9 .

A més d'estudiar les homografies i les representacions conformes a què donen

lloc diverses funcions elementals , es tracta amb deteniment la representació

conforme de polígons i el comportament d'una representació conforme a la

frontera d'un domini limitat per arcs analítics , qüestions, ambdues, que són

importants de cara a les aplicacions . El capítol acaba, precisament , amb alguns

exemples d'utilització de la representació conforme, un en cartografia i els altres

en hidrodinàmica.

8.1 Aplicacions conformes

Començarem fent un repàs de la relació entre holomorfia i conformalitat , qüestió

que ja ha estat considerada en l'apartat 2.4.2 .

Suposem que 1 (t) ,

posem 71 (0) = 2(0)

2 (t) són dues corbes regulars que passen pel punt zo ,

i que tenen, en aquest punt, un vector tangent no

355
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nul, í (0) 0 , 2 (0) 0. L'angle de 71 amb 2 en el punt zo és l'angle entre

els vectors tangents:

Arg [ (0) -2 (0)] .

Sigui ara ƒ una aplicació diferenciable en un entorn del punt zo amb df(zo )

invertible. L'aplicació lineal df (zo ) s'anomena aplicació lineal tangent a ƒ en

el punt zo per la raó següent : si considerem la corba ~1 (t) = ƒ(Y1 (t) ) , imatge

de 71 per f , llavors el vector tangent a 1 en el punt f(zo ) és la imatge per

df(zo ) del vector tangent a y₁ en el punt zo . És a dir ,

₁ (0) = (fo 1 ) ' (0) = df(zo ) ( í (0)) .

Naturalment, el mateix val per a 2 i per a qualsevol corba que passi pel punt zo .

Així doncs, les corbes ₁ = ƒ o 71 i 2 = ƒ 0 2 formen en el punt ƒ(zo ) un

angle igual a

Arg [df(zo) ( í (0) ) ] · df(zo) (ví (0)) .
.

Observem que la condició que df(zo ) sigui invertible és necessària per a poder

parlar de l'angle entre 1 i 2 , perquè, si no, podria passar que una d'aquestes

corbes tingués vector tangent nul en el punt f(zo) .

Suposem ara que ƒ sigui holomorfa al voltant del punt zo i que f' (zo) 0 .

Llavors sabem (teorema 2.25) que l'aplicació lineal tangent df(zo ) és C-lineal i

consisteix en la multiplicació complexa per f' (zo ) . Per tant ,

≈1 (0) = ƒ' (zo) · (0) i ½ (0) = ƒ' (≈0) · ½ (0) .

Això vol dir que l'aplicació de la funció ƒ provoca un gir d'angle Arg f' (zo ) a

cada vector tangent.

L'angle entre 1 i 2 val ara

Arg [ [f' (20) ª½ (0) ½ (0)] = Arg [ { (0) -2 (0) ] ·

La funció f conserva , doncs , els angles entre corbes en el punt zo . Es diu que ƒ

és conforme en el punt zo . Observem que ƒ conserva els valors dels angles i

també el seu sentit (que és el signe de Arg[ví (0) · ½ (0) ] ) .

Ara, en comptes de comparar l'angle dels vectors tangents a dues corbes

amb l'angle dels vectors tangents a les corbes imatge per ƒ , compararem la

longitud del vector tangent a una corba amb la longitud del vector tangent

a la corba imatge. És a dir, comparem ' (0) | amb | df(zo ) (v′ (0) ) | .
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En general , la relació entre aquestes longituds depèn de la direcció del vec-

tor y' (0) , però si ƒ és holomorfa, llavors

|df(zo) (v′ (0) ) | = | ƒ′ (zo ) | · | y′ (0) |

i resulta que la distorsió de la longitud provocada per ƒ és la mateixa en totes

les direccions i igual a f' (zo) .

Considerem ara els recíprocs dels resultats que acabem de comentar. En el

mateix apartat 2.4.2 ja s'ha fet veure que si ƒ és diferenciable al voltant del

punt zo (amb df(zo ) invertible) i ƒ és conforme, és a dir , conserva els angles

entre corbes i el seu sentit , llavors ƒ és holomorfa en el punt zo . La raó és

la següent: amb notació matricial tenim df(zo ) = (ab) on a =

მა

მე
C = 3 , d = 3 , si f = u + iv i df(20 ) (2)

მყა

=

c d

ди

= az + ẞz amb a + B = a + ic i

que

dx, b =
Əx

=
ди

მყ

β

df(zo)(z) =
a + B2Za - ẞ = b + id; el fet que df(zo) conservi angles vol dir

té argument constant , i això només pot passar si ß = 0 , perquè a + ßễ descriu

una circumferència de centre a i radi |ẞ| ; finalment, ß = 0 vol dir que a = d,

b = c, igualtats que no són altra cosa que les equacions de Cauchy-Riemann .

Vegem què passa ara si l'aplicació diferenciable ƒ, amb df(zo ) invertible,

dilata les longituds dels vectors en la mateixa proporció en totes les direccions.

Això significa que

df(zo)(z)
Z

= a +

Z

té mòdul constant, independentment de z , la qual cosa només és possible si

a + B descriu una circumferència de radi zero o bé una circumferència de

centre a l'origen . És a dir , o bé ẞ = 0 , o bé a = 0 . En el primer cas , ja sabem

que ƒ és C-derivable en el punt zo . En el segon cas, a = 0 i resulta a == -d,

b = c. Ara df(zo ) (z ) = ẞz és una aplicació lineal que conserva els angles , però

que n'inverteix el sentit . Les equacions corresponents a a = −d, b = c en termes

de les derivades parcials de f indiquen que ara F és una funció holomorfa . Es

diu que ƒ és antiholomorfa o inversament conforme.

Del que hem dit convé retenir , en especial, l'enunciat següent :

Proposició 8.1 . Si f és una funció diferenciable al voltant del punt zo , ƒ ésf

conforme a zo si i només si f té derivada complexa a zo i f' (zo ) 0. En

aquest cas, l'aplicació lineal tangent df(zo ) és un gir d'angle Arg f' (zo ) seguit

d'una dilatació de factor f' (zo) | .
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8.2 Representacions conformes

Acabem de veure que si ƒ és una funció holomorfa en un obert U del pla

complex i f' (z ) 0 , per a cada z EU, llavors ƒ és conforme a cada punt de U.

Ara bé, ƒ no té per què ser una aplicació injectiva a U (pensem, per exemple,

en U = Cif(z ) = e²) .

En canvi , si ƒ és una funció holomorfa a U que, a més, és injectiva a U, s'ha

de complir necessàriament f' (z) ‡ 0, per a z Є U, d'acord amb el teorema 4.32 .

En aquest cas, doncs , ƒ és una aplicació bijectiva de U sobre l'obert f(U) que

és conforme a cada punt de U (f(U) és obert pel teorema 4.33) . I és clar que la

funció inversa f-1 és conforme a cada punt de f(U) , perquè , en ser f' (z) # 0,

f-1 és holomorfa.

Definició 8.2 . Si U és un obert de C, una funció f holomorfa i injectiva a U

es diu que és una representació conforme de U sobre l'obert f(U) .

Es diu que dos dominis del pla complex U, U' són conformement equivalents

si existeix una representació conforme de U sobre U' (o de U' sobre U).

Les representacions conformes són, doncs, les aplicacions que són conformes

a cada punt del seu domini i, a més, són globalment injectives . Per exemple, la

funció e² és una representació conforme de la banda U = {z : 0 < Imz < 2π}

sobre C\ {z: Rez > 0} .

Si U, U' són conformement equivalents , també han de ser topològicament

equivalents , perquè una representació conforme de U sobre U' és , en particular,

un homeomorfisme entre U i U'.

Així, per exemple, el disc unitat del pla D = {z: z < 1} i una corona

C(0,1,2 ) = { z : 1 < │z | < 2 } no poden ser conformement equivalents . Un altre

exemple negatiu és el següent .

Proposició 8.3 . El disc unitat D i el pla complex C no són conformement

equivalents tot i que són topològicament equivalents .

Demostració. Si f: C D fos holomorfa, tindríem | f(z) | < 1 , per az EC,

i pel teorema de Liouville (teorema 4.41 ) ƒ seria constant i , per tant , no seria

injectiva.

Z

D'altra banda, f(z) = 12 és un homeomorfisme de C sobre D.1+ | z |

És una qüestió natural , doncs , voler saber quins dominis es poden repre-

sentar conformement sobre el disc unitat D. La resposta és la següent :
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Teorema 8.4 . Un domini del pla complex es pot representar conformement

sobre el disc unitat si i només si és simplement connex i diferent de C.

Podem veure fàcilment que les condicions sobre U són necessàries . Si

f: DU és una representació conforme, llavors per a cada corba tancada

y regular a trossos amb y* CU i cada punt a U, hom té

Y

dw

=
f'(z)

f(z) – a

dz = 0,
-w -a

pel teorema de Cauchy al disc unitat , ja que ƒ(z ) ‡ a si z Є U. Així doncs ,

Ind (y, a) = 0 i U és simplement connex. La condició UC és necessària per

la proposició 8.3.

El fet que tot domini simplement connex diferent de C es pugui representar

conformement sobre D és degut a Riemann i es coneix com el teorema fonamen-

tal de la representació conforme. Amb més precisió , el teorema de Riemann és

el següent .

Teorema 8.5 (Teorema fonamental de la representació conforme) .

Donats un domini simplement connex U, UC, i un punt zo Є U, existeix

una única representació conforme f de U sobre el disc unitat D, normalitzada

amb les condicions f(zo) = 0 i f' (zo) > 0.

Corollari 8.6 . Dos dominis del pla, simplement connexos i diferents de tot el

pla, són conformement equivalents entre si.

Del teorema de Riemann se'n donaran dues demostracions en el capítol 9 .

Aquest teorema diu que hi ha dos models de dominis plans simplement

connexos: Ci el disc unitat D. Qualsevol altre domini simplement connex

és equivalent a un d'aquests dos .

Si dos dominis U, U' són conformement equivalents , llavors tant és estudiar

les funcions holomorfes sobre U com sobre U' , perquè si ƒ : U → U' és con-

forme, la transformació g → go f- 1 dóna un isomorfisme entre els anells de

funcions H (U) i H(U') . És a dir, si es volen conèixer les funcions analítiques

sobre un domini sense forats, n'hi ha prou d'estudiar les funcions enteres i les

funcions holomorfes al disc unitat .

En particular, es poden considerar les representacions conformes d'un do-

mini U sobre si mateix. És clar que aquestes representacions formen un grup,

que s'anomena grup d'automorfismes de U i es representa per Aut (U) . Si U

i U' són conformement equivalents per f: U → U' , llavors Aut (U) i Aut (U')

són grups isomorfs , a través de la correspondència g → go f-1 de Aut(U)

sobre Aut(U') .
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Si ƒ és una representació conforme de U sobre U' , l'efecte de ƒ sobre les

funcions harmòniques ja ha estat analitzat en la secció 7.11 . Sabem que la

transformació u → u ƒ dóna una bijecció entre les funcions harmòniques

a U' i les funcions harmòniques a U. De fet , també val el recíproc en el sentit

que u → uo f és una bijecció entre els espais de funcions harmòniques només

quan ƒ és holomorfa o bé antiholomorfa (teorema 7.67) . Aquest fet fa pensar

que les representacions conformes poden ser útils en la solució del problema de

Dirichlet , ja que si es tracta de construir funcions harmòniques sobre un domini

determinat, pot ser convenient canviar de domini mitjançant una representació

conforme .

Recordem que si U, U' són dos dominis i f : U U' és una representació

conforme, la manera com es relaciona el problema de Dirichlet a U amb el

problema de Dirichlet a U' és la següent (secció 7.11 ) :

Suposem que sabem resoldre el problema de Dirichlet en el domini U' i el

volem resoldre en el domini U. Si Є (OU) és la dada a la frontera de U,

passem a la frontera de U' definint o f-1. Ara prenem v la solució del

problema de Dirichlet a U' amb la dada y , és a dir, Av = 0 a U′ i v |əʊ'
U' = 4, i

finalment definim u = vo ƒ, de manera que es compleix Auvof, = 0 a U i u│au

(fig. 8.1) .

=

U

6

4 = 40f- 1

f

U'

u = vo f

Figura 8.1

Observem, però, que cal que ƒ actuï com una transformació bijectiva i

bicontínua (homeomorfisme) entre les fronteres de U i U' . Per aquest motiu és

molt important saber quin és el comportament a la frontera d'una representació

conforme. En el cas d'un domini simplement connexUC sabem, pel teorema

de Riemann , que hi ha representacions conformes f: U → D, on D és el disc

unitat. La pregunta és: quan es pot assegurar que f es pot estendre a un
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homeomorfisme f: U → D?

És clar que si això és possible, llavors ƒ també serà un homemorfisme de

U sobre ƏD i , per tant , ĈU ha de ser una corba tancada de Jordan que per

definició és un espai homeomorf a OD. El que és important és el fet que aquesta

condició sobre U ja és suficient per a garantir l'existència de l'extensió ƒ. És

el resultat següent.

Teorema 8.7 (Carathéodory) . Si U és un domini simplement connex,

UC, de manera que OU és una corba tancada de Jordan, llavors qualsevol

representació conforme ƒ de U sobre el disc unitat D s'estén a un homeomor-

fisme de U sobre D.

Corollari 8.8 . Una representació conforme entre dos dominis simplement

connexos limitats per corbes de Jordan s'estén a un homeomorfisme entre les

adherències dels dominis.

La solució del problema de Dirichlet per al disc unitat que s'ha donat en el

capítol anterior (apartat 7.6.1) permet, doncs, resoldre el problema de Dirichlet

per a un domini simplement connex limitat per una corba de Jordan sempre

que siguem capaços de representar explícitament aquest domini sobre el disc

unitat . Més endavant en veurem algun exemple.

La demostració del teorema 8.7 quan OU és una corba de Jordan qualsevol

cau fora dels límits d'aquest text i no la donarem. Es pot veure a [9 , pàg. 324] .

Farem, però, la prova en un cas particular que ens serà útil després: el cas que

OU estigui formada per un nombre finit d'arcs analítics . Això vol dir, essen-

cialment , que es dóna la situació de la proposició 1.35 , però amb la funció

analítica , és a dir , holomorfa. Amb més precisió , un arc y(t) , a ≤ t≤ b, és

un arc analític de la frontera del domini U si existeix un domini ▲ simplement

connex i simètric respecte de l'interval (a , b) i una funció que representa

conformement ▲ en un obert Ã = (A) de manera que

¥(An {z : Imz > 0}) = Ãnʊ

y(t) = y(t) , tЄ (a, b)

❤(A ^ {z : Im < 0}) = Ã˜U¢.

(8.1)

Com a qüestió prèvia, convé fer notar una propietat de les representacions

conformes que, de fet , també la tenen els homeomorfismes perquè és purament

topològica. Sigui f: U U' una aplicació contínua d'un domini U en un

domini U' . Direm que f(z) tendeix a la frontera de U' quan z tendeix a la

frontera de U si per a tot compacte K' CU' existeix un compacte K CU de

manera que si z ¢ K, llavors ƒ(z) ¢ K' .
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Proposició 8.9 . Si f : U → U' és un homeomorfisme, llavors f(z) tendeix a

la frontera de U' quan z tendeix a la frontera de U.

Demostració. Com que f- 1 és contínua, donat un compacte K' C U' només

cal prendre K = ƒ- ¹(K') per tenir un compacte de U que compleixi la condició

requerida .

Això significa que si (zn) és una successió de punts de U que tendeix a un

punt de OU, llavors la successió (f(zn ) ) s'acosta a OU' , però no podem dir que

tendeixi cap a un punt de OU' . El mateix passa amb un arc de corba y(t) € U

que tendeixi a un punt de OU.

També necessitarem un principi de simetria per a funcions holomorfes que

val la pena de destacar .

Proposició 8.10 . Sigui U un domini del pla simètric respecte de l'eix real,

f una funció holomorfa a U+ , la part superior de U, i suposem que la funció

Imf és contínua a U‡ i u = 0 a UR. Llavors f té una extensió

holomorfa a U que compleix f(z) = f(z) .

u =

+

Demostració. Considerem un disc ▲ centrat en un punt de Un R. Sabem

pel principi de simetria per a funcions harmòniques (proposició 7.57) que u té

una extensió harmònica a ▲ que compleix u(z) = −u(z ) . La funció u té a

▲ una funció harmònica conjugada que anomenem -uo i podem suposar que

compleix uo = Reƒ a ▲ , és a dir, f(z) = uo (z ) + iu(z ) , z Є A+ . Ara la

uo (z) – uo (z) compleix
=

მა
funció v(z) =

l'eix real. Per tant, la funció holomorfa v

conseqüència, és idènticament nul·la.

მთ

av
= 0 i = 2

მყ

дио

მყ

€

= −2au =

მთ
0 sobre

au s'annul·la en un interval i , en

.

Ղ
მყ

Així, v és constant i és clar que v = 0, és a dir , uo (z ) = uo (z ) , que dóna

f(z) = ƒ(z) si posem f(z ) = uo (z) + iu(z) a ▲. Ara només cal repetir la

construcció en discos arbitraris i observar que uo ha de ser la mateixa en dos

discos que es tallin .

Observació 8.1 . L'enunciat de la proposició 8.10 s'assembla molt a l'enunciat

del principi de simetria que s'ha donat a continuació del teorema 4.27 (observa-

ció 4.1 ) . La diferència és que allà se suposava que la funció donada , holomorfa

a U+ , tenia límit quan la variable tendia a l'eix real, mentre que ara aquesta

hipòtesi només afecta la part imaginaria de la funció holomorfa.

Teorema 8.7' . Sigui U un domini simplement connex que tingui per frontera

una corba de Jordan tancada analítica a trossos, és a dir, formada per un

nombre finit d'arcs analítics, i sigui f una representació conforme de U sobre

el disc unitat D. Llavors f es pot estendre a un homeomorfisme de U sobre D.
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Demostració. Suposem que la frontera de U està formada pels arcs analítics

71 , 72 , ... , Yn i siguin Z1 , Z2 , ..., Zn els seus vèrtexs; és a dir, zk és el punt final

Yk-1 i el punt inicial de Yk , k = 2 , ...,n i z₁ empalma Yn amb 71. Suposem

també que ao Є U és tal que ƒ(ao ) = 0 (fig. 8.2) .

de

75

25

71
71

W5

Z2

U

ао

W4

72

W1

བ
ྱ

74

D

0

73

Figura 8.2

23

24

W2

W3

Fem la prova en diverses etapes .

A) La funció ƒ es pot estendre

contínuament a l'interior de cada arc

Yk, és a dir, a Yk sense els seus ex-

trems .

Per a provar aquesta afirmació

agafem ▲ i com a (8.1) , correspo-

nents a l'arc k . Si ▲ és prou petit

de manera que ao (A) , la fun-

ció log f( (z)) té una determinació

holomorfa a A ^ { z : Imz > 0} . La

seva part real, Log |f( (z) ) tendeix

a O quan Im z -> 0, per la propo-

sició 8.9 . Per tant , per la proposi-

ció 8.10, log f ( (z)) té una extensió

holomorfa a A, i també en té una la

funció f( (z) ) . Per a cada to E (a , b)

és ' (to) 0, de manera que té

una inversa holomorfa en un entorn

de (to ) , i això vol dir que ƒ també

s'estén analíticament al voltant de

❤(to) .

B) L'extensió de ƒ és injectiva so-

bre la reunió dels interiors dels arcs

Y1 , .. " Yn.

En efecte , siguin zozo dos punts

interiors a algun arc de la frontera

de U i vegem que la hipòtesi ƒ(zo) =

f(zo) porta a contradicció . Sigui A

un disc de centre zo que no contingui

zo i posem wo = ƒ(zo ) = f(zó) . La

imatge f(A) és un obert que conté

wo , i si zЄU, z ▲, és un punt prou

pròxim a zó , tindrem f(z ) Єƒ(A)ND,

perquè ƒ és contínua en el punt zo.
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Però llavors hi hauria un punt z1 E ANU amb ƒ(z1 ) = f(z ) , la qual cosa no

és possible perquè ƒ és injectiva a U.
3 Z

k

Yk

Yk-1

U

Wk
Ik

Ik-1

f

D

0

Figura 8.3

C) La funció ƒ s'estén contínuament als vèrtexs 21 , ... , Zn i , si wk == f(zk ) ,

les imatges dels arcs k-1 i k són dos arcs de la circumferència unitat que

tenen wk com a punt comú únic (fig. 8.3) .

bk 1

Ik-1

ak 1 Cε

Figura 8.4

ak

Ik

bk

La imatge de l'interior de cada arc

Yk, per l'extensió de f, és un arc obert de

OD . Sigui Ik (ak , bk) , k = 1 , 2 , ..., n

la imatge de l'interior de k i provem que

si Yk- 1 ik concorren en el vèrtex zk , lla-

vors Ik- 1 i Ik tenen un extrem en comú.

En efecte, en el cas contrari hi hauria un

arc de circumferència entre Ik-1 i Ik que

podem suposar que és (bk- 1 , ak ) . Per a

cada ε > 0, considerem la part de la cir-

cumferència de centre zk i radi ε que cau

dins de U i sigui Ce la seva imatge per

ƒ (fig . 8.4) . És un arc de Jordan que va

d'un punt de Ik-1 a un punt de Ik.

Quan ε → 0, Cɛ tendeix a OD per la proposició 8.9 , i els extrems de Ce

tendeixen a b - 1 i ak , respectivament . Si ara considerem la funció inversa

de ƒ, ƒ˜¹ : D → U i observem que, pel fet de ser injectiva , si dos punts de D

no estan separats per Ce, les seves imatges a U tampoc no estan separades

per la circumferència de centre zk i radi ɛ, arribem a la conclusió que quan

un punt wЄ D tendeix a l'arc (b - 1 , ak ) , f- ¹ (w) tendeix a z i, per tant , la
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-

-

funció f- ¹ (w) – z tendeix a 0 quan w s'acosta a (bk-1 , ak ) . Aplicant una altra

vegada la proposició 8.10 , resulta que ƒ - ¹ (w) – zk s'estén analíticament amb

el valor 0 a través de (bk - 1 , ak ) , i el principi de prolongació analítica ens diu

que aquesta funció és nul·la en un obert de D i , en conseqüència a tot D. Això

és una contradicció , perquè ƒ- ¹ no és constant .

Així doncs, ha de ser bk-1 = ak i el raonament que hem fet demostra que

f s'estén contínuament a zk amb f(z ) = wk bk- 1
= = ak⋅

D) Finalment, el que acabem de provar també fa veure que les imatges

per ƒ dels arcs Y1 , ... , Yn , ara amb els extrems inclosos , han de cobrir tota la

circumferència unitat , i això acaba la demostració del teorema.

És important fer notar que la demostració que acabem de donar fa veure que

la representació ƒ satisfà una condició més forta que la que expressa l'enunciat

del teorema 8.7' . De fet , prova que ƒ s'estén analíticament a través de cada

arc analític obert que forma part de la frontera de U. Això implica que ƒ és

conforme en els punts de OU, en el sentit que conserva l'angle entre dues corbes

que es tallen en un punt de OU i les seves imatges . En particular , ƒ conserva

les normals , és a dir, a una corba que passa per zo , perpendicularment a ƏU

li correspon una corba que talla perpendicularment la circumferència unitat

(fig. 8.5) .

Zk

2
0

U

Zk+1

Wo

Wk

Wk+1

D

Figura 8.5

En general, si U està limitat per una corba de Jordan qualsevol , no hi ha

aquesta conservació dels angles sobre la frontera de U (de fet , ni té sentit parlar

de perpendicularitat amb la frontera) , però si ĈU és prou regular, sí que hi ha

conformalitat a la frontera . Una condició suficient és que OU sigui una corba
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de Jordan de classe C2 (o també de classe C1 +ε amb ε > 0) . En aquestes

condicions la derivada de la representació conforme s'estén contínuament fins a

la frontera amb valors no nuls , i llavors hi ha conformalitat en els punts de ĈU.

En particular , una corba normal a D va a parar a una corba normal a ƏU.

Aquesta propietat la utilitzarem més endavant per a resoldre el problema de

Newmann per a un domini particular .

8.3 Transformacions homogràfiques

8.3.1 Les homografies

D'entre totes les funcions analítiques, les funcions racionals de primer grau ,

anomenades també homografies, tenen un interès especial perquè són represen-

tacions conformes de tota l'esfera de Riemann en si mateixa i perquè, a més,

tenen unes propietats geomètriques molt senzilles . Val la pena estudiar-les una

mica detalladament .

Una homografia és, doncs, una funció racional de la forma

Tz = T(z)
=

az + b

cz + d

amb ad -bc 0, a , b, c, d C.€ (8.2)

La condició ad - bc 0 evita que T sigui constant i T és una funció holomorfa

a tot el pla, tret del punt z = -d/c.

Una homografiaT es diu que és real quan transforma l'eix real en si mateix .

És clar que això passa si i només si els coeficients a , b , c , d són tots quatre reals .

Convé mirar-se T com una transformació de S² a S² definint T (-d/c) = ∞

i T(∞ ) = a/c. Una homografia és una aplicació bijectiva de S² sobre S² , ja

que si T està definida per (8.2) , llavors té una inversa que és l'homografia

T-¹(w)
=

dw - b

-cw + a

b

d

És fàcil comprovar que la composició de dues homografies és una altra homo-

grafia . De fet , si associem a T la matriu ( a ) dels seus coeficients i una altra

homografia S té per matriu ( a ) , llavors resulta que So T té associada la

matriu producte

'a' b' a b

d
(a d) (c &)

Així doncs, les homografies formen un grup de transformacions de S² .
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Per exemple, les homografies que tenen per matrius

b a

i

1

(61) . (6¦) ( !)
1

són, respectivament , la translació z → z + b, la dilatació z → az i la inver-

sió z → 1/z.

És interessant el fet que tota homografia és la composició d'aquests tres

tipus de transformacions. En efecte , si c 0 , es pot posar

Tz =

az + b

=

bc - ad a

+

cz + d c² (z + d/c) C

i , si c == 0, directament , Tz = z + , que és una dilatació seguida d'una

translació .

Observem que l'homografia T és una representació conforme de l'obert

C \ {-d/c} sobre l'obert C \ { a/c} si c 0. Si c = 0 , és una representa-

ció conforme de C sobre C. Per tant , T conserva els angles de qualsevol parell

de corbes que es tallin dins de C \ { −d/c} .

Considerem ara el conjunt de rectes i de circumferències del pla complex .

També ens les podem mirar a l'esfera de Riemann . Aleshores només tenim

circumferències, i les rectes del pla són ara les circumferències que passen pel

punt ∞ . Recordem de l'apartat 1.2.1 que una recta de vector director a Є C

(és a dir, que és perpendicular a a) té per equació az +az+m = 0, amb mЄ R.

Pel que fa a una circumferència de centre a Є C, la seva equació és

|z | ² + āz + až + m == 0

amb mЄ Ri |a|2 m > 0.
-

(8.3)

Proposició 8.11 . Tota homografia transforma el conjunt de rectes i circum-

ferències en si mateix.

Demostració. És evident , geomètricament o analíticament , que una translació

o una dilatació transformen una recta en una recta, i una circumferència en

una circumferència. Pel que fa a una inversió, Tz = 1/z , transforma la recta

az + az + m = 0, m 0 en la circumferència que passa per l'origen d'equació

| z |² + z + z = 0. Si m = 0 , la recta passa per l'origen i es transforma en

la recta per l'origen az + az = 0. Si ara partim de la circumferència (8.3)

amb m 0 i apliquem Tz = 1/z , anem a parar a la circumferència d'equació

1z 1² + az + az + 1 = 0. Si m = 0, la circumferència (8.3) passa per l'origen

i la seva imatge per T és ara la recta az + āz + 1 = 0 .

m

m

m

m m
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El que acabem de veure justifica que no es facin distincions entre rectes

i circumferències, i a partir d'ara farem servir el terme cercle per a designar

indistintament una recta o una circumferència . Així doncs , direm que les ho-

mografies transformen cercles en cercles .

La pregunta que queda per respondre és si donats dos cercles qualssevol hi

ha sempre una homografia que passa de l'un a l'altre. La resposta afirmativa

és conseqüència del resultat següent .

Proposició 8.12 . Donats tres punts diferents Z1 , Z2 , Z3 de S2 i tres punts més,

també a S² i diferents entre si, w1 , w2 , w3 , existeix una única homografia T

tal que T(zi) == wi, i = 1 , 2 , 3 .

Demostració. Donada l'estructura de grup de les homografies, és suficient veure

que existeix una homografia T que envia Z1 , Z2 , Z3 a 0 , 1 , ∞ , respectivament ,

i que una homografia que deixi fixos els punts 0, 1 , ∞ és la identitat .

Per comprovar la primera afirmació prenem

Tz =

- -
༧ . 21 22 Z3

-
z - Z2 Z2 - Z1

si Z1 , Z2 , Z3 ∞o . Si algun d'aquests tres punts és ∞ , posem per exemple

21 =∞, llavors prenem

=

Tz =

--
Z2 Z3

Z - 23

Finalment, si Tz az+b fixa 0 , 1 , ∞ , tenim per força Tz = z + , perquè

T(∞ ) = ∞ . I ara T(0) = 0 dóna Tz = z i, finalment, Tz = z, ja que

T(1 ) = 1 .

cz+d

Com que és clar que tot cercle queda determinat per tres punts diferents ,

obtenim el corollari següent .

Corollari 8.13. Donats dos cercles existeix sempre una homografia que passa

de l'un a l'altre.

S'ha d'observar que aquesta homografia no és única, sinó que, de fet , n'hi

ha infinites de diferents que passen d'un cercle a l'altre agafant ternes de punts

diferents de cadascun d'ells .

Exemple 8.14. Donats dos cercles C1 , C2 i dos punts z1 C1 i z2 C2 ,

sempre hi ha una homografia que transforma C₁ en C2 i z1 en 22. En efecte ,

podem passar , per sengles homografies, C₁ i C₂ a l'eix real i només cal veure

que hi ha una homografia que deixa l'eix real fix i que transforma z₁ en z2 , on

Z1 , Z2 són dos punts que no són sobre l'eix real .
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Si z₁ , z2 són sobre una recta paral·lela a l'eix real , llavors la translació

w = z+ (z2−21 ) ja serveix. En el cas contrari la recta que passa per zí i z½ talla

l'eix real en un punt zo i llavors prenem la transformació w = zo + 220 (z - z0 ) ,
Z1-20

que és una homotècia de centre zo , o bé una homotècia de centre zo seguida

d'una rotació d'angle π, segons la posició de z₁ i z2 respecte de l'eix real .

Observació 8.2 . En la demostració de la proposició 8.12 hem vist que una

homografia T que complís T (0) = 0 , T (1 ) = 1 , T(∞)1, T(∞) = ∞ havia de ser la

identitat . Més generalment es pot afirmar que una homografia que tingui tres

punts fixos és la identitat . Dit d'una altra manera, si Tz =

identitat , llavors T té com a màxim dos punts fixos . Això es veu observant que

la igualtat Tz = z equival a l'equació

cz² + (d- a)z - b = 0,

az+b

cz+d

que, en ser de segon grau, té com a màxim dues solucions diferents .

Exemple 8.15. Busquem, en primer lloc , l'homografia Tz =

forma 0, 1 , ∞ en -1, 0, 1 , respectivament .

az+b

no és la

cz+d que trans-

Si prenem a = 1 i tenim en compte que T(i ) = 0 , obtenim Tz =

T(∞) = 1 dóna c = 1 i T (0) = −1 dóna d = i . Resulta, doncs,

z-i

cz+d '
Ara

Z i

Tz =

z + i

Busquem ara la imatge per T de l'eix real i de l'eix imaginari .

L'eix imaginari conté 0 , 1 , ∞ , i , per tant, la seva imatge és un cercle per −1 ,

0 , 1. És a dir , és l'eix real . L'eix real conté 0 , ∞ . La seva imatge serà un cercle

que passa per −1 i 1 i que ha de ser perpendicular a la imatge de l'eix imaginari ,

és a dir, a l'eix real . Per tant, es tracta de la circumferència unitat .

-

=
Si ara prenem el semiplà superior II+ { z : Imz > 0 } , la seva imatge no

podrà travessar la circumferència unitat i haurà de ser el disc unitat , o bé el

domini {w: w > 1} . Com que T(i ) = 0 , ha de ser el disc unitat .

Exemple 8.16 . Considerem la transformació inversa de l'homografia T de

l'exemple 8.15 . Si

=

w = Tz =

Z--i

"

z + i

1+w

-wresulta que l'homografia Sw T-¹w = i aplica el disc unitat conforme-

ment en el semiplà superior II+ : { z : Im z > 0 } . Farem servir ara la transfor-

mació S per a resoldre el problema de Dirichlet a II+ prenent com a valors
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D

พ

2 = S(w)

1

(x)
=

1 + x2

Figura 8.6

II+

a la frontera la funció (x)

1
=

1+x2 , x = R = @II + (fig.8.6) . Comencem per

transportar la funció a la frontera del disc. Si w = eie OD, tenim

2(e10)
=

¥(e¹º) = (S(e¹º))
=

2 - eio

4

e

1

i0

—

1

(

2

1+eio

1- eie

—
1

2

cos 0.

2

Ara hem de resoldre el problema de Dirichlet al disc amb valors frontera (ei ) .

Això és molt fàcil i es pot fer directament . Només cal estendre la funció a

tot D posant

u(w) = u(reiº)
=

1

2

—
1

2

r cos 0 =
1
-

1

2 2

σ

si w = reio = 0 + iT , 0 < r ≤ 1 , 0 ≤ 0 ≤ 2π. Notem que no hi ha cap

problema amb la determinació de l'argument , perquè cos 0 = cos 2π. La funció

satisfà clarament l'equació Au = 0 i, per tant , és harmònica i , a més, compleix

u(eio ) = v(eio).

Ara n'hi ha prou en transportar la funció u cap al semiplà II+ posant

v(z) = u(T(z))
=

=

1

2

-
1 1 1

- Re(T( 2) ) = - Re

2

y +1

x² + y² + 2y +1

2 2

Z
— i

z + i

si z = x + iy,

1

=

de manera que v és harmònica a II+ i satisfà v (x , 0) = 1 +x² = 4(x) .
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8.3.2 La raó doble

Considerem quatre punts de l'esfera de Riemann Z1 , Z2 , Z3 , Z4 amb la condició

que Z2 , Z3 , Z4 siguin diferents . Sabem que hi ha una única homografia T

tal que T(22 ) = 1 , T(23)1 , T(23) = 0, T(24) = ∞. La raó doble dels quatre punts

donats, (Z1 , Z2 , Z3 , Z4 ) , es defineix com

(Z1 , Z2 , Z3 , Z4) = Tz1 .

Així doncs, si tots els punts són finits , resulta

21

(Z1 , Z2 , Z3 , Z4 )
=

Si, per exemple, z3 = ∞ , llavors és

-

-

-
23 22 24

21 24 22 - Z3

-
Z2 Z4

(Z1 , Z2 , ∞ , 24 )
=

21
-

24

La raó doble de quatre punts és invariant per les homografies , tal com es veu

a continuació .

Proposició 8.17 . Si Z1 , Z2 , Z3 , Z4 són punts diferents de S2 iT és una ho-

mografia, aleshores hom té

(Z1 , Z2 , Z3 , Z4) = (Tz1 , Tz2, Tz3, Tz4) .

Demostració. Si posem Sz = (Z, Z2 , Z3 , Z4) , S és la transformació homogràfica

que compleix Sz2 1 , Sz3 = 0, Sz4 = ∞ i Sz₁ (21 , 22 , 23 , 24 ) . Per tant ,

ST-1 transforma Tz2, Tz3 , Tz4 en 1 , 0, ∞ , i això vol dir que

= =

(Tz1 , Tz2, Tz3 , Tz4) = ST− ¹ (Tz1 ) = (Z1 , Z2 , Z3 , Z4 ) .

Per exemple, si Z1 , Z2 , Z3 són tres punts diferents i volem trobar l'homografia

que els transforma en w₁ , w2 , w3 , també diferents, només cal escriure

(Z, Z1 , Z2 , Z3) = (w, w1 , W2 , w3)

i posar w com a funció de z en aquesta igualtat .

És evident que si Z1 , Z2 , Z3 , Z4 estan sobre l'eix real , llavors (Z1 , Z2 , Z3 , Z4 ) és

un número real , i que si tres dels punts anteriors són reals i (Z1 , Z2 , Z3 , Z4) € R,

llavors el quart punt també ha de ser real .

Combinant aquesta observació amb la proposició 8.11 , s'obté immediata-

ment el resultat següent .

Proposició 8.18 . La raó doble de quatre punts (Z1 , Z2 , Z3 , Z4) és real si i només

si aquests quatre punts són situats sobre un mateix cercle.
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8.3.3 Simetria

El concepte de punts simètrics respecte d'un eix és ben clar : z , z * són simètrics

respecte de la recta L si L és la mediatriu del segment [z , z *] .

Ara volem considerar la simetria d'un parell de punts respecte d'un cercle

qualsevol .

Definició 8.19 . Direm que dos punts z, z * són simètrics respecte d'un cercle C

si i només si existeix una homografia T que transforma C en l'eix real i de

manera que Tz* = Tz.

Aquesta definició és independent de T, perquè si S compleix els mateixos

requeriments que T , aleshores ST-¹ és una homografia real i Sz* = ST−¹(Tz*)

també serà el conjugat de Sz = ST-1(Tz) , perquè és obvi que les homografies

reals conserven la conjugació.

De la definició anterior i l'exemple 8.14 resulta:

Proposició 8.20 . Els punts z , z* són simètrics respecte del cercle que passa

pels punts Z1 , Z2 , Z3 si i només si

(2* , Z1 , Z2 , Z3) = (Z , Z1 , Z2 , Z3) . (8.4)

Això ens fa veure també que donat un cercle C, per a cada punt z hi ha un

únic punt z * , simètric de z respecte de C. L'aplicació z → z * és una bijecció

que s'anomena simetria respecte de C.

Les transformacions homogràfiques conserven la simetria, tal com ho afirma

el resultat següent.

Proposició 8.21 (Principi de simetria) . Si una transformació homogràfica

T transforma un cercle C en un cercle C ' , llavors transforma un parell de punts

simètrics respecte de C en un parell de punts simètrics respecte de C' .

Demostració. Si Co C' és l'eix real, el principi de simetria és la definició de

punts simètrics . En un altre cas, prenem una homografia S que transformi C

en l'eix real i després apliquem el cas anterior a Si a TS-1.

A continuació, estudiarem les propietats geomètriques de la transformació

per simetria respecte de C, z → z*, en el cas que C sigui una recta o bé una

circumferència del pla complex.

Si C és una recta, podem agafar z3 = ∞ i (8.4) es converteix en:

*
Z -

21
-

Z2

Z2

=

Z - Z2

-
Z1 Z2

,
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-
que dóna lloc a ❘z * - z2 | = | z − 22 . Això vol dir que z i z * equidisten de

qualsevol punt z2 E C, condició que només es compleix si C és la mediatriu del

segment [z , z * ] .

Si C és una circumferència del pla de centre a i radi r , llavors és fàcil veure

que

p2

z* = a +

z - āα
(8.5)

- -
En efecte, si Z1 , Z2 , Z3 E C, es compleix (z; − a) (z; − ā) = r² , j = 1,2,3 , i

aplicant reiteradament la proposició 8.17 , tenim

(Z , Z1 , Z2 , Z3)
= - - - -

a, z1 — a, z2 — a, z3 — a)

p.2

=
a,

21
-

"

a 22

2.2

-
"

α΄ 73

p2

-
a

=

=

=

0, 23 ) .
Z3

( ༧ ་ ཧོཿ དྷ — ཥ , བོདྷ - ༧,༢ , - ཥ) - (— +#»26,76 )

Z2 a, Z3 a =

que, d'acord amb (8.4) , dóna (8.5) .

De la igualtat (8.5) escrita en la forma

-

(z* − a) (z − ā) = r²

α

es dedueix, d'una banda , | 2 * — a|| z — a | = r² , i d'una altra , que el quocient

és un número positiu .

z* -a

z-a

Si interpretem aquests resultats geomètricament , resulta que els punts a, z

i z* estan alineats i que el producte de distàncies de z a a i de z* a a és r² . Això

significa que la simetria respecte de C és la inversió de centre a i potència r² .

La noció de simetria respecte d'un cercle permet estendre el principi de

reflexió respecte de l'eix real a qualsevol recta o circumferència . Si C és un

cercle, direm que un domini U és simètric respecte de C si z Є U implica

z* € U, on z* és el punt simètric de z respecte de C. Fent servir transforma-

cions homogràfiques per passar d'un cercle a l'eix real i tenint en compte la

proposició 8.21 i l'observació 4.1 , hom obté immediatament el resultat següent .

Proposició 8.22 (Principi de reflexió respecte de cercles) . Sigui U un

domini simètric respecte d'un cercle C i sigui U+ una de les regions en què C

divideix U. Sigui f una funció holomorfa a U+ de manera que existeix un cercle

C' tal quef(z) tendeix a un punt de C' quan z tendeix a un punt de C. Llavors

f té una extensió holomorfa a U que transforma punts simètrics respecte de C

en punts simètrics respecte de C'.
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8.4 Automorfismes de dominis simplement connexos

D'acord amb el teorema de Riemann, hi ha essencialment dos tipus de domi-

nis simplement connexos, que són tot el pla C i el disc unitat D. Té interès,

doncs, conèixer el grup dels automorfismes d'aquests dos dominis perquè d'ells

es podrà deduir el grup d'automorfismes de qualsevol domini simplement con-

nex U sempre que coneguem una representació conforme de U sobre D.

az+b

cz+d

Comencem per determinar els automorfismes de C. Si considerem una

transformació homogràfica Tz i volem que sigui holomorfa a tot C,

necessàriament ha de ser c = 0, és a dir , T és lineal en z i no constant. Aques-

tes transformacions formen un grup d'automorfismes de C. Resulta , però, que

són tots els automorfismes de C.

Teorema 8.23 . El grup dels automorfismes de C està format per les transfor-

macions lineals Tz = az + b amb a , b € C , a 0 .

Demostració. Només cal veure que si f: C → C és bijectiva i entera, llavors

ƒ és lineal en z . Només hi ha dues possibilitats (vegeu l'exemple 5.22) : o bé f

és un polinomi , o bé el punt ∞ és un punt singular essencial de ƒ.

Si ƒ és un polinomi, ha de ser de primer grau, perquè, si no , ƒ no seria

bijectiva i, per tant, f(z) = az + b amb a, b Є C.

Vegem, doncs , que la possibilitat que f tingui una singularitat essencial

a l'infinit no es pot donar . Si fos així, la imatge per ƒ de l'entorn reduït de ∞ ,

{z C: z > 1 } hauria de ser densa a C , d'acord amb el teorema de Casorati-

Weierstrass (teorema 5.6) . Però això és impossible perquè en ser f injectiva

f{z : | z❘ > 1 } no talla l'obert ƒ { z : | z | < 1 } i , per tant, no pot ser un conjunt

dens.

az+b

cz+d'

-

Podem trobar també els automorfismes del pla completat . Observem, en

adprimer lloc , que una homografia Tz = bc 0, és una transfor-

mació T : S2

←

S² bijectiva i holomorfa a tot punt de S² .

holomorfa a tot punt z finit z -d/c, i com que

En efecte, T és

T(1/2 ) =
=

a + bz

c + dz '

veiem que T també és holomorfa a l'infinit , sempre que c 0.

Per al cas c = 0 , o bé per tal de veure que T és holomorfa en el punt -d/c

amb valor ∞ , només hem de pensar que una funció ƒ tal que ƒ(zo ) = ∞ , és

holomorfa a zo quan g(z) = 1/f(z ) , amb g (zo ) = 0 , és holomorfa a zo .
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El que és interessant és el fet que les homografies són tots els automorfismes

de S² . Per a provar aquest resultat convé fer algunes consideracions generals

sobre grups de transformacions d'un domini.

Si U és un obert de S2 i G C Aut (U) és un grup d'automorfismes de U,

direm que
G és transitiu a U si per a tot parell de punts z , z' EU existeix una

transformació 4 EG tal que (z) = z' .

Siz EU, el grup d'isotropia de z, Az , està format per tots els automorfismes

de U que deixen z fix , és a dir, A₂ = {4 € Aut (U) : 4(z ) = z } . Ens serà útil el

resultat següent .

Lema 8.24. Sigui G C Aut (U) un grup d'automorfismes de l'obert U de S².

Suposem que es compleixen les condicions següents:

a) G és transitiu a U.

b) Existeix almenys un punt zo EU de manera que Azo C G.

Llavors hom té G = Aut(U) .

Demostració. Sigui Є Aut (U) . Com que G és transitiu , existeix una trans-

formació G tal que (zo ) = (zo) . Com que (4−1 0 ) ( 20 ) = zo , resulta

que 4-10 € Az。 € G, i això implica que també

E

YEG.

O

Teorema 8.25 . El grup d'automorfismes de S² coincideix amb el grup de les

transformacions homogràfiques.

Demostració. Apliquem el lema anterior agafant com a grup G el grup de les

homografies . És evident que G és transitiu a S² . D'altra banda , si z0 = ∞ ,

els automorfismes de S² que deixen zo fix són els automorfismes del pla , que,

d'acord amb el teorema 8.23 , són homografies . És a dir , A∞ C G.

Estudiem ara els autormorfismes del domini fonamental de la representació

conforme, que és el disc unitat D. És fàcil trobar homografies que transformin

el disc D en si mateix. Si a Є D, posem

Z а

Ta(z)
=

1- az

que és una homografia de determinant 1 – | a | ² 0. Si z = e¹º , tenim

Ta(eio)
=

ci
o
-
a

-

= e−io

1 - ae
io

e10

e-io

-
a

-
α
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de manera que Ta ( ei ) | = 1. És a dir , Ta transforma el cercle unitat en si

mateix. Com que Ta (a) = 0 , resulta que Ta (z) transforma D en D i també

transforma el domini { z : | z | > 1 } en si mateix.

Si combinem Ta amb un gir, z → eiaz, trobem l'homografia

Ya,a(z) = eia

z - a

1- āz

que és un automorfisme de D per a cada a € D, a Є R. Comprovem ara que

les transformacions del tipus a,a formen un grup. Podem prescindir del gir

i multiplicar Ta per 76. Resulta

(та оть) (z ) =

(1 + ab)z − (a + b)
-

=

Az + B

Cz + D
(8.6)

− (ā + b)z + (1 + āb)

amb A = 1 + ab, B = −(a + b) , C = − (ā + b) , D = 1 + ab, de manera que− (ā āb ,

A = DiB = C. Així doncs ,

Az + B

(та оть) (z ) =
= =

A(z + B/A)

Bz +A A(1+ (B/A)z

és a dir , Ta © Tb =4c, a amb c = -B/A, eia = A/A, | c | < 1. La desigualtat | c | < 1

és conseqüència del fet que

B a + b
= =

= |T_b (a) | | a | , | b | < 1 ,
A 1 + ab

i ja hem observat abans que 7-6 aplica D en D.

Si prenem b = −a a (8.6) es troba en particular que 7-a = Ta¹ .
-

=
També, en aquest cas , el grup G {Pa,a : a € D, a Є R} conté tots els

automorfismes de D. Per a veure-ho necessitarem un resultat molt útil, conegut

amb el nom de lema de Schwarz , que és , de fet , una conseqüència del principi

del màxim .

Lema 8.26 (Lema de Schwarz) . Si la funció f és analítica al disc unitat D

i compleix les condicions | f( z ) | ≤ 1 , per a tot z Є D, i f (0) = 0 , llavors hom

té |f(z ) | ≤ | z | , per a tot z Є D , i | ƒ' (0) | ≤ 1. La igualtat | f(z) | = | z | en algun

punt de D o bé | ƒ' (0) | = 1 es compleix només quan f(z) = az amb | a | = 1.

|z||

Demostració. Per les hipòtesis, g (z ) = f(z)/z és una funció holomorfa a D.

Sobre el cercle { z : | z | = r} es compleix | g ( z ) | = f(x)] ≤ 1 /r , i el principi del

màxim ens diu que │g(z ) | ≤ 1/ r si │z | ≤ r . Fent r → 1 obtenim | g ( z ) | ≤ 1 , és a

dir , | f(z) | ≤ | z | . A més, | ƒ′ (0) | = | g (0) | ≤ 1 .
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Si val la igualtat en algun punt, la funció | g ( z ) | agafa el seu màxim i , per

tant, ha de ser constant . És a dir , g(z ) = a amb |a | = 1 i f ( z ) = az.

Teorema 8.27. El grup dels automorfismes del disc unitat està format per les

homografies de la forma

Pa,a (z) = eia

Z a

|a | < 1 , a € R.

1
- az

Demostració. Apliquem el lema 8.24 al grup G format per les transformacions

És
Ya,a . un grup transitiu perquè si a , b D , hom té (T_b ° Ta)(a)

Comprovem que el grup d'isotropia de l'origen està contingut a G.

= b.

Si 4: D → D és bijectiva i holomorfa i (0) = 0 , pel lema de Schwarz ha

de ser (z) | | z | , z Є D. Però aplicant el mateix lema a -1 també ha de

ser | z | ≤ │4 ( z ) | , per a z Є D. Així doncs | ( 2 ) | = | z | , i el mateix lema de

Schwarz ens diu que, en aquest cas, és ( z ) = eiaz per a algun a € R. És a

dir, = 40,α E G.

1-āz

=

Exemple 8.28 . Sigui ƒ : D → D una funció holomorfa qualsevol i fixem un

punt a D. Posem w = Ta (z ) = 1-a i z = T¹ (w) . Llavors la funció de w,

ƒ(Ta¹(w))-ƒ(a)

g(w) = és holomorfa a D i compleix (g (w) | ≤ 1 i g (0) = 0 , pel
1-f(a)f(Ta¹(w) )'

teorema 8.27 . El lema de Schwarz dóna, per tant , \ g (w) ≤ |w | , és a dir,

f(z) - f(a)

1- f(a)f(z)

Z - a

< ZED.
-

1 – āz

Fent za en la desigualtat anterior , resulta

\f' (a) |

<
-

1

1 − |ƒ(a) | ² − 1 − | a | ² ›
-

a Є D.

Ara la igualtat es compleix en algun punt si i només si ƒ és un automorfisme

del disc unitat.

ρία
N

=
Exemple 8.29 . Si a1 , a2 , ... , an són punts de D i a € R, la funció B(z)

eiaП-1 , que s'obté multiplicant les transformacions 7a, (2 ) i eia , s'ano-
II -a;

mena producte de Blaschke de grau N. La funció B té les propietats següents :

i) B és holomorfa a D i contínua a D (de fet , és holomorfa al disc de centre 0

i radi igual a min{ a, j = 1 , ..., N}) .

ii) |B(z) | = 1 si | z | = 1.

:
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iii) B s'anul·la exactament en els punts { a1 , a2 , ... , αN } .

Si una funció ƒ compleix i) , ii ) i iii ) , llavors ƒ ha de ser igual a B, tret del

factor de mòdul 1 , eia . En efecte, només cal observar que tant f/B com B/f

seran funcions holomorfes a D i contínues a D i per ii) , i pel principi del màxim

hauran de complir | f(z) /B (z) | ≤ 1 i |B(z ) /f (z ) | ≤ 1 per a z Є D. Així, ƒ/B

ha de ser una constant de mòdul 1 .

Z-

z+i
transforma el se-En l'exemple 8.15 hem vist que l'homografia Tz

miplà II+ {z: Imz > 0} en el disc unitat D. El grup d'automorfismes

d'aquest semiplà estarà format , doncs , per les transformacions

=

T-10 Ya,a T, a Є D, a ЄR,

1+z

on T− ¹z = il±z . Procedim ara a determinar explícitament els automorfismes

de II+ .

az+b

cz+d '
ad -Considerem, en primer lloc , una homografia Sz bc 0, i

imposem-hi la condició que transformi l'eix real en si mateix . És clar que això

passa si a, b, c , d són reals , és a dir , si l'homografia és real. Però aquesta condició

també és necessària perquè els coeficients a, b, c, d quedaran determinats per

un sistema d'equacions lineals amb coeficients reals si Sx € R, per a tot x Є R.

Com que a, b, c, d estan determinats tret d'un factor , podem suposar que

ad - bc = ±1 , i es veu finalment que S transforma el semiplà II+ en si mateix

bcquan ad > 0. És clar, doncs, que el1 , condició que implica Im ci+d

conjunt d'homografies reals Sz = amb a, b, c, d Є R, ad - bc = 1 formen

un grup G d'automorfismes de II+ .

- =

az+b

cz+d

ai+b

=
{z :Teorema 8.30 . El grup dels automorfismes del semiplà superior II+

Imz > 0} coincideix amb el grup G de les homografies reals de determinant 1 .

Demostració. Apliquem altra vegada el lema 8.24 . G és transitiu perquè per a

tot w = a + ib € II l'homografia de G, Tz = a + bz transforma i en w.

Vegem ara que el grup d'isotropia del punt i està contingut a G. Només

cal veure que aquest grup d'isotropia està format per homografies. Ara bé, la

transformació

ST¹OSOT amb Tz =

Z i

z + i

és un isomorfisme entre el grup d'isotropia de l'origen a Aut (D) i el grup

d'isotropia del punt i a Aut (II+ ) . El primer grup, tal com hem vist en la

prova del teorema 8.27 , està format per girs , i si S és un gir, llavors T-10SOT

és una homografia.
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8.5
El problema de Dirichlet i el problema de Newmann

al semiplà

En aquesta secció utilitzarem les transformacions homogràfiques per traslladar

els problemes de Dirichlet i de Neumann del disc al semiplà, utilitzant la inva-

riància d'aquests problemes enfront de transformacions conformes (secció 7.11) .

En primer lloc , i com a exemple per a il·lustrar el camí que seguirem, po-

dem retrobar la solució del problema de Dirichlet al disc fent servir només la

propietat de la mitjana . Sigui y € C (T) i busquem una funció u € C (D) amb

Δυ
▲u = 0 i U│₂ = 4. Fixat un punt a Є D, considerem l'homografia

z+ a

Ta(z)
=

"

1 + āz

la qual sabem (secció 8.4) que transforma D en D i T en T. Si u és la solució

que busquem, la funció u o Tɑ ha de ser harmònica a D i sobre T prendrà els

valors donats per (7。 (t) ) . Per la propietat de la mitjana serà

(uo Ta)(0) = u(a)

=
12/17 / 9 (Ta ( 2 ) ) |dz | .2п тT

Ta(2) , z = Tā¹ (w) , resulta | dz |Fent el canvi de variable w = Ta(2) , Z =

u(a)
=

1

2π

-
1 – | a |²

| 1 – āw|24(w) |dw|

√ =
-

i recuperem el fet que u ha de ser la integral de Poisson de .

=

1- a2
=

|1 - aw | 2 | dw| i

Passem ara al semiplà superior II+ {z = x + iy: y > 0} . Comencem

observant que essent II+ no acotat no es pot aplicar el principi del màxim

per demostrar la unicitat de solució del problema de Dirichlet, el qual ara es

formula de la manera següent :

A partir de la dada € C(R) es tracta de trobar una funció u € С(II+), u

harmònica a II+ tal que u│R = 4 .

=
Per exemple, si (x) 0, hom té les dues solucions u₁ = 0 i u2 (x , y) = y.

Tanmateix , sí que hi ha unicitat si ens limitem a solucions acotades . És a

dir , el problema Au = 0 a II+ , u│R = y té com a màxim una solució acotada

a II+ i contínua a II+ , perquè si u₁ , u2 són dues solucions , u₁ - u2 és harmònica

i acotada a II + i val 0 a R, i d'aquí es dedueix que u₁

és conseqüència del principi de simetria (vegeu l'exercici 10 del capítol 7) i del

teorema de Liouville per a funcions harmòniques .

- u2 = 0 a II . Això—
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Vegem ara com es pot obtenir la solució del problema de Dirichlet a II+ .

En l'apartat 7.6.2 s'ha vist que el nucli de Poisson del disc PD(z , w) és la

part real de 11+zw

2π 1 - zw

1 + zw

PD(z , w) = Re

1- zw

1- |z |2

| 1 - zw| 2 '

≈ < 1, |w = 1 .

Prenem w = 1 i considerem la funció (z ) =
=

1+2 que té part real positiva si1-

| z | < 1. Si Rew ≥ 0 , el punt z donat per 1+2 = w, és a dir , z =

1212

1+|w12-2 Rew
=

1+ w2+2 Rew '

-
1 − | z | ² =

2

w-

w+ compleix

4Rew
102 i, per tant , | ~ | < 1. La transformació

[1 +w|2

és, doncs, una representació conforme de D en el semiplà {w : Rew > 0}.

Interpretant & com a definida a C* , o és un homeomorfisme de D a {w : Rew >

0} U∞ , l'eix imaginari w = it essent la imatge de T \ { 1 } .

2
La transformació S (z ) = iz transforma, per tant , D en II + i T \ { 1 } en

R. La transformació inversa és z =
w-i

w+i '

Si z =
w-

w +i
i eit =

x-i

x+i
hom té

1- |z|2
=

4Im w

w + i/2 '

leit - z |2 =
=

4 |wx| 2

1 + iw | 2 (1 + x2)

2 dx

i dt =

1 + x² ·

Això significa que la fórmula de Poisson al disc esdevé per al semiplà

u(w)
=

1

П

•+∞

[too

i suggereix que, donada una funció

problema ▲u = 0 , u│R = 4 ha de ser

1

u(w)==

π -

•+∞

Im w

\w − x/2 u(x) dx-

contínua i acotada a R, la solució del

Imw

\w − x/24(x) dx.

Així, el nucli de Poisson del semiplà és РП+ (w , x)

(8.7)

1 Im w
=

i es pot comprovar
π w- x12

directament que la funció u, transformada de Poisson de , definida per (8.7)

és harmònica a II+ i compleix

lim_u(w) = 4(x) , xɛR

wεII+

w→x

(vegeu l'exercici 15 de la secció 8.11 ) .
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Podem aprofitar els mateixos càlculs per a trobar la solució del problema

de Neumann al semiplà superior ; és a dir , resoldre

ди

Au = 0 -
·(x, 0) = (x) , xЄR, amb € C (R) .

მყ

--
მ

Aquí – és la derivada respecte del vector unitari normal a R = ƏI + .
მყ

Introduïm v, sobre D i T mitjançant la transformació S , és a dir,

Com
que

2

v(z) = u(S(z)) = u(w) ,
=

la transformació inversa w

S- 1

(eit) = (S(eit)) = 4(x) .

w + i

2i

(w+i)2
w-i té derivada ( 4 ) que té per

mòdul wi² = 1722 , quan w = x, i com que a més preserva els angles, hom téTw+i |2 1+x² ,

2

ди

(x, 0)

მყ

=

2 მა

1 + x² Or
·(eit).

მა

Per tant , (eit) = 1+ 2 (eit ) , i , pel teorema 7.32 , la solució del problema de

Neumann al disc és

v(z)
=

2π
1

Logz - eit

მა

П

ar (et)dt.

Log

2π

Transportant la integral arribem a

u(w)
=

1 -
4(w — x²)

|1 + iw|2

(1 + x²) (x ) dx
x²)]

i , tret d'una constant, queda

1

u(w)
=

π (Log

|wx|

(x) dx. (8.8)

[1 + iw

อ u (1,0 )

També ara es comprova directament que la funció u, definida per (8.8) és

harmònica a II+ i compleix - (x, 0) (x), xER (vegeu l'exercici 15
=

მყ

de la secció 8.11) .

8.6 Corbes de nivell

f(z) ésSi ƒ és una funció analítica i zo un punt en el qual f' (zo ) 0 , llavors w =

una representació conforme d'un entorn de zo sobre un entorn de wo = f(zo) .
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Una manera d'entendre les propietats de ƒ és visualitzant el comportament

de la representació conforme donada per ƒ, d'una manera semblant a com la

gràfica d'una funció de variable real ens informa del comportament de la funció .

Aquesta visualització del comportament de w = f(z) es pot obtenir conside-

rant les corbes imatge per ƒ de les rectes paral·leles als eixos de coordenades,

i també les corbes de nivell de les funcions Re ƒ( z ) i Im f(z ) (fig. 8.7) .

Ay

Z

y

=

Zo

T = 0

Z

2
0

Wo
y = yo

Corbes de nivell

g = f-¹

ཅ
ི

พ

AV

и

wo v = vo

u = uo

พ

Corbes imatge

Figura 8.7

и

=

Suposem, doncs, que w = f(z ) és una representació conforme del domini U

del pla z = x + iy sobre el domini U' del pla w = u + iv i posem ƒ (z )

u(z) + iv(z) , z0 = xo + iyo € U i w。 = f(zo ) = uo + ivo . Sigui també g = ƒ− ¹

la transformació conforme de U' sobre U, inversa de ƒ.

Les rectes x = xo , y = yo donen un sistema de coordenades ortogonals al

voltant del punt zo . Les seves imatges són les corbes y

←

(u(xo , y) , v(xo , y))
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ix → (u(x, yo) , v (x , yo ) ) , respectivament
, les quals es tallen perpendicularment

en el punt wo . Aquestes dues corbes, lligades a la representació conforme ƒ, es

poden considerar també com uns "eixos” de coordenades ortogonals al voltant

de wo.

א

У

ΖΟ

X

Figura 8.8

Si ara partim de les rectes u = uo , v = vo en el pla w , les seves imatges

per g són les corbes del pla z ,

V
g(uo, v) = {z : u(z) = uo}

и
g(u, vo) = {z : v(z) = vo} ,

és a dir, són les corbes de nivellde les funcions u i v , les quals també es tallen

perpendicularment en el punt zo , ja que g = ƒ− ¹ també és conforme.

Alguns exemples de determinació de corbes de nivell són els següents :

A) La funció w = Logz és una representació conforme del pla z menys la

semirecta ( ∞ , 0] sobre la banda −π < v < π del pla w.
-

Les corbes de nivell u = Log |z | = uo són circumferències de centre

l'origen de coordenades , i les corbes v = Arg z = vo són semirectes que

surten de l'origen . Aquestes corbes són les imatges de les rectes u = uo

i v = vo per la funció z = ew (fig. 8.8) .

= x² — y² = vB) Les corbes de nivell de la funció wz2 són les corbes u = x

= v0. Les equacions x2 y2i v =
2xy

-

ио

= uo representen hipèrboles
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que tenen per asímptotes les bisectrius dels quadrants , i les equaci-

ons 2xy = vo corresponen a hipèrboles amb asímptotes els eixos de

coordenades (fig. 8.9) .

y

2
6

х

Figura 8.9

Pel que fa a les corbes de nivell de z = √w, com que són les corbes

imatge per w = z² de x = xo i y = yo , hom obté

u = x² - y² , v = 2xoy

que equivalen a

u = x² - yz, v = 2xyo ,

v² = 4x2 (x² - u) i v² = 4y² (y² + u) ,

les quals són paràboles del pla w , que tallen l'eix u en els punts x2

i -y , respectivament . Els focus d'aquestes paràboles són sempre l'ori-

gen de coordenades, ja que corresponen als punts (0 , −4x2 /4 + x2 ) i als

punts (0,4y2/4 – y2) (fig . 8.10) .
-

2-1

z+1
C) Busquem ara les corbes de nivell de la transformació w = Log Es

tracta, per a cada punt zo , de les corbes

Log

Z 1

z + 1

- 2
—

1

=
uo , Arg = vo , amb uo + ivo = wo

ZO 1

= Log

2+1 20 +1

Si posem σ = 7(z) = 1 , les corbes de nivell buscades són les anti-

imatges per 7 de les corbes de nivell de Log 7 , és a dir , de la família de
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ཅ
ི

พ

υ

Wo

и

Figura 8.10

circumferències de centre l'origen i de la família de semirectes que surten

de l'origen en el pla 7. Com que 7 (1 ) = 0 , 7 (−1) = ∞ , les semirectes que

surten de l'origen en el pla 7 provenen de la família de circumferències

del pla z centrades a l'origen i que passen pels punts −1 i 1 .

Les circumferències concèntriques amb centre a l'origen del pla 7 pro-

venen de les circumferències d'equació

Z 1

= P₁ p > 0,
2 + 1

(8.9)

que han de ser perpendiculars a les que passen per −1 i 1. S'anomenen

circumferències d'Apolloni amb punts límit -1 i 1 , i atenent l'equa-

ció (8.9) es veu que són el lloc geomètric dels punts tals que la raó de

distàncies als punts -1 i 1 és constant (fig. 8.11 ) .

Aquest conjunt doble de circumferències que, com hem dit , són les cor-

bes de nivell de Log 1, s'anomenen cercles de Steiner amb punts límit

-li 1 .

8.7 Transformacions conformes elementals

D'acord amb el teorema de Riemann, donats dos dominis del pla U i U' , sim-

plement connexos i diferents de C, sempre hi ha una representació conforme

de U sobre U' . A l'hora de trobar, de manera efectiva , una representació con-

forme entre aquests dominis , sempre podem procedir de la manera següent :
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ZO

N

T

T

Figura 8.11

busquem primer una representació de U sobre el disc unitat D i després re-

presentem conformement D sobre U' . Així doncs, el problema queda reduït

a trobar representacions conformes de dominis simplement connexos sobre D.

Per a aconseguir-ho tenim a la nostra disposició , almenys , les transformacions

homogràfiques , que hem estudiat detalladament , i les funcions elementals e²,

log z , za (a Є R, fixat) , sin z , etc. L'objectiu d'aquesta secció és fer veure ,

a través d'alguns exemples, com es poden representar sobre el disc D alguns

dominis elementals amb l'ajuda d'aquestes funcions.

=

1-

En primer lloc , convé recordar que el disc D i el semiplà II+ {z € C:

Im z > 0} són conformement equivalents a través de l'homografia Tz = itz.

En efecte, T transforma -1 , i , 1 en els punts 0, -1 , ∞ , respectivament . Es

a dir , transforma la circumferència unitat en l'eix real . Com que T(0) i,

T transforma D en II . Així doncs, tant és transformar un domini U en el

disc D com en el semiplà II+ .

Alguns exemples de transformacions elementals són els següents :

=

A) La transformació z → zº amb 0 < p < 2 aplica el semiplà superior II+

en la regió U = {z = rei® : 0 < r < ∞ , 0 < 0 < р } . En particular, podem

passar de qualsevol sector

:

Sa = {z = re¹®: 0 < r < ∞ , 0 < 0 < a}

al semiplà II+ mitjançant la transformació z → zπ/a (fig . 8.12) .
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Sa

α

2 /α

1 + 2

1-2

II+ D

Figura 8.12

B) Un altre tipus de dominis elementals són les bandes.

Fent servir girs , dilatacions i translacions , que són transformacions ho-

mogràfiques particulars , podem suposar que tenim una banda В d'amplitud 2π;

posem

B = {z = x + iy :
—

La funció exponencial z → e transforma B en el domini C \ { (- ∞ , 0] } , el qual

es pot representar sobre el semiplà { z : Rez > 0} amb la transformació z → √z,

i des d'aquest semiplà podem fer un gir fins a II + i després passar al disc .

Naturalment, si el punt de partida és el disc o el semiplà i volem anar a

parar a una banda, haurem de fer servir la funció Log z que transforma el pla

menys la semirecta (-∞ , 0) en B (fig. 8.13) .

Пі

B

Ti

ez

Figura 8.13

C) El fet que les homografies conservin la família de cercles del pla fa que

siguin útils a l'hora de transformar en el disc unitat un domini limitat per arcs

de cercle. Per exemple, considerem un semidisc

U = {z : | z | < 1 , Im z > 0 }

i mirem com el podem transformar conformement en un disc o un semiplà.
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-1

U

1

2-1

2 +1

0

Figura 8.14

2-1

Observem que no serveix l'aplicació z → z² , ja que només obre U a la regió

D \ { [0 , ∞ ) } . En canvi , l'homografia Tz = 2+1 , que compleix T(−1) = ∞ ,

T(1) = 0 , T(i) = i , T (0 ) = −1 , transforma U en el segon quadrant , i d'aquest

passem a II = {z : Im z < 0} aplicant z z² (fig. 8.14) .

2←2

D) Vegem ara quina utilitat poden tenir les funcions trigonomètriques en la

representació conforme. Si en comptes de considerar una banda tal com hem

fet a B) partim d'una semibanda S = {z = x + iy : x > 0 , −ñ < y < π} , no

podem fer servir la funció e* perquè només obtindríem la part de C \ { (−∞ , 0] }

que està fora de D. Si , fent servir una semblança, partim de la semibanda So ,

So = {z = x + iy : 0 < x < π/2 , y > 0} ,

-

podem passar a un quadrant gràcies a la funció sin z (fig. 8.15) :

So

π/2
0 хо

sin z

sin xo 1

Q

Figura 8.15

* La funció sin z transforma conformement la semibanda So en el primer

quadrant, Q = {z = x + iy , x > 0, y > 0} .

Per tal de provar aquesta afirmació comencem per recordar les fórmules de

l'apartat 2.2.5 :

Re(sin x)
=

sin x chy, Im (sin z) = cos x shy
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=

si z = x + iy , les quals ens diuen que si z E So , llavors sin z E Q. Analitzem

primer l'acció de sin z sobre la frontera de So. Quan x = 0, y > 0, tenim

sin z ishy, i com que shy va creixent de 0 a +∞o quan 0 < y < +∞ , sin z

recorre l'eix imaginari positiu sobre aquest tros de la frontera de So. Si y = 0 ,

0 < x < π/2 , és clar que sin z va creixent de 0 a 1. Finalment , com que

sin(π/2 + iy) = chy , la part de frontera de So formada per x = π/2 , у > 0 va

a parar a ( 1 , +∞ ) . Així doncs, la frontera de So es transforma, per sin z , en la

frontera de Q.

Vegem ara que cada punt de Q procedeix d'un únic punt de So.

yLa semirecta vertical x = xo , 0 < x < π/2, у > 0 es transforma per sin z =

w = σ + ir en el tros de la hipèrbola

02

sin² xo

T2

Cos² xo

1

que cau dins de Q, ja que σ = sinxochy i T = cos xo shy. Ara, donat uno

punt a + ib, a > 0, b > 0 de Q , hem de resoldre l'equació sin z = a + ib. Amb

aquesta finalitat agafem x, 0 < x < π/2 de manera que a + ib estigui sobre la

hipèrbola d'equació

62

-

T2

sin² x cos2 x

=
1,

prenent com a valor de sin x el punt de tall amb l'interval (0, 1 ) de la hipèrbola

que passa per a + ib, i després triem y > 0 de manera que a sin x- chy,

b = cos x. shy.

-π/2

א
ן

-Z

π/2

sin z

II+

א
ן

Figura 8.16

Hem vist , doncs, que z → sin z és bijectiva (i holomorfa) de So sobre Q. Si

tenim en compte que sin( -Z) = -sin z , es veu (fig. 8.16) que sin z transforma

la semibanda S1 {z = x + iy: - π/2 < x < π/2, y > 0} en el semiplà II+ .

Observem que la funció sin z, a diferència de les que havíem considerat fins ara,

=
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no transforma una recta en una recta o una circumferència, sinó que hem vist

que les rectes verticals passaven a hipèrboles.

E) De vegades una funció ƒ es pot donar sota una forma que fa difícil veure

que és una representació conforme, és a dir , una funció injectiva en un domini ,

però un canvi en l'expressió de ƒ la pot reduir a combinació de transformacions

més conegudes . Un exemple interessant d'aquesta situació és el següent :

=

n=1

.
Prenem la funció f(z) Σ nznnzn = z + 2x² + 3x³ + + nzn + ... i la

considerem al disc unitat D , que és el disc en el qual és convergent la sèrie de

potències que defineix f. Observem que ƒ (0) = 0 i ƒ′ (0 ) := 1. La qüestió és

si ƒ és injectiva a D. En aquest cas, tenim

f(z) = zΣ
nzn−1

Z

=

-
(1 − z)2 '

=
12 , si z < 1. Finalmentperquè nzn-1 és la sèrie derivada de z

Σ

podem escriure

1

1

f(z) =
=

-
(1 − z) ² 4

(1)

2
1

4

i obtenim una expressió de ƒ com a composició de transformacions elementals

ben conegudes.

Com que z → 1+2 transforma D en el semiplà { z : Rez > 0 } , z → z²/41- z

obre aquest semiplà a tot el pla menys l'eix real negatiu i finalment traslladem

1/4 cap a l'esquerra , resulta que ƒ representa conformement el disc D sobre el

domini C \ (-∞ , -1/4] (fig . 8.17) .

La funció ƒ s'anomena funció de Koebe.

1 + 2

1-2

1

22

4

1
42

4

Figura 8.17
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F) A l'últim exemple considerarem una regió que no és simplement connexa

a C però que sí que ho és si ens la mirem a l'esfera de Riemann S² . Com que les

homografies són transformacions conformes de S² a S² , no hi ha cap problema

a considerar aquest tipus de dominis .

Z

Agafem com a domini U el complementari a l'esfera de Riemann d'un seg-

ment, per exemple U = S² \ [ −1 , 1 ] . L'homografia z → +1 transforma U en

C \ (-∞, 0] ; a continuació , fent servir z → √ passem al semiplà de la dreta,

{z : Rez > 0} i , finalment , l'homografia z ens porta al disc unitat D

(fig . 8.18 ) . Així, U es transforma en D per la funció

←2-1

z+ 1

z+1 1

4(z) =
= พ =

2+1
+1

-
W = z ≈² – 1 , z EU.

(8.10)

la qual, es pot escriure també en la forma

2

16

Dow

2+1

Z 1

N

1

2 + 1

Figura 8.18

La inversa d'aquesta transformació , que passa de D a U, és

Si indiquem per D*

si i només si 1/w Є

=

2=

1

2

w +

1

( พ
;)

(8.11)

{≈ € S² : | z | > 1 } , l'exterior del disc unitat , tenim w Є D

D* i , per tant, la funció de (8.11) transforma també D*
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en U (w Є Di1/w Є D* van a parar al mateix punt de U per (8.11 ) ) . Si partim

d'un punt z Є U, el punt corresponent w Є D s'obté de (8.10) agafant el signe

positiu a √22-1 . Si canviem de signe, obtenim el punt z + √z² - 1 , que és

de D* , perquè (z − √z² − 1) (z + √√z² − 1) = 1 .− —

Busquem ara quines són les imatges per la transformació ( 8.11 ) de la família

de circumferències amb centre a l'origen i radi més petit que 1 , {w : │w] = r < 1}

i dels radis de la circumferència unitat , {w : w = re¹º , 0 ≤ r < 1 } (fig . 8.19) .

ID

3

Figura 8.19

D *

ω

Notem que seran les mateixes corbes que les imatges per (8.11 ) de les cir-

cumferències {w : | w ] = r , r > 1 } i de les semirectes {w : w =

0≤0≤2π.

Amb aquesta finalitat prenem coordenades polars , w =

punt z = x + iy donat per (8.11) s'expressa com

x =
= 1/2 (r + 1) cor

reio , r > 1 },

reie , en les quals el

cos0; y

2 (r - s

1

sin 0.

Eliminant en aquestes dues equacions , queda

4.x2

+

4y²

[ (r + 1/r) ] ² ' [ (r – 1/r)]²
-

=
1 ,

que és l'equació d'una el·lipse en el pla (x , y) amb eixos r + 1/r ir – 1/r.

Si ara partim d'un radi , arg w 0, i eliminem r, resulta:

x2
y2

1

cos20 sin2 0

que és l'equació d'una hipèrbola . Observem que la imatge d'un radi w =
reio ,

0 < r < 1 és la part d'una branca d'aquesta hipèrbola que cau dins de la
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3

1/2 ( w + 1 /w)

2

Figura 8.20

circumferència x² + y² = 1 , i la imatge de la semirecta w = reio , r > 1 és la

part de la branca d'hipèrbola que cau a fora (fig . 8.20) .

La transformació (8.11 ) , anomenada aplicació de Jowkowsky, és molt im-

portant en les aplicacions de la representació conforme, especialment en la

mecànica de fluids .

8.8 Representació conforme de polígons

22

23
21

απ
U

βιπ Z6

25

Figura 8.21

Z4

amb

Considerem un domini simplement connex U que tingui per frontera una

corba poligonal de Jordan tancada (fig. 8.21 ) . Direm que U és un polígon .

Suposem que té n costats i que els vèrtexs són els punts Z1 , Z2 , ... , Zn . A

cada vèrtex z suposem que l'angle interior del polígon té mesura aπ

0 < αk < 2. Llavors l'angle exterior corresponent val Bπ amb В = 1 – ak

i - 1<< 1. Es pot argumentar fàcilment que ẞ1 +... + Bn = 2.

-
ακ
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22

W1

Z3

f

21

Z6

2425

W2

D W3

W4W6

W5

Figura 8.22

Considerem ara una representació conforme ƒ del polígon U sobre el disc

unitat D. Sabem, pel teorema 8.7' , que ƒ s'estén contínuament a U i que

transforma de manera injectiva cada costat de la poligonal en un arc de ƏD

(fig. 8.22) .

Ara volem estudiar més detalladament, la representació ƒ i trobar una

fórmula explícita per a la inversa de f. Serà més còmode treballar al semiplà,

i per aquesta raó passem del disc D al semiplà superior II + amb una homo-

grafia i denotem per a1 , ..., an els punts de la recta real que corresponen als

punts wk = f(zk) , kf(zk) , k = 1 , ..., n . Observem que podria ser que un d'aquests fos

el punt de l'infinit . Sigui finalment g la representació del semiplà II + sobre U

(fig. 8.23) .

La forma explícita de la funció g està donada pel resultat següent .

3

Zk+1
II+

U

Z
Zk

z = g(w)

Ak+1ak

Figura 8.23

Teorema 8.31 (Fórmula de Schwarz-Christoffel) . Sigui g una represen-

tació conforme del semiplà superior II + sobre un polígon de n costats que té

angles interiors de mides a1 , ... , anπ i siguin a1 , a2 , ... , an els punts de l'eix
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real que g aplica en els vèrtexs del polígon . Llavors, fixat un punt w。 € II* ,

existeixen constants complexes A, B de manera que

- an )ªn - ¹ dw + B , wЄ II+ . (8.12)

พ

g(w ) = A
·[" (w - a1 ) 1-1 ... (w

(wan)

wo

Observació 8.3 . La integral de (8.12 ) es pot prendre al llarg del segment rectilini

que va de wo a w , però de fet la integral és la mateixa per a qualsevol camí que

vagi de wo a w, sense sortir de II* , com a conseqüència del teorema de Cauchy.

Abans de procedir a la demostració d'aquesta fórmula , observem que (8.12)

és equivalent a

g' (w) = A(w — a₁ ) α1-1 ... (w - an ) an − 1 ,

i també a

g" (w)

g'(w)

=

- wЄ II+
(8.13)

(8.14)

a1-1 an - 1

ພ
-

+

a2

+ w € II+.

พ
-
an

L'equivalència de (8.12) , (8.13) i (8.14) es veu immediatament per derivació

i integració. La igualtat (8.14) ens indica que la funció g" /g' té un pol simple

amb residu ak 1 al voltant del punt ak . Seguirem aquest camí per a provar

el teorema.

-

Demostració. Tal com acabem de dir , estudiarem el comportament de la fun-

ció g"/g' , que és holomorfa a II+ , al voltant d'un punt ak amb g(ak) = Zk.

w

g(w)

1

Zak

+

0
ak

Zk
น

Figura 8.24

-
Considerem la funció fk (w) = (g (w) — zk ) ¹/ak , holomorfa a II+ (fig . 8.24) .

Quan w tendeix a l'eix real , Im fk (w) tendeix a 0 i , pel principi de simetria ,

(proposició 8.10) fk (w) és holomorfa en un entorn de ak amb fk (ak ) = 0

if (ak ) 0. (Si fk (ak ) fos 0 , hi hauria punts del semiplà inferior que anirien

a parar per g a l'interior del polígon. )
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Per tant , podem posar ƒk (w) = (w− аk)❤k (w) amb k (w) holomorfa en un

entorn de ak i ❤k (ak) ‡ 0 . Agafant una determinació de k (w) , sigui hk (w) ,

tenim

fk(w) = (g(w) – zk) ¹/ αk = (w — Ak)❤k(w)

i, elevant a la potència ak ,

-

g(w) — zk = (w - ak)αk hk (w) ,
-
- w € II+ ,

on hk (w ) és holomorfa en un entorn de ak i hê (ak) ‡ 0 .

Ara, calculant, resulta
g' (w)

g'(w)

=

i

αk (αk - 1 ) (w - ak)αk¯²hk (w) +2αk (w

ακ 1
-

ak

g" (w)

g' (w) พ

ακ

-

ak)αk¯¹h'k (w) + (w — ak)ª h” (w)

-

αk (w — аk)αk − ¹hk (w) + (w − ak )αkh'½ (w)

-

- - -

2akh'k (w) + (w − ak)h¼" (w) – (αk − 1)h'½ (w)

akhk(w) + (wak)hk(w)

(8.15)

El segon membre de (8.15) és una funció holomorfa a l'entorn de ak perquè

hk(ak) 0. Així doncs, g″ /g' té una singularitat aïllada en el punt a que és

un pol simple amb residu ak
-

1 .

Finalment , estudiem la funció g"/g' al voltant del punt de l'infinit . Podem

suposar que l'infinit es correspon amb un punt zo de la frontera del polígon

que no és un vèrtex, que és el mateix que si el considerem com un vèrtex amb

angle , o sigui , amb ao = 1. Llavors, raonant com abans, trobarem que g

serà de la forma

1

g(w) = zo + = + h(w)
พ

amb h(w) analítica en un entorn de l'infinit . Calculant, surt

g" (w)

g' (w)

= -

2

+ si w II i w és prou gran.

พ

Per tant, g"/g' és analítica i nul·la a l'infinit .

Considerem ara la funció (z ) definida al semiplà inferior per la igualtat

p(z) = g(z),

de manera que és holomorfa a II . Si ara fixem un interval (ak , ak + 1 ) i

apliquem a el gir que transforma el costat [zk , Zk+ 1 ] del polígon en un seg-

ment de l'eix real, llavors aquesta funció girada de serà la reflexió de 9
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a través de (ak , ak+ 1 ) en el sentit que empalmarà contínuament amb g sobre

aquest interval. Si això ho fem per a cada k = 1 , .
...., n , trobem diverses "refle-

xions" de g al semiplà inferior que són diferents i , per tant, diverses extensions

a II de g' i g". Ara bé, el valor de g" /g' és el mateix per a totes aquestes

extensions perquè aplicar un gir és multiplicar per una constant de mòdul 1 .

Així, resulta que g"/g' és una funció meromorfa a tota l'esfera de Riemann que

té un pol simple a cada a amb residu až – 1 i analítica i nul·la a l'infinit . Ha

de ser, per tant, de la forma (8.14) .

-

La prova anterior es basa en l'exposició de [7] .

Convé fer alguns comentaris a la fórmula de Schwarz-Christoffel.

a) La fórmula (8.12) val també quan g és la representació conforme del

disc D sobre U substituint els punts a1 , ..., an pels punts w1 , ... , Wnwn tals que

g(wk) = zk . Per veure-ho, només cal fer servir una homografia entre el disc

i el semiplà per arribar a la conclusió que g"/g' té un pol simple a cada wk

amb residu að – 1 , i és nul·la a l'infinit , i després raonar per reflexió sobre els

arcs que w1 , ..., wn determinen a la circumferència unitat . Així, s'arriba a la

fórmula corresponent a (8.14) i després només cal integrar dues vegades.

-

b) Per entendre més bé la fórmula (8.12) podem pensar que quan w = x

recorre l'eix real , g(x) ha de recórrer la frontera de U , que és una línia poligonal.

Per veure que això és així, és millor derivar i mirar la fórmula (8.13) , la qual

dóna lloc a la igualtat (fig . 8.25)

arg g' (x) = arg A + (a₁ − 1 ) arg(x − a1 ) +
- ... -

+ (an − 1 ) arg(x — an) .

-Віп -Вап -Взп

!
!
!
!

Figura 8.25

Com que argg' (x) és el valor del gir que hem efectuat per passar de l'eix

real a la frontera del polígon, veiem que a cada interval (ak , ak+ 1 ) , argg' (x)

es manté constant i que, per tant, estem recorrent un segment rectilini , però

quan "saltem" per ak , arg g' (x) té un augment de (αк — 1)π = ẞπ, és a dir ,

"saltem" al costat següent del polígon.

- -
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c) Amb les consideracions que hem fet és molt fàcil de donar ara la de-

mostració del teorema de Riemann en el cas, molt particular, que el domini

simplement connex U sigui l'interior d'un triangle .

3

Suposem que U és l'interior d'un triangle de vèrtexs Z1 , Z2 , Z3 i angles

interiors α , k = 1 , 2 , 3 amb 0 < αk < 2 i Σαk

พ

= 1 i considerem la funció

[ ® (w — a1)º¹ - ¹ (w — a2) ª²¯¹ (w — a3) ºs – ¹ dw
g(w)= (w

wo

- - -

-

wo , w Є II , (8.16)

on a1 < a2 < a3 són tres punts arbitraris de R. És clar que g és holomorfa a II +

i a més s'estén contínuament a R perquè 1 ak < 1, k = 1 , 2 , 3 i la integral

que defineix g és convergent al voltant de ak . Però, a més, aquesta integral

és convergent en el punt de l'infinit , perquè fent el canvi w → 1/w queda com

a valor de (8.16)

-

1/w

1/wo

-

(1 − a₁w)ª¹ − ¹ ( 1 − a2w) ª² − ¹ ( 1 − a3w) αз - 1 dw ,
- -

que és contínua a l'origen . A b) ja hem fet veure que , quan w = x recorre l'eix

real (incloent-hi l'infinit) , g (x) recorre la vora d'un triangle, T, de vèrtexs g(a1) ,

g(a2) i g(a3 ) i angles interiors a1 , a2 , a3 . A més, la funció g ha de ser injectiva

a II + i ha d'aplicar II+ a l'interior del triangle T.

พ

g(a3)

α3πD
g

T

απ απ

g(a2)g(a1 )

Figura 8.26

Per a provar aquesta última afirmació substituïm el semiplà II+ pel disc

unitat D i apliquem el principi de l'argument (teorema 5.27) . Encara que la

funció g no és holomorfa a D, sinó que només és holomorfa a D i contínua

a D, el teorema 5.27 es pot aplicar fent un argument de pas al límit per a les

funcions gr (w ) = g(rw) , r < 1 . Com que per a cada punt z Є T és Ind (ƏT, z) = 1 ,

resulta que g pren el valor z exactament una vegada a D (fig. 8.26) .
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Tornant al semiplà, hem vist que la funció g transforma conformement II+

en l'interior de T. Ara bé, el triangle T i el triangle de partida de vèrtexs 21 , 22,

z3 tenen els mateixos angles i , per tant, són semblants. Fent servir , doncs , una

semblança després de g, passarem conformement de II+ al triangle donat , U.

g

+ + + +

a1 a2 a3 a4

a1

+

a2

+

a3 a4 a5

Figura 8.27

Observació 8.4 . Si volguéssim fer el mateix raonament però partint de 4 o més

punts a1 < a2 < ... < an sobre l'eix real , i angles a1 , ... , an ambΣak = n−2,

no podríem garantir que la funció g corresponent ens donés una representació

conforme de II+ sobre l'interior d'un polígon de n costats , perquè podria ser

que quan x recorre l'eix real, g(x) recorregués la vora d'un polígon que no

fos una corba de Jordan, sinó que tingués autointerseccions (fig . 8.27) . No hi

ha cap manera senzilla de saber, a partir dels angles ak i els punts ak , si la

corba poligonal que dóna la funció g (x) de ( 8.12) , quan x Є R, és simple o no.

d) La fórmula de Schwarz-Christoffel es pot estendre al cas d'un domini no

acotat U limitat per una poligonal que, ara, no serà tancada. Un dels casos

més freqüents en les aplicacions és quan zo = ∞ és un vèrtex de la poligonal i

la representació g : II+ → U compleix g (∞) = ∞ . Llavors les fórmules (8.12) ,

(8.13) i (8.14) valen sense cap terme corresponent al punt de l'infinit . Una

manera de veure-ho és fent tendir a ∞ un dels paràmetres ak.

Exemple 8.32 . Suposem que tenim a1 , a2 , a3 amb 0 < ak

k =

3

< 2 iΣak21Σακ = 1 .

1

1,2,3, triant elFixem la mida i la posició d'un triangle d'angles απ,

segment [0 , 1 ] com un costat i sigui z3 el tercer vèrtex . La representació con-

forme g de II+ sobre el triangle que compleixi g(-1) = 1 , g (0) = 0 , g (1) = z3
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Z3

serà de la forma

Z1

O2π απ

= 0 Z2 = 1

Figura 8.28

ข

-1 -1

g( w) = A f" (w + 1) a¹ - ¹, w°3-1 , ( w − 1) º3 – ¹ dw + B.

-

Observem que, en aquest cas , podem triar lliurement els punts de l'eix real a1 ,

a2 , aз que es corresponen per g amb els vèrtexs del triangle, perquè sempre

hi ha una homografia de II+ a II+ que transforma una terna real en una altra

terna real (fig . 8.28) .

Com que g (0) = 0 , és B = 0 i A queda determinada perquè g(1 ) = z3 , però

la integral anterior no es pot calcular explícitament .

U

ia

-ia

B

Figura 8.29

Exemple 8.33 . Considerem ara la representació conforme g de II+ en el do-

mini U que sigui l'exterior d'una banda horitzontal B
=

{z == x + iy: x > 0,

-a < y < a} amb a > 0. La poligonal que limita U té els vèrtexs ±ia amb

angle interior de -3π/2 i un vèrtex a l'infinit amb angle 0. Agafem g amb
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g¯¹ (−ia) = − 1, g¯¹ (ia) = 1 ,' g¯¹ (0) = 0 (fig . 8.29) . Resulta

9( w) = A ["4 [" (w² - 1 ) 1/2 dw.

Aquesta integral es pot calcular (exercici) i dóna

g(w) = A(w√1− w² + arc sin w) .

Com que g ( 1 ) = Аπ/2 = ia, s'obté

2a

g(w) = i— (w√1 – w² + arc sin w) .
π

-

Exemple 8.34. Representació conforme del semiplà II+ sobre el mateix se-

miplà al qual se li ha tallat un segment vertical [0 , ia] , a > 0 .

πα

ia
U

<-ε 0 E

πα

Figura 8.30

En aquest cas, mirem el domini U com a límit dels dominis que s'obtenen

en treure de II+ un triangle de base molt petita , 2ɛ , i altura a , quan ɛ → 0

(fig. 8.30) . Per al complementari del triangle , la representació ge que compleix

9ɛ (−1) = −ε , gɛ (0) = ia , gɛ ( 1 ) = ɛ és

gε (w)

w

= A1f" (w + 1) a - 1, w² - 2α (w − 1 ) a - ¹ dw + B
-

(vegeu la figura per al significat de a) . Ara, quan ɛ →→ 0,0, és a → 1/2 i queda

que dóna

W
พ

g(w)
= A dw + B,

√w2w2 - 1

g(w) = A√w² − 1 + B
-

amb g (−1 ) = B = 0 , g (0) = iA = ia . Per tant ,

g(w) = a√√/w² – 1 .



402 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

8.9 Representació conforme de dominis doblement

connexOS

El teorema de Riemann dóna tots els models de dominis simplement connexos ,

mòdul representació conforme: són el pla C i el disc unitat D.

Què passa si considerem ara els dominis del pla de grau de connexió n amb

n > 2? (definició 1.14) . És a dir , quins són els models dels dominis n-connexos,

tret d'una representació conforme? Aquest problema és molt més complicat i

no el tractarem aquí. Ens referirem , bàsicament, al cas n = 2 sense fer-ne ,

però, un estudi complet .

Considerem, doncs , dominis doblement connexos , és a dir , dominis simple-

ment connexos als quals s'ha fet un forat . Els exemples més senzills d'aquests

dominis són les corones . Si 0 < r < R, posem C' (r, R) = C (0 , r , R) = {z € C :

r < | z | < R} per a una corona circular centrada a l'origen . Es pot demostrar

que tot domini doblement connexés conformement equivalent a una corona o

a un disc puntejat o al pla puntejat (que també es poden considerar com a

corones) . Si tenim en compte aquest resultat , que no demostrarem, se'n des-

prèn que per tal de classificar els dominis doblement connexos n'hi ha prou,

básicament, de classificar les corones centrades a l'origen . Contràriament al

que hom podria pensar , en general, dues corones diferents no són equivalents.

Si dilatem la corona C(r, R) per un factor a > 0, és a dir, apliquem la

transformació z → az , obtenim la corona C(r' , R′) amb r'
= ar, R' = αRaR

(fig. 8.31 ) .

R

απ RaR

T

r' = ar

Figura 8.31

Aquestes dues corones són , evidentment , equivalents i els seus radis com-

pleixen

R R'

r

(8.17)
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És clar que la condició (8.17) és suficient per tal que C(r, R) i C (r' , R')

siguin equivalents , ja que només cal prendre z → az amb a = r'/r = R'/R.

El que és més interessant és el fet que aquesta condició suficient també és

necessària, tal com ho prova el resultat següent .

Teorema 8.35. Dues corones C(r, R) i C (r' , R') són conformement equiva-

lents si i només si es compleix la condició

R

r

R'

Demostració. Aplicant dilatacions podem suposar r = r' = 1. Sigui w = f(z)

una representació conforme de C( 1 , R) sobre C ( 1 , R' ) i vegem que R = R' .

Per la proposició 8.9, quan z → 1 a C(1 , R) , ha de ser | f( z ) | → 1 , o

bé |f(z) | R' . Canviant ƒ per R' /f, si és necessari , podem aconseguir que

|f(z ) | → 1 quan | z | → 1 i , en conseqüència, [ ƒ ( z ) | → R' quan | z | → R (fig. 8.32) .

R

R2
2

w = f(z)

R1/R 1

พ

1 1

(R')

Figura 8.32

R'

Ara, aplicant el principi de reflexió (proposició 8.22) respecte del cercle uni-

tat podem estendre ƒ a una representació conforme de la corona {z : 1/R <

|z | < 1 } sobre la corona {w : 1 /R' < |w | < 1 } . Si tornem a aplicar aquest prin-

cipi , ara respecte del cercle de radi 1/R, estendrem ƒ a una representació de

{ z : 2 < | 2 | < 1/2 } sobre { w : ( ) < | W | < } . Reiterant aquest procés obtin-

drem, per inducció, una representació conforme del disc puntejat D' (0 , R) sobre

D' (0 , R′) , la qual té l'origen com a singularitat evitable. Arribem, doncs, final-

ment a una representació conforme, que continuem anomenant f, de D(0, R)

sobre D(0 , R') que complirà ƒ (0) = 0 i que envia el cercle { z : | z | = 1 } sobre el

cercle {w: w = 1} .

Ara, la funció z →
f(Rz)

R'
és una representació conforme del disc unitat D
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sobre si mateix que envia el 0 al 0. Per tant, pel teorema 8.27 , ha de ser

o bé

= eeiaz, a ЄR, |≈ | < 1,

f(Rz)

R'

f(z) = R'eia |z | < R.

R

Prenent | z❘ = 1 , que implica | f ( z ) | = 1 , s'arriba a R = R' .

El teorema que acabem de provar diu que si considerem la família de co-

rones C(1 , R) amb R > 0 , llavors qualsevol corona del pla és conformement

equivalent a una d'aquestes , i dues corones de la família , diferents , no són

equivalents entre si.

Altres exemples senzills de dominis doblement connexos són el disc punte-

jat, D \ { 0} , i el pla puntejat, C \ { 0} . Aquests dos dominis no són equivalents

entre si i tampoc poden ser equivalents a cap corona, perquè la representació

conforme corresponent s'estendria analíticament al punt 0 , d'acord amb l'apar-

tat a) del teorema 5.5 . Tal com hem dit , es pot demostrar que tot domini del

pla doblement connex és conformement equivalent al pla puntejat , o bé al disc

puntejat o bé a una corona C ( 1 , R) , R > 1. Aquest resultat descriu tots els

models , mòdul representació conforme, dels dominis d'ordre de connexió igual

a 2.

-1

U

1/2
1

1

Figura 8.33

Exemple 8.36. Considerem l'el·lipse centrada a l'origen de semieixos 5/2 i

3/2 i sigui U l'interior d'aquesta el·lipse menys el segment [ −1 , 1 ] . D'aquesta

manera U és un domini doblement connex, el qual ha de ser , pel que hem dit ,

conformement equivalent a una corona. L'exemple F) de la secció 8.7 fa veure

que aquesta corona serà C(1/2 , 1 ) i que la representació de U sobre la corona

està donada per la inversa de l'aplicació de Jowkowsky (fig. 8.33) .



8. REPRESENTACIÓ CONFORME 405

Tal com hem dit al començament d'aquesta secció , la representació conforme

de dominis d'ordre de connexió superior a 2 és més complicada. Un resultat

que estén d'alguna manera el que hem dit per als dominis doblement connexos

és el següent (vegeu [ 1 , pàg. 255] ) :

Si U és un domini n-connex , llavors U és conformement equivalent a una

corona a la qual se li han tret n- 2 arcs situats sobre circumferències centrades

a l'origen (fig. 8.34) .

C'3

Ca

C₁

/C2
C₁

C4

C5

Figura 8.34

Cal pensar, en aquest cas, que hi ha dos contorns fronterers de les compo-

nents de C \ U, que van a parar a les vores de la corona, i els altres contorns

van a parar a contorns que han degenerat en un arc.

8.10 Aplicacions de la representació conforme

En aquesta secció donem dues aplicacions de la representació conforme a dos

problemes ben diferents .

8.10.1 La projecció de Mercator transversa

El problema que aquí considerem és el problema bàsic de la cartografia, és a dir,

la representació de la superfície de la Terra, o d'un tros d'aquesta superfície,

sobre un pla. Això és el que fan els mapes i , inicialment , es podria pensar

que aquesta representació es fa conservant les distàncies , és a dir, que, tret

d'un factor d'escala , la distància entre dos punts sobre la Terra coincideix amb

la distància entre els punts corresponents del mapa. Però això és impossible ,

perquè cap tros d'esfera admet una parametrització isomètrica per un pla.

Aquest fet és una conseqüència d'un teorema molt important de geometria
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diferencial, que és el teorema egregi de Gauss però , en el cas de l'esfera , també

es pot provar amb consideracions més elementals .

Quin tipus de representació dóna un mapa , doncs, si no conserva les dis-

tàncies? Observem que una representació plana de la Terra que conservés les

distàncies també conservaria els angles; doncs bé, les representacions que es

fan servir per a fer els mapes conserven precisament els angles , encara que no

puguin conservar les distàncies . La idea d'una projecció conforme (és a dir ,

conservant angles) de la Terra en un pla va ser concebuda per Mercator , i la

projecció utilitzada avui en dia és una variant de la projecció de Mercator,

anomenada projecció de Mercator transversa . Explicarem en què consisteix

aquesta projecció i , pel que hem dit , ja es veu que hi pot jugar un paper

important la idea de representació conforme.

La projecció de Mercator és una projecció de la Terra sobre un pla, posem

de coordenades (x, y) , que compleixi les condicions següents :

a) És conforme .

b) Aplica l'equador sobre l'eix de les ordenades, conservant les distàncies entre

la realitat i la projecció (sobre l'equador) .

c) Aplica els punts de la Terra de longitud positiva sobre el semiplà de la dreta

(x > 0) i els punts de latitud positiva sobre el semiplà superior (y > 0) .

La projecció de Mercator és bona perquè és conforme i perquè els paral·lels

els transforma en rectes horitzontals, i els meridians, en rectes verticals . Però

té l'inconvenient que, en allunyar-se de l'equador, les distàncies es distorsionen

molt. Per aquest motiu ha estat substituïda , en la construcció de mapes , per la

projecció de Mercator transversa . La idea d'aquesta projecció és dividir la regió

de la Terra compresa entre els dos cercles polars en fusos de 6º d'amplitud i

aplicar a cada un d'aquests fusos una projecció de Mercator diferent on el paper

de l'equador el fa el meridià central del fus.

Així doncs, considerem la regió R de la Terra compresa entre els dos cercles

polars i entre dos meridians que determinin un fus de 6º d'obertura, i sigui mo

el meridià central d'aquesta regió . Es tracta de trobar una projecció de R sobre

el pla (x, y) de manera que és compleixin, bàsicament, les condicions següents :

a' ) És conforme .

b' ) Aplica el meridià mo sobre l'eix de les y.

c') Sobre el meridià mo es conserven les distàncies entre la realitat i la projec-

ció.
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Naturalment, cal tenir en compte també uns factors d'escala que ara no

considerem .

Per tal de construir aquesta projecció comencem per considerar la Terra

com un ellipsoide de semieixos a, b , de manera que podem parametritzar R en

la forma

x = a cos u cos

y = a cos u sin
(\, u) € V (8.18)

z = bsinu ,

V
e

α

P

Figura 8.35

on A representa la longitud del punt P(x, y, z ) comptada a partir de mo , u és

l'angle representat a la figura 8.35 , i V és un obert de R² . Observem que u no

és la latitud,, de P, però s'hi acosta molt . La latitud és l'angle amb el pla

x, y de la perpendicular a l'el·lipsoide per P, i es pot establir fàcilment la relació

entre u i . Notem també que en el cas d'una esfera , a = b, u és la latitud , i la

parametrització (8.18) correspon a les coordenades esfèriques .

La funció (x, y , z ) = f(\ , u) descrita a (8.18) , per a (A, u) € V, dóna la regió

R com una superfície parametritzada per f. La parametrització ƒ es diu que

és conforme si l'aplicació lineal tangent f' (\, u) de R² al pla tangent a R en

el punt f(\, u) conserva els angles quan es considera a R² el producte escalar

habitual i en el pla tangent el producte escalar induït pel de R3 . Sabem que

ƒ és conforme quan la matriu dels vectors of i of és múltiple d'una matriuди
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ortogonal, és a dir , quan la matriu dels seus productes escalars és de la forma

h(x, u) (19) .

on h(\, u) és una funció diferenciable que no s'anul·la en cap punt .

En el nostre cas tenim

af

θλ

af

ди

=

=

(-a cos u sin , a cos u cos X, 0)

(-asin u cos X, -a sin u sin A, b cos u),

i la matriu de productes escalars és

0a² cos² u

0 a2 sin² u + b² cos2 и
u)=

== a² cos² и

চে

(8.19)

(a²c

1

0

0

2),

tan² u+(4)²).

que no és de la forma (8.19) . Ara bé, si s'introdueix una nova variable l , definida

per

1 = 1(u) =√√=√√tan² u +

u+
-

(99)²

2

du,

a

i es canvia u per l , resulta que en les coordenades (A, ) la nova matriu de

productes escalars és

a² cos² u(1)(+ 1)

1

0

que sí que és de la forma (8.19) . Això vol dir que la nova parametrització de R

donada per:

f
V R

(X, L) f(x, 1)

és conforme. La seva inversa ƒ- ¹ : R V també és conforme i aplica el

meridià mo , que correspon a λ = 0 sobre l'eix de la variable 1. Així, per tal que

ƒ-¹ sigui la projecció de Mercator transversa, falta satisfer la condició b' ) , de

conservació de les distàncies entre dos punts de mo i els seus corresponents en

el pla.

Amb aquesta finalitat introduïm la notació complexa posant w λ + il

per al punt (X, 7 ) i busquem una funció F : V → C de tal manera que la

representació plana de R donada per la funció Fof-1: R→ C compleixi a') ,

b' ) i c' ) . Això ho aconseguirem si triem F de la manera següent: en primer lloc ,
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agafem F que sigui holomorfa i , per tant, conforme; en segon lloc , imposem que

transformi l'eix imaginari en l'eix imaginari: F(il) = iy , si posem F = x + iy.

Finalment , la conservació de les distàncies sobre mo es pot obtenir així:

Per a cada punt P de mo és f- ¹ (P) = il , on l és el valor del paràmetre que

correspon a P. Sigui 7 la distància de P a l'equador seguint mo , de mane-

ra que en variar P, 7 és una funció de l , 7 7(1) . Aquesta funció no és

coneguda explícitament , però és fàcil raonar que és una funció analítica de la

variable real (fig. 8.36) .

=

P

T(1)

то

il F
IT(1)

Figura 8.36

Si podem triar la funció F de manera que compleixi F(il) = iT(1) , és a dir ,

tal que l'ordenada de F(il) coincideixi amb la distància a l'equador del punt

de paràmetres (0,1) , tindrem assegurada la propietat b ' ) . El problema, doncs,

des del punt de vista de la variable complexa , consisteix a trobar una funció F

holomorfa a V coneguda sobre l'eix imaginari a través de F(il) = iT(l) , on T(l)

és analítica. La solució a aquest problema, almenys localment, és molt fàcil

de trobar perquè 7 (1) estarà donada per una sèrie de potències , posem (1)

Σcal". Ara prenem com a F l'extensió analítica de 7 obtinguda substituint l

per la variable complexa w, de fet w/i, i definim

0

F(w) = iΣen (~)" ,
Сп

=

de manera que F és holomorfa i F(il) = i Σc₂l² = iT(l) . Es veu , doncs , que la

0

projecció de Mercator transversa depèn fortament de propietats de les funcions

analítiques , especialment del fet que aquestes funcions conservin els angles .

Més detalls sobre la construcció anterior es poden trobar en l'article de

Joan Girbau: "Si no es pot representar cap terreny a escala , que fan els

cartògrafs?" (Les bases matemàtiques de la civilització tecnològica, Fundació

Caixa de Sabadell , 1999 , pàg. 73-81 ) , en el qual es basa la nostra exposició .
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8.10.2 Representació conforme i hidrodinàmica

Suposem que volem estudiar el moviment d'un fluid perfecte, incompressible ,

homogeni i irrotacional que es mou per una regió plana , U, simplement connexa

(vegeu l'apartat 7.1.3 per a les nocions generals sobre fluids) . Fent servir notació

complexa, representarem el camp de velocitats del fluid per una funció f(z) ,

definida per a z Є U, i suposarem que la velocitat no varia amb el temps .

=

Sabem que el fet que el fluid sigui incompressible vol dir que div (ƒ) = 0 , és

a dir , que es compleix l'equació ux + vy = 0 si f u + iv . Si y representa un

camí tancat dins de U amb vector normal Ñ, la fórmula de Green dóna

[ (f · Ñ) ds = 0,

=

que vol dir que el flux del fluid a través de y és nul . Aquest fet (equivalent a la

incompressibilitat del fluid) s'expressa dient que no hi ha fonts a U, és a dir ,

ni entrades ni sortides de fluid en cap punt de U. Pot ser, però, que hi hagi

fonts en punts de la frontera de U.

- =

Com que també suposem que el moviment del fluid és irrotacional , és a dir ,

rot (f) = 0, fet que es tradueix en l'equació va — Uy 0, se sap que la funció

f(z) == uiv, la conjugada del camp de velocitats, és una funció holomorfa

a U. En ser U simplement connex , existeix una primitiva holomorfa F de ƒ a

U. Si posem F = + i , la relació F' = ƒ es tradueix en

√y = ƒ, √±√ = F.

=
-¿

=

= Im F.

La funció és , per tant , una funció potencial del camp f i la funció holomorfa F

s'anomena potencial complex d'aquest camp. La funció , que figura a l'ítem d)

de l'apartat 7.1.3 però que ara no depèn de t , és harmònica perquè

Això correspon a l'equació d'Euler A rot(f) = 0. La funció

s'anomena funció de corrent del fluid . La raó d'aquest nom és la següent : les

corbes de nivell de la funció són perpendiculars al vector V = ƒ. Tal com

hem observat en l'apartat 7.1.1 , les corbes de nivell d'un parell de funcions

harmòniques conjugades són perpendiculars entre si . Per tant , les corbes de

nivell de la funció són tangents a ƒ i són, en conseqüència, les trajectòries

del camp ƒ que són les trajectòries del fluid o línies de corrent.

Ara convé considerar el comportament del fluid a la frontera del domini U.

Hem suposat que a U no hi havia fonts; però, tal com hem dit , n'hi pot haver

en punts de OU. Observem que la paraula font té un sentit relatiu perquè tant

es pot tractar d'un punt d'entrada de fluid com d'un punt de sortida : depèn

del signe del flux del camp ƒ al voltant del punt .
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=

Suposarem que si en tot un arc de OU no hi ha cap font , el camp de ve-

locitats ƒ és paral·lel a OU al llarg d'aquest arc. Això correspon a la condició

de contorn ƒ · Ñ = 0 si Ñ és el vector normal a ĈU. Llavors aquest arc de

U es pot considerar com una línia de corrent , i , per tant , la funció de cor-

rent Im F haurà de ser constant en aquesta part de OU. Un exemple és

un fluid que es mou en el semiplà superior II + = {w : Im w > 0} amb una font

d'entrada a l'origen . La funció de corrent serà una funció harmònica a II + ,

constant a cada semirecta (-∞ , 0) i ( 0 , +∞ ) . Aquesta funció és c Arg w , amb c

constant . El potencial complex del fluid serà F (w) = c Logw, w Є II , i el

camp de velocitats és

f(w) = F' (w) = c

1

"

พ

que està descrit a l'exemple 3.6 (vegeu la figura 8.37) . Aquest camp té una

font a l'origen perquè si y representa la circumferència de centre 0 i radi 1 , és

ƒ ‹ƒ·Ñ) ds = 2π c. El flux del camp ƒ que entra a II+ és la integral anterior

estesa només a уII i val сπ. Si с > 0 , hi ha una entrada de fluid , i si c < 0,

una sortida.

0

γ

II+

Figura 8.37

Fins i tot en el cas que no hi hagi cap font a la frontera del domini, el fet que

sigui harmònica a U i constant a U no determina la funció de corrent . Per

exemple en el semiplà superior II+ del pla w = u + iv , la funció 1 (u , v) = Av

amb A una constant real és harmònica i nul·la a II+ . Correspon al potencial

complex F₁ (w) Aw. Però també és harmònica i nul·la a la frontera de II+ la

funcio 2 (u , v) Ae" sin v que correspon al potencial complex F2 (w) = Aew.

En el primer cas la línia de corrent 1 O consisteix en ƏП + mentre que en

el segon cas la linia √2 = 0 consta de l'eix real i de les rectes v = nπ, n Є N,

=

=

=

que són interiors al domini, i Aew és el potencial complex per al flux en una

banda d'amplitud π. En molts casos , però, les condicions físiques del problema

fan veure que la funció de corrent està determinada pel fet de ser harmònica
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al domini i constant a la seva frontera. Quan el domini no és acotat i no hi ha

cap font a la frontera una condició analítica que determina la funció de corrent

és un comportament correcte en el punt de l'infinit , donat per una condició del

tipus lim | w →∞ (F (w) – Aw) = 0 , per a alguna constant A on F és el potencial

complex .

-

=

=

=

Suposem que en un domini simplement connex U' tenim un fluid que es

mou amb un camp de velocitats ƒ que té un potencial complex F 4 + 24

i sigui g una representació conforme d'un altre domini U sobre U' de manera

que transformi la frontera de U en la frontera de U' . Llavors és evident que

les funcions harmòniques yogi og es poden interpretar com el potencial de

la velocitat i com la funció de corrent d'un flux a la regió U que té potencial

complex Fog. Per exemple considerem U' II+ i el flux uniforme donat

pel potencial complex F(w) Aw, A constant real, del qual ja hem parlat

abans, i sigui U el primer quadrant del pla z = x + iy, U = { z : x , y > 0} ;

llavors la transformació w = z² aplica conformement U sobre II+ i conserva les

fronteres . La funció Az² = A (x² − y² + 2ixy) és el potencial complex d'un flux

que té per funció de corrent 2Axy. Les línies de corrent són les hipèrboles

xy = c, c constant (fig. 8.38) i el camp de velocitats és 2Az = 2A(x — iy) que

té per mòdul 2A√x² + y² . Sempre que considerem en un domini U un flux

uniforme, és a dir , que es correspon amb el flux uniforme en el semiplà superior

de potencial complex Aw a travès d'una representació conforme g : U → II+

que transforma OU en OII' , les línies de corrent a U es poden descriure en termes

de la transformació inversa h = g− ¹ : II + → U per les corbes y(t) = h(t + ic) ,

tЄR, c constant . Això és el que fem en els dos primers exemples següents .

a U

-

y

Ꮖ

Figura 8.38

Exemple 8.37. Considerem un fluid que es mou uniformement en el semiplà

superior en el qual hi ha un obstacle format per un bastó vertical [0 , ia] , a > 0

de manera que no hi hagi cap font sobre l'eix real (fig . 8.39) .
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U

a

0

Figura 8.39

En l'exemple 8.34 hem vist que la representació conforme de II + sobre U

II+ \ [0 , ia] està donada per la funció

h(w) = a√w² - 1 ,

que envia ∞ a ∞ . Per tant , les línies de corrent són les trajectòries

y(t) = h(t + ic) = a√√(t + ic) 2 − 1 ,
-

tЄR, c > 0.

Exemple 8.38 . Estudiem ara el moviment uniforme d'un fluid que es mou

horitzontalment i salta un graó d'alçada 1 (fig . 8.40) . El domini corresponent

és el semiplà superior amb un graó:

U = {z : Rez > 0 , Im z > 0 } U { z : Rez < 0 , Im z > 1 } .

1

0

Figura 8.40

<= ∞,Busquem la representació conforme h de II + sobre U amb h(∞)

h(-1) = i, h( 1 ) = 0. Aplicant la fórmula de Schwarz- Christoffel amb an-

gles a₁ = 3π/2, a2 = π/2, resulta

พ

h(w) = A [ " (w + 1 ) + (w − 1 ) − + dw + B, Ai B constants .-

Aquesta integral es pot calcular convertint-la en una integral racional amb

el canvi w+1
w-1

= ui resulta

h(w) = A(√√w² − 1 + Log (w + √√/w² − 1 ) ) + B.
- -
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Fent servir h(-1) = i , h (1) = 0 s'obté

Ain + B = i, B = 0,

és a dir, A = 1/π, В = 0,

Així, les línies de corrent són les trajectòries

y(t) = h(t + ic) =

=

1

π

-

(√(t + ic)² − 1 + Log(t + ic + √ (t + ic) ² − 1 ) ) , t € R, c > 0 . □

-

U

-1 1

2
g

II+

-1 1

T
T

Figura 8.41

Exemple 8.39. Considerem, finalment , el flux uniforme d'un líquid que es

mou horitzontalment i troba un obstacle semicilíndric . El model, en aquest

cas , el dóna el domini U = {z € II+ : | z | > 1 } (fig. 8.41 ) . Aquest domini es pot

transformar conformement en II + amb la funció

w == g(z) =

1

2

2+ "

Z

que transforma la frontera de U en l'eix real (exemple F) de la secció 8.7) .

Prenent coordenades polars en el pla z, z = rereio , resulta

1

Reg(r, 0)
=

r + cos 0,

2 r

1

0,

2Img(r, c ) = (r ) sin

de manera que les línies de corrent són les trajectòries :

Im g(re¹®)

=

r -

2

1

r

sin 0 = c, c > 0.
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8.11 Exercicis

1. Siguin D1 , D2 dos discos del pla i zo Є D1 , wo Є D2. Trobeu una represen-

tació conforme f: D1 D2 de manera que f(zo) = wo⋅

2. Feu servir el lema de Schwarz per a provar que si f: U → U és holomorfa

on U = {z = x + iy : │y | < π/2 } , llavors es compleix | ƒ' (x ) | ≤ 1 per a x Є R.

3. Sigui ƒ H(D) amb ƒ (0) = 1 i Re f≥ 0, z Є D. Proveu que es compleixЄ

-

≤│f(z) | ≤
1 + z

-

1+ |≈

1
9 zЄ D.

Què es pot dir quan alguna de les dues desigualtats anteriors és una igualtat

per a algun punt z Є D?

= 1
4. Sigui ƒ una funció contínua a D i meromorfa a D que compleix | f (z) |

si | z | = 1. Siguin a1 , a2 , ..., ɑn i b₁ , b2 , ... , bm els zeros i els pols de ƒ a D ,

respectivament (justifiqueu que n'hi ha només un nombre finit ) . Si posem

Ta(z) = - quan | a | < 1 , proveu que la funció
:

z-a

f(z ) · Tb₂ (2 ) ... Tbm (2)

1 1

Ta₁ (2) Tan (2)

per a | z | < 1 ,

és una constant de mòdul igual a 1 .

5. Sigui ƒ: D
→ U una transformació conforme de manera que U = f(D) és

un domini convex del pla. Proveu que per a cada 0 < r < 1 el domini

f(D(0, r)) també és convex.

Indicació: Per a Z1 , Z2 € D(0 , r ) amb | z1 | ≤ | z2 | i 0 < t < 1 considereu la

funció (z ) = tf (zz1 / Z2) + ( 1 − t)f(z) .

6. Proveu que una homografia transforma un parell de circumferències concèn-

triques en un altre parell de circumferències concèntriques i la raó dels radis

es manté constant.

n=0

7. Sigui ƒ : D → D una funció holomorfa amb sèrie de Taylor f(z ) = Σ cnzn

al voltant de l'origen . Proveu , per inducció, que per a cada n Є N hi ha un

producte de Blaschke, Bn , de grau n (exemple 8.29) , que té com a sèrie de

Taylor a l'origen

Bn(z) = co + C12 + ... + Cn- 12n− 1 + bnz² + ··· ‚ bn Є C.

És a dir, ƒ i B tenen els n primers coeficients de la sèrie de Taylor iguals .



416 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

8. Trobeu una representació conforme del semiplà superior sobre el domini

U = D \ {x ЄR : 0 ≤ x ≤ 1 } .

9. Sigui U un domini de Jordan i ƒ € C(U)ŊH(U) de manera que ƒ és injectiva

sobre U. Proveu que ƒ és una representació conforme de U sobre ƒ(U) i

un homeomorfisme de U sobre f(U).

Indicació: Utilitzeu el principi de l'argument .

10. Trobeu una representació conforme del semiplà superior sobre el domini

exterior a una el·lipse que té per focus els punts 1 i −1 .

11. Sigui II el semiplà superior i U = II+ \ { z = iy : 1 ≤ y < +∞ } . Proveu

que a U es poden definir determinacions contínues de les funcions √1 + z²

i √1 – z² i feu-les servir per a provar que la transformació f (z ) = √12

aplica conformement II+ sobre U.

12. Sigui Q un quadrat centrat a l'origen i f : D
→

Z

Quna representació conforme

de D sobre Q. Posem f(z) = cnz" , si │z❘ < 1. Proveu que c₂ = 0 si nΣ |z | cn

n=0

no és de la forma n = 4k + 1, kЄ N.

Indicació: S'ha de complir f(iz) = if(z ) , per a zЄ D.

13. Trobeu una representació conforme del disc unitat sobre la part exterior

d'una paràbola amb focus a l'origen i vèrtex en el punt 1.

14. Trobeu una funció u harmònica al disc unitat D de manera que, a més,

compleixi lim,→。io U(z ) = 0 si −π/2 < 0 < π/ 2 i lim,→eie u(z) = 1 si-

π/2 < 0 < 3π/2 . Proveu que aquest problema té més d'una solució .

15. a) Doneu les hipòtesis precises per tal que la funció u definida per la igualtat

(8.7) sigui la solució del problema de Dirichlet al semiplà II+ amb valors

a la frontera iguals als de la funció i demostreu-ho .

b) Feu el mateix per al problema de Neumann a II+ amb la funció definida

per (8.8) .

16. Per a c > 0, trobeu l'expressió integral d'una representació conforme del

semiplà superior sobre el domini

U = {z Є C : 0 < Rez < 1 , Im z > 0 } U { z EC : Rez > 0, 0 < Im z < c} .€

En el cas particular c = 1 , trobeu explícitament la representació conforme

ƒ : II+ U que compleix ƒ(0 ) = 0 , f ( 1 ) = ∞ i ƒ (∞ ) = 1 + i .
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17. Proveu que la funció

αξ

f(z) = √。* √(1 − €²)(1 − k²€²) '
− '

-

on 0 < k < 1,

defineix una representació conforme del semiplà superior sobre un rectangle .

Determineu els vèrtexs d'aquest rectangle en funció dels paràmetres

1 1/k

K =

·So

dt dt

K' = tЄR.

/(1 − t² ) ( 1 − k²t2)
-

√(t² − 1 ) ( 1 − k²t²) '

-

Proveu que la transformació f-1 es pot estendre a una funció meromorfa

a tot el pla complex i determineu els zeros i els pols d'aquesta funció .

Z 2

18. Proveu que les funcions fr (2) = ["*" (1-£")-²/"d£, f (z) = [*" (1–εn)²/n de

apliquen conformement el disc unitat sobre els dominis interior i exterior ,

respectivament , d'un polígon regular de n costats .

19. Trobeu una representació conforme del domini U = { z € C : | z | > 1 , Im z > 0}

en el semiplà inferior que, estesa a U, deixi fixos els punts -1 i 1 i envïi i

al 0 .

20. Trobeu una representació conforme de l'òval U = {z € C : | z² − x² | < r² }

amb xo Ri 0 < xo < r sobre el disc unitat.

Indicació: Utilitzeu el principi de reflexió .

21. Trobeu una representació conforme del semiplà superior II + sobre el domini

U = II + \ {z = x + i : x ≤ 0} .

22. Considerem els dominis

U₁ = {z = | y |x + iy : │Y | < π} \ { z = x + iy : x = 0 , │y | ≥ π/2}

U₂ = {z = x + iy : | y | < π} \ { z = x + iy : | x | ≥ 1 , y = 0} .U22

Trobeu sengles representacions conformes de U1 , U2 sobre el disc unitat .





Capítol 9

El teorema de Riemann i el problema de

Dirichlet

L'objectiu d'aquest capítol és la demostració del teorema de Riemann sobre

representació conforme. La prova més habitual d'aquest resultat (deguda a

Koebe) es basa en les propietats de les successions uniformement acotades

de funcions holomorfes (famílies normals) . El teorema de Riemann també es

pot deduir de l'existència de solució del problema de Dirichlet en un domini

simplement connex . Aquest camí és més llarg, però posa de manifest la relació

entre la representació conforme i el problema de Dirichlet a través de la funció

de Green i correspon al punt de vista de Riemann. Nosaltres donarem les dues

proves , cadascuna de les quals requereix una preparació adequada . En un cas és

l'estudi de les famílies normals, i en l'altre , la construcció de la funció de Green

d'un domini simplement connex . Les propietats de les successions de funcions

holomorfes o harmòniques, que tractem detalladament, tenen un gran interès

en variable complexa, més enllà de la prova del teorema de Riemann .

9.1
Successions de funcions holomorfes o harmòniques

9.1.1 La convergència local uniforme

És ben sabut de l'anàlisi de funcions de variable real que un procediment per

a obtenir noves funcions és fent límits o sumant sèries de funcions conegudes .

419
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Així, donades les successions de funcions (fn) , (gn ) , n = 1,2..., definides en

un domini comú U, es poden considerar les funcions

f(x) = lim fn(x) ,
n1∞

g(x) = Σ9n(x),

n=1

x Є U.

És clar que això només és possible si la successió (fn ) o la sèrie Σgn conver-

geixen en algun sentit . Com a mínim , cal que hi hagi convergència puntual, és

a dir, que per a cada x € U fixat la successió o la sèrie de números (fn (x)) o

In(x) siguin convergents .

n=1

A partir d'ara limitarem les consideracions al cas de successions de funcions ,

perquè l'estudi de les sèries de funcions es redueix a l'estudi de les successions

de les sumes parcials .

La convergència puntual d'una successió de funcions (fn) cap a la funció

f a U, no garanteix que les propietats de les funcions fn es transmetin a la

funció ƒ . Així, és ben conegut que pot ser que cada fn sigui contínua a U

i que el seu límit puntual ƒ no ho sigui . Per a garantir la conservació de la

continuïtat , o bé d'altres propietats de les funcions fn en el pas al límit , cal

imposar formes més fortes de convergència, de les quals la més important és la

convergència uniforme. Així, si les funcions fn són contínues a U i tendeixen

uniformement cap a ƒ a U, llavors f també és contínua.

Ara ens interessarà considerar el cas que U sigui un obert del pla complex i

les funcions fn estiguin definides a U. Per això pensarem que són funcions de la

variable complexa z Є U que, naturalment , prendran valors també complexos .

Suposem que les funcions fn , n = 1,2 , ... són contínues a l'obert U i que

f(z) = limn∞ fn(z) és el seu límit puntual . Si tenim en compte que la

continuïtat és una propietat local , és a dir , que una funció és contínua a U si i

només si ho és a l'entorn de cada punt de U, veurem que per tal d'assegurar que

f sigui contínua a U no cal exigir que la successió (fn) convergeixi uniformement

cap a ƒ a U, sinó que n'hi ha prou que es compleixi la condició següent :

←

Per a cada punt a Є U existeix un disc D(a , r) CU de manera que fn (z ) →

f(z) uniformement per a z Є D(a , r) , quan n → ∞.

Si es compleix la condició anterior , es diu que la successió (fn ) tendeix cap

a f localment uniformement a U (a partir d'ara suprimirem la referència quan

∞ ) . És clar , tal com ja s'ha dit, que si fn → f localment uniformement an

←

U i les funcions fn són contínues a U, també ho és f. Tenim el resultat següent :
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Proposició 9.1 . Les funcions (fn) tendeixen localment uniformement cap a f

a U si i només si per a tot conjunt K CU, K compacte, les funcions (fn)

tendeixen uniformement cap a fa K.

Demostració. En un sentit és clar perquè només cal prendre K = D(a , r) C U.

En l'altre sentit , donat K CU, només cal recobrir-lo per una quantitat finita

de discos K CU D(ai, ri) , D(ai , ri) CU i tenir en compte que si hi ha

convergència uniforme a cada disc D(a;, ri) , també n'hi ha a K.

Per raó de la proposició anterior , quan fn → f localment uniformement a

U, també es diu que (fn ) tendeix cap a ƒ uniformement sobre compactes a U.

Exemple 9.2 . Sigui ƒ( z ) = cnz la suma d'una sèrie de potències de radi

de convergència R > 0. Sabem que la sèrie cz" convergeix uniformement

cap a f(z) a cada disc compacte D(0 , r) amb r < R. Això vol dir que Σcnzn

convergeix cap a ƒ(z ) uniformement sobre els compactes del disc obert D(0, R)

perquè cada compacte d'aquest disc està contingut en un disc D(0 , r ) per a

algun r < R. Però, en canvi , pot ser que la sèrie cz" no convergeixi

uniformement a tot el disc D(0 , R) . Per tenir un exemple d'aquesta situació

només cal prendre la sèrie geomètrica z de radi de convergència R

convergència cap a la funció no és uniforme a D , perquè si ho fos , voldria

dir que el terme general z” tendiria uniformement cap a 0 al disc D , afirmació

que és falsa.

= 1. La

A nosaltres ens interessa considerar successions de funcions (fn) que siguin

holomorfes o harmòniques en un obert U de manera que f (z ) = lim, fn (z ) per

az EU i poder saber en quines condicions ƒ també serà holomorfa o harmònica

a U. Com ha de ser la convergència de les funcions (fn ) cap a ƒ per garantir

la conservació de l'holomorfia o de l'harmonicitat?

Observem que el fet que una funció sigui holomorfa o harmònica a U també

és una propietat local, com la continuïtat . Per tant, és clar que si la con-

vergència uniforme de (fn) cap a ƒ és suficient per garantir que ƒ sigui holo-

morfa o harmònica, també serà suficient la convergència de (fn) cap a ƒ unifor-

mement sobre compactes a U. Doncs bé, resulta que la convergència uniforme

sobre compactes, equivalent, com sabem, a la convergència local uniforme , és

l'adequada per a garantir la conservació de l'holomorfia i de l'harmonicitat . Pel

que fa a les funcions holomorfes , tenim el resultat següent :

Teorema 9.3 (Weierstrass) . Siguin fn , n = 1,2, ... funcions holomorfes

a l'obert U del pla complex i suposem que la successió (fn) convergeix cap a
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una funció f uniformement sobre els compactes de U. Llavors la funció f és

holomorfa a U i, a més, la successió de derivades (fn) tendeix cap a f' també

uniformement sobre els compactes de U.

Demostració. Comencem per observar el fet següent: si y(t) , t Є [a , b] és un

camí contingut a U, es compleix , en les hipòtesis del teorema,

En efecte, com que fn

←

[f(z)dz

= lim

n |

fn(z) dz. (9.1)

f uniformement sobre el compacte y([a , b] ) , tenim

fn(v(t)) ·y' (t) → f(y(t) ) · y' (t) uniformement a [a , b] , i integrant resulta (9.1) .

Ara, per a provar que ƒ és holomorfa a U tenim dues possibilitats . La

primera és utilitzar el teorema de Morera (teorema 4.11 ) . Ja sabem que ƒ és

contínua a U, i si ▲ és qualsevol triangle contingut a U, és Səs fn(z) dz = 0

pel teorema de Cauchy, i fent servir (9.1) resulta

↓

f(z) dz
= lim

n
√ fn(z) dz = 0 ,

igualtat que, d'acord amb el teorema de Morera, diu que ƒ és holomorfa a U.

La segona possibilitat és utilitzar la fórmula integral de Cauchy. Sigui

D(a, r) CU un disc i y la seva frontera recorreguda en sentit positiu. Hom té

1
fn(w)

fn(z)
= dw, z Є D(a, r) . (9.2)

2πί พ - Z
γ

Com que
fn(w) f(w)

uniformement per a w variant a y i z fix, resultaw-z w-z

1

f(z) = lim fn (z) = lim
n n 2πiHif

fn(w)
1

พ

dw =

ΣπίL

f(w)

z ED(a, r)
พ

Y Y

- Z

i aquesta igualtat prova que f(z) és holomorfa al disc D(a, r) .

Per a veure que fn(z) → f' ( z ) localment uniformement fixem, com abans ,

un disc D(a, r) C U. De (9.2) resulta

1

fn(z):
=

2πί

fn(w)

(w - z)2

dw, z Є D(a, r) ,

que dóna lloc a

1

limf (z) = lim
n η 2πί

Y

fn(w)

(w - z)2

dw =

1

Σπίifγ

f(w)

(w - z)2

dw = f' (z )
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si z D(a, r) . Finalment , la convergència de (f ) cap a f' és uniforme en el

disc D(a, r' ) amb r' < r perquè , donat ɛ > 0 , hom té

-

|ƒ' (z) − fn(z) | ≤

1

2π

sin no, no prou gran.

↓

-

\f(w) − fn(w)||dw | ≤
Ε

2π
√ (1 - 12

|dw|

-----

γ |wz | 2
-

Εν

(r' − r)² ¯ (r' − r)²

Observació 9.1 . a) El resultat anterior es pot reiterar i deduir que si fn → ƒ

uniformement sobre els compactes de U, llavors f(m) → f(m) uniformement

sobre compactes a U per a cada m = 1 , 2 , ...

b) Si tenim una sèrie de funcions holomorfes uniformement convergents

sobre compactes

∞

f(z) = Σfn(2),

n=1

el teorema de Weierstrass diu que es pot derivar terme a terme per a obtenir

una sèrie de derivades

ƒ'(z) = Σ f'n(z) ,

n=1

que també convergeix uniformement sobre compactes. En particular , si partim

d'una sèrie de potències

f(z) = ΣcnznCn

0

de radi de convergència positiu, retrobem el teorema 2.31 , que dóna

f' (z) = Σnenz"-1 ,

a l'interior del disc de convergència.

0

c) En relació amb la convergència de successions de funcions holomorfes , és

convenient tenir present el principi del màxim. Efectivament si fn Є C(T) n

H(U) , on U és un domini acotat , el principi del màxim ens assegura que si

la successió (fn) convergeix uniformement a la frontera de U, ja convergeix

uniformement a tot U, perquè només cal fer servir la condició uniforme de

Cauchy i observar que

-
|fn (2 ) − fm(2 ) | ≤ɛ per a zЄĈU implica | ƒn (z ) — fm (z ) | ≤ɛ per a tot zEU.
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En el teorema de Weierstrass hem donat dues proves del fet que el límit

uniforme sobre compactes d'una successió de funcions holomorfes és holomorfa.

La que es basa en la representació integral de Cauchy d'una funció holomorfa fa

pensar en un resultat anàleg per a funcions harmòniques per a les quals tenim

la representació integral de Poisson .

Teorema 9.4 . Sigui (un) una successió de funcions harmòniques a l'obert U

i suposem que u(z ) = limn → ∞ un (z) uniformement sobre els compactes de U.

Llavors u és harmònica a U.

Demostració. Agafem un disc D(a, r) CU i apliquem a cada un la fórmula de

Poisson (7.32) per a obtenir

Un(z)
=

1

Solan
2πr Jc (a,r)

-
p² — \ z — a \² un (w) ds (w) .

|wz|2

Per les hipòtesis sobre la convergència uniforme de (un) , resulta

1 -

u(2) = lim un (2) = 2= √( 1 ) ² = 12 - a|²
n

C(a,r)

- u(w ) ds(w) ,

que prova que u és harmònica pel fet de ser-ho el nucli de Poisson,

r² - w - a- al

|wz| 2

Tornant al cas d'una successió de funcions holomorfes (fn) que convergeixen

uniformement sobre els compactes de U cap a una funció f, és fàcil provar que

la univalència de les funcions fn (és a dir, la injectivitat) és una propietat que

també es conserva en el pas al límit , sempre que ƒ no sigui constant . Tenim el

resultat següent :

Teorema 9.5 (Hurwitz) . Sigui U un domini del pla complex i (fn) una

successió de funcions holomorfes a U amb fn (z ) ‡ 0 , z € U , n = 1,2, ... que

convergeix uniformement sobre els compactes de U cap a una funció f. Llavors

o bé f és idènticament nulla a U, o bé f(z ) 0 per a tot punt z EU.

-

Demostració. Suposem que ƒ no és idènticament nul·la i fixem un punt zo € U.

Com que els zeros de ƒ (si en té) han de ser aïllats , hi ha un r > 0 de manera

que f(z) 0 si 0 < | z— zo❘ ≤r . En particular , | f ( z ) | ≥ 8 > 0 si z Є C(zo , r) , i ,

per la convergència uniforme, també serà | fn (z ) | ≥ 8/2 si z Є C(zo , r) in ≥ no .

Així, doncs , resulta que ( ) ) uniformement a C(zo , r) a causa de les
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acotacions inferiors anteriors i també sabem que fn (z) → f' (z ) uniformement

a C(zo , r) , pel teorema de Weierstrass . Es pot concloure , doncs, que

1
fn

lim zri So( 20.r) fn(2)
n 2πi

C(zo , r)

1

dz =

2πί SC(20.7)

f' (z)
dz.

C(zo , r) f(z)

Ara, pel principi de l'argument (teorema 5.27) les integrals de l'esquerra són

zero perquè cap funció fn té zeros. El fet que la integral de la dreta sigui zero

vol dir, pel mateix principi , que ƒ( zo) 0 .

=
Corollari 9.6 . Sigui U un domini del pla, fn Є H(U) , n = 1 , 2 , ... i f(z)

limn fn (z) , uniformement sobre els compactes de U. Si cada funció fn és in-

jectiva a U, llavors la funció f o bé és injectiva, o bé és constant a U.

=

-

- -

Demostració. Suposem que ƒ no és constant . Si no fos injectiva a U, tro-

baríem dos punts z1z2 de U amb f(z1 ) f(x2) = w. Agafem discos

disjunts D(z1 , r) , D(z2 , r) C U. A cada un d'ells tenim fn (z ) – w → f(z) — w

uniformement sobre compactes. Com que la funció f (z ) – w no és idènticament

nul·la i s'anul·la tant a D(zı , r) com a D(z2 , r) , d'acord amb el teorema de

Hurwitz les funcions fn(z) - w s'han d'anul·lar a D(z1 , r) i a D(z2 , r) per a

nno (si no, podríem formar una successió de funcions sense zeros que tin-

drien un límit , f (z ) — w, amb un zero) . Però això vol dir que fn , per a n prou

gran, prendrà el valor w a D(z1 , r ) i a D(z2 , r) fet que és impossible perquè fn

és injectiva i D(z1 , r) ŉ D(z2 , r) = Ø .

-

Ո

9.1.2 Famílies normals

Si volem obtenir noves funcions com a límits de successions de funcions cone-

gudes, necessitarem algun criteri que ens digui quan una successió donada pot

tenir límit. Naturalment, no es pot esperar que qualsevol successió tingui límit

(en la convergència que sigui) però generalment és suficient poder garantir que

donada una successió de funcions (fn ) d'una classe determinada, hi ha una

successió parcial (fkn ) que té límit , f(z ) = limɲ fkn (z ) , perquè llavors , de fet ,

ƒ és límit d'una successió de funcions de la classe i heretarà les propietats de

les funcions fŉ si la convergència és prou bona.

Per tal d'estudiar aquest problema, és a dir , l'existència de successions par-

cials convergents d'una successió donada, recordem primer el que passa quan

es tracta, simplement , de successions numèriques. Si (zn ) és una successió de

punts del pla que convergeix cap a un punt z = limn Zn , llavors necessàriament

la successió (zn ) és acotada, és a dir , sup₂ | zn | < +∞ . El recíproc no és cert :
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si ( Zn ) és una successió acotada, no té per què ser convergent , però el teore-

ma de Bolzano-Weierstrass assegura que (Zn) té almenys una successió parcial

convergent. Així doncs, en aquest cas, l'acotació és el criteri per assegurar que

una successió té una parcial convergent . El teorema de Bolzano-Weierstrass és

un principi bàsic de l'anàlisi que, de fet , és equivalent a la completesa del cos

real . També és una manera alternativa de dir que els conjunts tancats i acotats

de l'espai euclidià són compactes.

=

Què passa si substituïm la successió de punts (Zn ) per una successió de

funcions (fn)? Suposem, de moment, que les funcions fn estan definides sobre

un compacte K i que són contínues a K. La convergència natural ara és

la convergència uniforme sobre K que ens assegura que si (fn) té límit en

aquesta convergència, posem f, llavors ƒ també serà contínua a K. Si f(z) =

limn→ ∞ fn (z ) uniformement sobre K, és immediat que la successió (fn ) ha de

ser acotada, on acotada vol dir uniformement acotada a K, és a dir , hi ha

una constant M >0 de manera que fn (z ) | ≤ M , n = 1 , 2 ,... ize K. Ara, si

suposem que (fn) és uniformement acotada sobre K, podem dir , com en el cas

de successions de punts , que hi ha una parcial (fkn ) uniformement convergent

a K? La resposta és que no , i de fet pot passar que, essent (fn ) uniformement

acotada a K, no tingui cap parcial que sigui ni tan sols puntualment convergent

a K, tal com ho mostra l'exemple següent .

Exemple 9.7 . Sigui K= [0 , 2π ] , ƒn (x) = sin nx, n = 1 , 2 , .... Hom té | ƒn (x) | ≤ 1 ,

per a xЄK, n = 1 , 2 , ... però , en canvi, no poden existir enters (kn) tals que

lim, sin knx existeixi per a cada x K, perquè aleshores tindríem

lim(sin knx - sin kn+1x)² = 0
==

x Є [0,2π] ,
n

igualtat que, pel teorema de la convergència dominada, implica

lim

n
So0

2π

(sinknx - sinkn+1x) ² dx = 0 ,

mentre que un càlcul senzill prova que

0

2n

(sin knx - sin kn+1x) ² dx = 2π si kn és enter

i arribaríem a una contradicció .

Què cal més, doncs , perquè una successió uniformement acotada de funcions

contínues a K tingui una parcial uniformement convergent a K? El concepte

clau és l'equicontinuïtat. Cal que la successió sigui equicontínua a K.

Per tal de posar-nos en una situació més general, considerem qualsevol

família F de funcions contínues sobre un compacte K. Recordem que la família
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F es diu que és equicontínua a K si , donat ɛ > 0 , existeix un 8 > 0 de manera

que es compleixi la condició

z, w € K, │z – w| < 8 ⇒ |f (z ) − f(w) | < ε,| z
-

per a tota fЄ F.

El punt essencial és que si una successió de funcions contínues és uniformement

convergent a K, llavors també és equicontínua a K. En el sentit contrari , si una

successió de funcions és puntualment acotada i equicontínua a K, llavors té una

parcial uniformement convergent a K. Aquests fets , enunciats amb precisió per

a una família F de funcions, són el contingut del resultat clàssic següent .

Teorema 9.8 (Arzelà-Ascoli) . Sigui F una família de funcions contínues

sobre un compacte K. Les afirmacions següents són equivalents:

a) Qualsevol successió de funcions de la família F té una successió parcial que

és uniformement convergent a K.

b) La familia F és puntualment acotada i equicontínua a K.

Puntualment acotada vol dir que per a cada z Є K és supƒeƒ ƒ (z ) | < ∞.

La demostració del teorema 9.8 es pot veure a [ 10 , pàg. 156-158 ] . Es prova,

a més, que si (fn) és puntualment acotada i equicontínua , llavors , de fet , (fn )

és uniformement acotada.

En el cas que, com fins ara, tractem amb funcions contínues sobre compactes

convé fer notar el següent : la definició d'equicontinuïtat que hem donat és , de

fet, la d'equicontinuïtat uniforme sobre K, però es pot donar també la noció

de família equicontínua en un punt zo Є K. La família F serà equicontínua en

el punt zo si per a cada ɛ > 0 hi ha un 8 > 0 de manera que

€zЄ K, ❘z – 20 < 8 ⇒ |ƒ(z) − f(≈0 ) | < ε ,
--

per a cada ƒ Є F.

Utilitzant un argument de recobriment , resulta immediatament l'equivalència

dels dos conceptes .

Proposició 9.9. Una familia F de funcions és equicontínua (uniformement)

sobre el compacte K si i només si és equicontínua a cada punt de K.

Tenint en compte que a nosaltres ens interessa estudiar successions de fun-

cions holomorfes i harmòniques que estan definides en un obert U del pla , i que

la convergència natural, en aquest cas , és la convergència uniforme sobre els

compactes de U, donarem una variant del teorema d'Arzelà-Ascoli en aquest

context .
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Teorema 9.10. Sigui F una família de funcions contínues sobre un obert U

del pla. Les afirmacions següents són equivalents:

a) Qualsevol successió de funcions de la família F té una successió parcial que

és uniformement convergent sobre els compactes de U.

b) La família F és puntualment acotada a U i equicontínua a cada punt de U.

Demostració. La demostració de a) b) és la mateixa que la de la implicació

corresponent en el teorema 9.8 . És molt fàcil, per exemple, raonant per reducció

a l'absurd.

Per veure que b) ⇒ a) prenem una successió exhaustiva de compactes de U,

és a dir, una successió de compactes Kn CU tals que

1) Kn Kn+1 , n = 1 , 2 , ...C

2) Si K CU és compacte, existeix un nЄ N amb KC Kn,

d'acord amb el lema 1.15 .

Sigui ara (fn) una successió de funcions de la família F. Per b) , la proposi-

ció 9.9 i el teorema 9.8 aplicats al compacte K1 podem trobar una

successió parcial de (fn) , que anomenarem (f ) , de manera que és uniforme-

ment convergent sobre K1 . Pel mateix motiu podem trobar una parcial de la

successió (f ) , posem (f ) , que sigui uniformement convergent sobre K2 , la qual

també convergirà sobre K1 . Continuant aquest procés trobarem (fm ) n=1,2 , ... ,

que serà uniformement convergent sobre K1 , K2 , ... , Km. La successió diago-

nal (fn )n=1,2, ... serà uniformement sobre cada compacte Kn i , per la propie-

tat 2) , també ho serà sobre tot compacte de U.

D'acord amb el teorema 9.10, si volem veure que una determinada família

de funcions contínues sobre U, F, té la propietat que de tota successió de F

se'n pot treure una parcial uniformement convergent sobre els compactes de U,

necessàriament haurem de comprovar que F és equicontínua a U. En el cas

que les funcions de F siguin diferenciables , un criteri per a assegurar l'equicon-

tinuïtat de F és que les derivades de les funcions de F estiguin uniformement

acotades sobre els compactes de U o , el que és el mateix, que estiguin localment

uniformement acotades.

Per exemple, suposem que estem tractant amb una família de funcions, F,

definides i diferenciables a la recta real i suposem que per a cada xo Є R, fixat ,

i cada r > 0 existeix Mr > 0 amb

\f′ (x) \ < M , si | x − xo│| < r,
per a tota fЄ F.



9. EL TEOREMA DE RIEMANN I EL PROBLEMA DE DIRICHLET 429

Una aplicació del teorema del valor mitjà dóna:

- -
|f(x) − f(x0 ) | ≤ Mr |x − xo│_si

-
|x − xo│ < r, ƒɛF,

desigualtat que prova que F és equicontínua en el punt co . És clar que si

tinguéssim funcions de dues variables reals amb les derivades parcials acotades

af

მე

af

(x , y ) | < Mr,

მყ
of (x,y)| ≤ M ,

si d((x, y) , (xo , yo) ) < r , per a tota ƒ € F, arribaríem igualment a la conclusió

que F és equicontínua en el punt (xo , yo ) .

És un fet essencial que una família uniformement acotada de funcions ho-

lomorfes o harmòniques és automàticament equicontínua.

Proposició 9.11 . Sigui F una família de funcions holomorfes en un obert U

del pla que està uniformement acotada sobre cada compacte de U. Llavors la

família F és equicontínua a cada punt de U.

El mateix resultat val si F és una família de funcions harmòniques a U.

Demostració. Suposem que les funcions de F són holomorfes i agafem zo € U

i D(zo , r) CU. Per hipòtesi existeix M, > 0 tal que

|f(z) | ≤ Mr si Izzo≤r, fEF.

La primera desigualtat de Cauchy (teorema 4.38 ) dóna

Mr

f' (z) | ≤ 2
si -

r
fe F,

-
perquè D(z, r/2) C D(zo , r ) si | z – zo | ≤r/2.

Ara, si z Є D(zo , r/2) , integrant al llarg del segment que va de zo a z,

hom té

z Z

Mr

< 2
-

\ ƒ (2) – ƒ( zo) | = | [_ " ƒ' (w) dw | ≤ [" | ƒ' (w)||dw | ≤ 2¼," |z – z0|

-

ZO

<

ZO

sempre que ❘z — zo | ≤ r /2 i ƒ € F. Això prova que la família Ƒ és equicontínuaF

a zo .

-

En el cas que les funcions de F siguin harmòniques, les tractarem com a

funcions de les variables x, y. Pel que hem dit abans és clar que n'hi ha prou

de veure que si zo Є U, hom té una acotació del tipus

ди ди

(z) ≤ Mr,
მთ

(z) ≤ Mr, si │z – zo | ≤r, uЄF
-

მყ
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o, de manera equivalent ,

ди ди

az
(2) ≤ Mr, Əz(2) | ≤ Mr,

(z) ≤ Mr , | z – zo |z- zo ≤r, u Є F.

Suposem, per simplificar la notació , que zo = 0 iD CU. Representem u per

la fórmula de Poisson (7.19) :

2π 2π
1

u(z)
=

2π [*

1

PD(z, e²º) d0 =
2π -

1- |2|2

| 1 − e − io z| 2

(eio) do, z < 1 .

0

D'acord amb les hipòtesis tenim ( u( z ) | ≤ M1/2 , si | z | ≤ 1/2 i u € F. Derivant

l'expressió de u(z ) i acotant el resultat , surt

2π
ди 1 მ

az ( 2 ) ≤ M1 /2 2
az
Pp(z, e¹º) do,

2π
ди

az(2) ≤M1/2

1 a

Ры de

მა

sempre que | ≤ 1/2, u € F.

a

Əz

Així, l'equicontinuïtat de la família F quedarà provada si veiem que tant

მ

·PD (z , eie) com PD(z, e ) estan uniformement acotades, respecte de 0, quan

|z | ≤ 1/2.

მ

Amb aquesta finalitat , només cal escriure el nucli de Poisson en la forma

1- |2|2

| 1 − e−i0z | 2
-

= 1+

1

Ze-io

-ze-io
+

Zeio

1 - Zeio '
PD(z , eio)

=

de la qual es dedueix

OPD(z, eio)

az -

-io

e-

(1 − ze- i0) 2 '

OPD(z, eio)

az -

его

(1 − zeio)

I d'aquí,

ƏРD(z , e²º) OPD(z , eio)
1 1

Əz
" < ≤4 si

az leio - z12

Tenim ara el resultat bàsic sobre successions de funcions holomorfes o

harmòniques.

Teorema 9.12 (Montel) . Sigui F una familia de funcions holomorfes en un

obert U del pla. Llavors són equivalents:
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a) Qualsevol successió de funcions de la família F té una successió parcial que

és uniformement convergent sobre els compactes de U.

b) La familia F està uniformement acotada sobre els compactes de U.

El mateix enunciat val si F és una família de funcions harmòniques a U.

Demostració. La implicació a) b) val per a tota família de funcions contínues,

perquè la condició a) implica que la família F és equicontínua i puntualment

acotada (teorema 9.10) , i llavors si zo Є U, existeix 8 > 0 amb |ƒ(z ) − f(zo ) | < 1

si │z — zo❘ < 8 , per a ƒ € F. Així, doncs , |f (z ) | ≤ | ƒ( ≈o ) | + 1 , | ≈ − zo | < 8,

ƒ € F, i la família F és localment uniformement acotada.

-

-

-

Per a b)⇒ a) només cal combinar el teorema 9.10 amb la proposició 9.11.☐

En el cas d'una família de funcions holomorfes uniformement acotades sobre

els compactes de U, es parla també d'una família normal de funcions holomorfes

a U. Cal tenir present, però , que en la terminologia clàssica de Montel s'aplica

la denominació de família normal a una classe de funcions holomorfes F amb

la propietat que tota successió de F té una parcial uniformement convergent

sobre cada compacte, o bé una parcial uniformement convergent cap a ∞ , sobre

cada compacte.

En el cas de famílies de funcions harmòniques, hi ha un altre criteri de

normalitat, és a dir, un criteri per garantir que tota successió de la família

té una parcial uniformement convergent sobre compactes , sigui cap a una funció

harmònica, o bé cap a ∞ . És , senzillament , que la família estigui formada

per funcions harmòniques positives . Aquest criteri , conegut com a principi de

Harnack, es basa en una desigualtat del mateix nom (vegeu l'exercici 7 del

capítol 7) .

Proposició 9.13 (Desigualtat de Harnack) . Si u és una funció harmònica

i positiva en el disc D(zo , R) , llavors

R- r

R +r
u(zo) ≤ u(z) <

R + r

R− r

u(zo) si │zzo = r < R.-
(9.3)

Demostració. N'hi ha prou de considerar el cas zo = 0, R = 1. S'ha de veure,

doncs , que

1 - r

u(0) ≤ u(reiº) ≤
1 + r

1 +r

1 - r
-u (0 ) si 0≤r < 1 , 0 ≤ 0 ≤ 2π . (9.4)
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-
Si P₁ (7 − 0) = 21—2r cos(r−0)+r² ,

1-2

hom té les desigualtats:

1 - r

=

1-2

1 + r 1 + 2r + r2
≤ 2πPr (t − 0) ≤

-

1-2

1 − 2r + r2

=

1 + r

1
-r

0 ≤ r < 1 , 0 ≤ 0≤2π. (9.5)

Com que lim, 1 u(rz ) = u(z) , substituint la funció u per una dilatada seva i

passant al límit després , podem suposar que u és contínua al disc unitat D de

manera que, per la fórmula de Poisson, és

2π

u(reio)
= -

[**P, (T — 0) u(e¹7) dr.

Com que u(z) > 0 , multiplicant (9.5) per u(re¹T) , integrant i tenint en compte

que 27 £2* u(re¹™) dr = u(0) (per la propietat de la mitjana) resulta (9.4) .2π

2π

Podem donar ara el criteri de normalitat per a famílies de funcions harmò-

niques positives.

Teorema 9.14 . Sigui F una família de funcions harmòniques positives en

un domini U del pla complex. Llavors tota successió de funcions de F té una

successió parcial que convergeix cap a unafunció harmònica a U, uniformement

sobre els compactes de U, o bé convergeix cap a infinit, uniformement sobre els

compactes de U.

Demostració. Sigui (un) una successió de funcions de F. El teorema és con-

seqüència del comportament de (un ) en els dos casos següents :

a) Existeix un punt zo Є U tal que limn un(20)
=

En aquest cas, lim, un (z ) = ∞ uniformement sobre els compactes de U.

En efecte: la primera desigualtat de (9.3) , aplicada a cada uŋ , ens diu

que limn un (20) = ∞ implica limn un(z) = ∞ uniformement en un disc al

voltant de zo . La segona desigualtat de (9.3) ens diu que si (un (zo)) està

acotada, llavors (un (z ) ) està uniformement acotada en un entorn de zo . Així

doncs, si posem

A = {z EU: limun (z ) = ∞ } , B = U \ A,
n

resulta que A és obert i no buit per hipòtesi , i B també és obert . Com que

U és connex, tenim A = U i limn un (z) = ∞ localment uniformement a U.
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b) Existeix un punt zo Є u tal que sup, un (20 ) < +∞.

En aquest cas, (un) és uniformement acotada sobre els compactes de U. En

efecte, pel que acabem de veure, ha de ser sup, un (z ) < +∞ , per a z € U,

i això implica, per (9.3) , que (un) és localment uniformement acotada a U.

Ara, donada la successió (un ) de F només cal observar que, fixat un punt

zo Є U, o bé limn un (20) = ∞ , o bé existeix una parcial (uk ) de (un ) amb

supn ukn (zo) < +∞ . En el primer cas, apliquem a) , i en el segon, apliquem b)

i el teorema 9.12 per arribar a la conclusió de l'enunciat del teorema.

Corollari 9.15. Sigui (un) una successió monòtona creixent de funcions

harmòniques en un domini U. Llavors (un) és uniformement convergent sobre

els compactes de U cap a una funció harmònica a U, o bé cap a infinit.

-
Demostració. La successió (vn ) amb vn (z ) = un (z ) – u₁ (z ) està formada per

funcions harmòniques positives i és creixent . El teorema 9.14 aplicat a la suc-

cessió (vn) dóna la conclusió per a aquesta successió i , per tant, també per

a la successió (un).

9.1.3 La topologia de l'espai de les funcions contínues sobre un

obert

En els apartats anteriors s'ha posat de manifest que la noció de convergència

uniforme sobre els compactes d'un obert d'una successió de funcions contínues

és natural tant per a les funcions contínues com per a les funcions holomorfes

o harmòniques . Pot ser interessant veure ara que aquesta idea de convergència

és la que correspon a una mètrica completa definida en l'espai de les funcions

contínues sobre un obert.

Fixem , doncs , un obert U del pla complex i considerem C (U) , l'espai de

les funcions contínues sobre U. Sigui (Kn )n= 1,2 , ... una successió de compactes

de U com en el lema 1.15 (de fet n'hi ha prou que els Kn compleixin a) i b)

d'aquest lema) , i per a cada funció ƒ E C(U) posem

Mn(f) = sup{ |f(z) | : z € Kn} ,

Pn (f) = min{Mn (f) , 1 } ,

p(f) = Σ

n=1

Pn(f)

2n
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Observem que 0 ≤ p(f) ≤ 1 , per a tota funció contínua f. Ara definim una

distància a l'espai C(U) per

d(f, g) = p(f — g) , si f, gЄ C (U) .

Com que d(f, g) = 0 si i només si f = g, per tal d'estar segurs que d és una

distància a C(U) n'hi ha prou de veure que

p(f + g) ≤p(f) + p(g) ,

desigualtat que és una conseqüència immediata de la definició del funcional p

i del fet que Mn(f + g) ≤ Mn (f) + Mn(g) per a tot n Nif, g C(U) .

Observem que la distància d que acabem de definir és invariant per trans-

lacions, en el sentit, que

d(f, g) = d(f + h , g + h) , si f, g , h € C(U) .

Això vol dir que per a conèixer la topologia que defineix d al voltant de cada

punt de C(U) és suficient conèixer la topologia al voltant del zero de C(U) .

Proposició 9.16 . Una successió de funcions (fn) , fn € C (U) , tendeix cap a

una funció ƒ € C (U) en la mètrica d, és a dir, lim, d(fn , ƒ) = 0 si i només si

(fn) tendeix cap a f uniformement sobre els compactes de U.

Demostració. Pel que acabem de dir , només cal considerar el cas ƒ = 0.

-
Suposem que d(fn , 0) = p(fn) → 0O quan n → ∞ . Hem de veure que, donats

KCUcompacte i 0 < ɛ < 1 , existeix no € N de manera que sup{ | fn (x) | : x Є

K} < ɛ si n ≥ no . Agafem Km tal que KC Km i no tal que p(fn ) < 2m si

nno. Llavors tenim pm (fn) ≤ 2mp(fn ) < ε si n ≥ no , que dóna Mm(fn) < ɛ

i , a fortiori , fn (x ) | < ɛ , per a x Є K, n ≥ no .

1

2m

Recíprocament, suposem que fn → 0 uniformement sobre els compactes

de U. Donat ɛ > 0 , triem m de manera que 2 < ɛ/2 . Aleshores existeix no

tal que Mm(fn ) < ɛ /2 si n ≥ no . Ara bé, si ƒ C (U) , hom té pn (f) ≤ Pm(f)

si nm i, per tant ,

p(f) ≤Σ

m

Pm(f)

2n +Σ

1

≤ Pm(f) +
2m

n=1 n>m

1

2m

Si apliquem aquesta desigualtat a fn per a n≥ no, resulta

1

d(fn , 0) = p(fn) ≤ Mm(fn) +
< ε.

2m
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Corollari 9.17. L'espai C(U) amb la distància d és un espai mètric complet.

Demostració. Si (fn ) és una successió de Cauchy de C(U) segons la mètrica d,

la proposició anterior ens diu que (fn) és una successió de Cauchy uniforme

sobre els compactes de U. Llavors és clar que (fn) ha de tenir un límit ƒ € C(U)

uniforme sobre els compactes de U, és a dir , altre cop per la proposició 9.16 ,

segons la mètrica d.

Alguns dels resultats dels apartats 9.1.1 i 9.1.2 tenen una formulació més

sintètica si hom fa servir la topologia associada a la mètrica d de l'espai C(U) .

Per exemple, el teorema de Weierstrass (teorema 9.3) es tradueix en l'afirmació

següent :

L'espai de les funcions holomorfes en un obert U, H(U) , és un

subespai tancat de C(U) . L'aplicació ƒ → f' que assigna a cada

funció la seva derivada és una aplicació contínua de H(U) en H(U) .

El teorema de Montel (teorema 9.12) també té una reformulació interessant

en termes de la topologia de H(U) , induïda per la de C(U) . En primer lloc ,

cal donar una definició adequada de conjunt acotat de l'espai C(U) . Observem

d'entrada que dir que un conjunt A C C(U) és acotat quan el seu diàmetre és

finit no és adequat perquè la distància d que hem definit compleix d(f, g) ≤1

per a tot parell f, g € C(U) , i per tant tot conjunt seria acotat . La definició

que escau és la següent:

=

Un conjunt de funcions contínues A C C (U) es diu que és acotat si per

a cada ɛ > 0 existeix una constant 0 < a < ∞ de manera que d(af, 0) =

p(af) ε, per a tota funció ƒ Є A.

Copiant l'argument fet servir per a demostrar la proposició 9.16 , es veu

que A C C(U) és un conjunt acotat en el sentit anterior si i només si A és

uniformement acotat sobre els compactes de U, és a dir , si per a cada compacte

KCU hi ha una constant 0 < Mk < ∞ tal que | f(z ) | ≤ MÊ , per a z Є K, i

ƒЄ A. Ara el teorema 9.12 diu el següent :

Un conjunt de funcions holomorfes FC H(U) és compacte si i

només si F és tancat i acotat.

Aquest resultat assegura que els compactes de l'espai topològic H(U) tenen

la mateixa caracterització que els compactes de R" . Aquesta afirmació , tal com

hem vist en l'apartat 9.1.2 , és falsa per als compactes de C(U) , i cal el teorema

d'Arzelà-Ascoli amb la noció d'equicontinuïtat per a caracteritzar-los .
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Naturalment, també hi ha formulacions equivalents per a l'espai h (U) de

les funcions harmòniques a U: h(U) és un tancat de C (U) i els subconjunts

compactes de h(U) són els tancats i acotats .

9.2 El teorema de Riemann

L'objectiu d'aquesta secció és demostrar el teorema de Riemann sobre la re-

presentació conforme (teorema 8.5) , el qual recordem a continuació.

Teorema 9.18 (Teorema fonamental de la representació conforme) .

Donat un domini simplement connex del pla U, U ‡ C, i un punt zo € U

existeix una única representació conforme f de U sobre el disc unitat D, nor-

malitzada amb les condicions f(zo ) = 0 , f' (zo ) > 0.

La demostració que donarem tot seguit és deguda , essencialment , a Koebe

i es basa en la teoria de les famílies normals de què hem parlat en la secció

anterior . Més endavant donarem una altra demostració, més propera a l'esperit

original de Riemann , basada en la solució del problema de Dirichlet .

En primer lloc , provem la unicitat de ƒ. Si f1 , f2 : U → D fossin conformes,

exhaustives i normalitzades , la funció

T(w) = ƒ2(ƒï¹ (w))

=
seria un automorfisme del disc unitat que compliria T(0) 0, T' (0) > 0.

D'acord amb el teorema 8.27, ha de ser T(w) = w, per a wЄ D, és a dir ,

f1 = f2.

Per a demostrar l'existència d'una representació conforme normalitzada

de U sobre D, considerem la família F de funcions holomorfes a U definida

per:

gEF

a) g és holomorfa i injectiva a U

b) g(z ) | < 1 , per a z EU

c) g(zo) = 0, g' (zo ) > 0 ,

on zo és el punt fixat a U. La prova del teorema de Riemann es fa en els tres

passos següents:

A) F0.

B) Existeix una funció ƒ € F tal que g' (zo ) ≤ f' (zo ) , per a tota g € F.
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C) Sif E F compleix B) , llavors ƒ és la funció de Riemann, és a dir ,

f(U) = D, f(zo ) = 0 i f' (zo) > 0 .

- -

Demostració de A) . Com que U ‡ C , podem prendre un punt a ¢ U. Sigui

g(z) = √√z − a una determinació de l'arrel quadrada de z − a ‡ 0, z Є U que

existeix pel teorema 6.22 ƒ) . Així, g € H(U) i és evident que g és injectiva a U.

A més, com que g(z ) # 0 si z Є U, resulta que si g pren un valor w a U, no pot

prendre el valor -w. Sabem que g (U) és un obert i , per tant , existeix r > 0 amb

D(g(zo) , r) C g(U) . Pel que acabem de dir, és D(-g(zo ) , r ) | g (U) = Ø , i això

significa que [g (z ) + g(zo) | ≥ r , per a z Є U. La funció g₁ (z ) = c/ (g ( z ) +g(zo)) ,

amb c constant, és holomorfa i injectiva a U i , si c és prou petit , compleix

|91 (z) | < 1 , z € U. Finalment, component g₁ amb un automorfisme 7 del disc

unitat, podem aconseguir que la funció go = Tog₁ compleixi, a més , go (zo ) = 0 ,

gó (0) > 0, és a dir , go € F.

Demostració de B) . Observem d'entrada que la família F és normal. De fet ,

les funcions de F estan uniformement acotades sobre tot U per la condició b)

que defineix F.

Sigui M = sup {g' (zo ) : g € F} de manera que, en principi , podria ser

M = +∞ . En tot cas, podrem agafar una successió de funcions In E F

amb limn gn (zo ) = M. Com que F és normal, pel teorema 9.12 , existeix

una successió parcial (gk ) uniformement convergent sobre els compactes de U

cap a una funció f . Pel teorema 9.3 sabem que ƒ és holomorfa a U i , a

més, 9kn (2) f' (z) , també uniformement sobre compactes. En particular ,

M < +∞ i f'(zo) M. Ara, pel corollari 9.6 , ƒ ha de ser injectiva o bé

constant, perquè cada gn és injectiva . Però f' (zo) M > 0 perquè F 0.

Així doncs, ƒ no és constant i ƒ és injectiva . Com que f(zo ) = limn 9kn (20 ) = 0

i f' (zo) > 0 , és ƒ € F i , finalment , g' (zo ) ≤ f' (zo ) si g € F, per la definició del

número M.

=

=

Demostració de C) . Només cal provar que si ƒ és la funció de B) , llavors ƒ(U) =

D. Suposem que no fos així, és a dir, que hi hagués un punt wo E D, wo ‡ ƒ(U) .

Construirem una funció g₁ Є F de manera que g₁ (zo ) > f' (zo) , i això contradiu€ gí91

B) . La funció (f(z) — wo) / (1 — wof(z ) ) és holomorfa i injectiva de U a D i ,

a més, no s'anul·la a U. Per tant , existeix una determinació de la seva arrel

quadrada

-

g(z) =

f(z) - wo

1- wof(z)
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que també és injectiva i holomorfa a U i compleix, també, g (z ) | < 1. Ara la

funció

91 (z) =

g' (zo ) g(z) − g(zo )
-

=

g' (zo) 1 - g(zo )g(z )

té les mateixes propietats que g i , a més, està normalitzada, és a dir, g1 € F.

De fet , si fem explícit el valor de g₁ ( zo ) , resulta,

g₁ (zo) =
=

Ig' (zo) |

1- \g(zo) |2

i , a partir de l'expressió de g (z ) en funció de f(z ) , queda

g₁ (zo)
= 1 + \wo\ .f' (zo) > ƒ′ (zo) ,

2√wol

1+|wo|

2 wol
perquè > 1 equival a ( 1 − | wo | ) ² > 0 .

-

9.3 Funció de Green i representació conforme

Sigui U un domini acotat del pla complex i comencem per recordar què és la

funció de Green de U. D'acord amb allò que s'ha dit en la secció 7.5 , per a

obtenir la funció de Green de U amb pol en el punt zo Є U hem de trobar una

funció h , harmònica a U i contínua a U, de manera que h(z) =

si z E OU. Llavors la funció

1

2π Logz - zo

1

Gu(zo , z)
=

Log❘zzo - h(z)
2π

és la funció de Green buscada.

La funció Gu (zo , z ) , com a funció de la variable z , té les propietats següents :

a) Gʊ(zo , z) és contínua a U \ { zo } i harmònica a U \ { zo } ·

b) Gu(20 , 2) - Log zzo és harmònica a U.2π

c) Gu(zo, z ) = 0 quan z Є ƏU.

És fàcil veure que aquestes propietats determinen la funció Gʊ (zo , z ) . En efecte ,

si ĞU(zo , z ) també complís a) , b) i c) , llavors la funció Gʊ (zo , z) – Ĝu(≈0, 2)

seria harmònica a U, contínua a U i nul·la a la frontera de U , i pel principi del

màxim (corollari 7.20) hauria de ser idènticament nul·la a U.
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=

És clar que la funció h que hem fet servir per a construir la funció de

Green és la solució del problema de Dirichlet a U amb valors frontera (z)

1 Log | z — zo . Per tant , el que hem dit mostra que si sabem resoldre el

problema de Dirichlet a U, també sabem construir la funció de Green de U

amb pol a qualsevol punt de U.

2π

-

La funció de Green té diverses propietats importants . Una d'aquestes, per

exemple, és la simetria. Si z , w són dos punts qualssevol de U, llavors es

compleix la igualtat Gu(z , w) = Gu(w, z ) d'acord amb la proposició 7.23 . Una

altra propietat és la invariància conforme de la funció de Green. Aquesta

propietat la descrivim en l'enunciat següent, que diu, essencialment , que una

representació conforme entre dos dominis transforma la funció de Green de l'un

en la funció de Green de l'altre.

= 20 .

Proposició 9.19 . Siguin U, U' dos dominis acotats del pla, zo € U, w。 € U'

i f: U' → U una representació conforme de U' sobre U tal que f(wo)

Suposem que el domini U té funció de Green amb pol a zo , Gu(zo , z) . Llavors

la funció Gu(zo , f(w) ) és la funció de Green de U' amb pol a wo , és a dir,

Gu (wo , w) = Gv(zo , f(w)) , w € U' \ {wo} .

Demostració. Només cal veure que la funció de w, Gv (zo , f(w) ) compleix les

condicions a) , b) i c) al domini U' i per al punt wo Є U' .

En primer lloc , sabem per la proposició 8.9 que si w tendeix cap a un punt

de OU' , llavors f(w) tendeix cap a la frontera de U. Com que Gu(zo , z) s'anul-

la a ĈU i U és acotat, això prova que Gʊ (zo , f(w)) és contínua fins a ĈU' i val

zero en aquesta frontera . És clar que aquesta funció és harmònica a U' \ {wo} ,

perquè és la composició d'una funció holomorfa amb una funció harmònica .

1 1
-

Finalment , sabem que existeix una funció h harmònica a U, tal que Gu(zo ,z)

-Log |z - z0 |=-h(z) , z € U. Per tant , Gu (zo , f(w) ) – 2 Log | f(w) — zo | =

-h(f(w)) és harmònica a U' . Així doncs ,

Gv (zo , f(w ))
-

1

2π
Log | w - wo = h (f(w)) ·

que és una funció harmònica a U' , ja que

-

1

2π

-

2π

1

2π
Log |w - wo + Log |f(w) —zo | ,

-
|f(w) f(wo)

wo = LogLog | f (w ) — zo | — Log | w - wo│
-

f(w) -f(wo) és holomorfa i no nul·la al voltant de wo.i
w-wo

w - wo
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Exemple 9.20. Considerem com a domini el disc unitat D. La funció de Green

de D amb pol a l'origen és

1

GD(0, z)
=

Log | z❘ ,
2π

ja que, clarament, compleix les condicions a) , b) i c) . Si ara volem determinar

la funció de Green amb pol en un altre punt zo Є D, prenem la representació

conforme 7 : D → D, que compleix 7 (20 ) = 0. És la funció

T(Z)
=

i, per tant, la proposició 9.19 ens dóna

Z - Zo

1- Zoz

"

GD (20 , z) =
=

1

Log
2π

-

1- Zoz

Exemple 9.21 . Sigui ara U un domini acotat i simplement connex del pla,

zo EU i busquem la funció de Green de U amb pol zo . No sabem , en aquest

moment, si el problema de Dirichlet es pot resoldre a U (més endavant veurem

que sí) , però el que sí que sabem, pel teorema de Riemann, és que existeix una

representació conforme ƒ de U sobre el disc unitat D, tal que ƒ(zo ) = 0. Fent

servir aquesta transformació f, la proposició 9.19 ens dóna

GU(zo , z)
=

1

2π
Log |f (z) \ , z ЄU \ {zo } ·

Així doncs , d'acord amb l'exemple anterior, el coneixement de la represen-

tació conforme d'un domini simplement connex sobre el disc ens permet de

construir la funció de Green del domini . Ara veurem que, recíprocament , la

funció de Green permet construir la representació conforme.

Proposició 9.22. Sigui U un domini simplement connex i acotat del pla i zo E

U. Si existeix la funció de Green de U amb pol a zo , llavors existeix una

representació conforme f de U sobre el disc unitat D tal que f(zo) = 0 i

f' (zo) > 0.

Demostració. Si Gʊ ( zo , z ) és la funció de Green amb pol a zo , sabem que hi

ha una funció h, contínua a U i harmònica a U, tal que

GU(zo , z)
-

1

Logzzo -h(z) .
2π
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Com que U és simplement connex, la funció h té una funció harmònica conju-

gada a U, sigui h. Considerem la funció f(zo , z) definida per

2π
-

f(zo, z) = (z — zo)e−2π(h(z)+iñ(z))

-

-

de manera que f(zo , z ) és una funció holomorfa de z a U, que té un zero simple

en el punt zo i [ f ( zo , z ) | = | z — zo | e¯h(z) tendeix cap a 1 quan z → ƏU , perquè

h(z) = Log | z – zo , si z Є OU. Com que [f (zo , z ) | és contínua a U, resulta ,

pel principi del màxim, que [f(zo , z ) | ≤ 1 , z € U; és a dir, f (zo , z ) aplica U en

el disc unitat i s'anul·la en el punt zo . Només cal veure que ƒ( zo , z ) és injectiva

a U i que pren tot valor w, w Є D, i llavors la proposició quedarà provada

agafant f(z) = f( zo , z ) , ja que la condició f' ( zo ) > 0 s'aconsegueix canviant

f(z) per ei f(z) , amb 0 € R adequat .

a) f(zo , z ) és injectiva a U.

Si z1 EU definim la funció de z

(20, 21 , 2)
=

de manera que és holomorfa a U,

f(zo , z) - f(20 , Z1 )

1 – ƒ(zo , z1 )ƒ(zo , z)

│4 ( 20 , 21 , 2 ) | ≤ 1 i 4 (≈0 , Z1 , Z1 ) = 0. Com

que la funció f(z1 , z ) , construïda de manera anàloga a la funció ƒ(zo , z ) però

canviant zo per z1 , té un zero simple en el punt z1 , resulta que la funció

h(z) =
=

(20 , 21 , 2)

f (x1 , z)

és holomorfa a U i | h(z) | = 1 si z Є ƏU. Pel principi del màxim, és [ h(z) | ≤ 1 ,

ZEU. Ara bé,

|h(zo) | = F(20, 21)

f(zo ,

f(z1 ,

< 1,

i com que zo , z1 són dos punts qualssevol de U, es poden intercanviar entre si

per a obtenir | f ( 20 , 21 ) | = | f ( Z1 , Zo ) , que dóna lloc a | h (zo ) | = 1. Així doncs,

la funció | h | agafa el seu màxim en un punt de U i ha de ser | h ( z ) | = 1 , per a

z EU.

La definició de h dóna ara

|4(20 , 21 , 2) | = | f ( ≈1 , z ) | # 0 si z ‡ z1 ,

i , per tant, f (zo , z ) ‡ f (zo , z1 ) si z z1 . Això prova que ƒ(zo , z ) és injectiva .

b) f(zo, z) és exhaustiva.
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Sigui w ЄD i suposem que ƒ(zo , z ) no prengués el valor w a U. Llavors la

funció

g(z) =
=

f(zo , z) - พ

1 - wf(zo , z )

a D amb g(z ) ‡ 0 , z € U. Però | g( z ) | = 1 si z € ƏU,seria holomorfa de U

1

(2) també seria holomorfa i

1
=

g(z)g(z)
1 si z Є OU. El

i , per tant , la funció

principi del màxim implica que g(z ) | = 1 per a z EU, i això és impossible

perquè, prenent z = zo , resulta | g ( zo ) | = | w | < 1. Aquesta contradicció prova

l'afirmació b) .

La prova que hem donat de la proposició anterior es troba a [8 , pàg. 137] .

La proposició 9.22 obre la via cap a un camí per a demostrar el teorema de

Riemann sobre representació conforme, alternatiu a l'ús de les famílies normals

en què es basa la demostració que hem donat a la secció 9.2 . Aquest camí

consisteix a veure, en primer lloc , que n'hi ha prou de demostrar el teorema de

Riemann per a dominis simplement connexos acotats i , en segon lloc , a provar

que en aquests dominis hi ha funció de Green.

El primer punt és senzill i , de fet , ja s'ha vist en l'apartat A) de la prova

que hem donat del teorema de Riemann en la secció 9.2 . La segona part és

més difícil i consisteix a veure que tot domini simplement connex i acotat U

té funció de Green . Tal com sabem , això vol dir poder resoldre el problema de

Dirichlet a U amb uns determinats valors a la frontera.

Aquesta nova estratègia per a provar el teorema fonamental de la represen-

tació conforme va ser , precisament, la que va seguir Riemann, però la prova

que ell va donar del teorema fonamental era incompleta perquè li faltava una

demostració rigorosa de l'existència de solució per al problema de Dirichlet .

L'existència de solució per al problema de Dirichlet en general va ser enun-

ciada pel mateix Dirichlet , però ni Riemann quan va establir el seu teorema

l'any 1851 , ni Dirichlet quan va fer explícita l'existència de solució al seu proble-

ma l'any 1857 , no en tenien cap demostració correcta . L'existència de solució al

problema de Dirichlet era, però, admesa com a certa basant- se en l'anome-

nat principi de Dirichlet . D'aquest principi ja n'hem parlat en la secció 7.12 ,

i recordem que estableix el següent :

Si tenim un domini acotat U i una funció

buscar una funció u tal que Δυ =
0 a Uiu au

contínua a U, es tracta de

= 4. Per a això es considera el

funcional , anomenat integral de Dirichlet ,

I(u) = √ √u² dxdy.
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Ara, donada la funció , es minimitza el funcional I entre totes les funcions

u Є C'¹ (U) que compleixen u au = . Llavors resulta que si uo és un mínim

absolut d'aquest problema, uo és una funció harmònica a U i , per tant, uo és

la solució del problema de Dirichlet a U amb valor frontera 4. L'error que va

fer Dirichlet és que no demostrava l'existència d'una funció que minimitzi la

integral de Dirichlet .

Per tant, si volem seguir el camí de Riemann de manera correcta, haurem de

provar rigorosament que en un domini simplement connex i acotat el problema

de Dirichlet té solució . Tal com s'ha dit al final de la secció 7.12 , la manera de

fer-ho és utilitzant el mètode de Perron , del qual parlem en la secció següent .

9.4
Solució del problema de Dirichlet en un domini qual-

sevol

El mètode de Perron per a la solució del problema de Dirichlet és completament

general i no es limita, per tant, al cas de dominis simplement connexos. Es basa

en l'ús de les funcions subharmòniques, i per aquest motiu cal començar amb

la definició i les propietats d'aquesta classe de funcions .

9.4.1 Funcions subharmòniques

d2 u

dx2En una variable l'equació de Laplace s'escriu d = 0, i les seves solucions , és a

dir, les funcions harmòniques, són de la forma u = ax + b, que són les funcions

lineals . Si a una funció v li imposem que, per a cada interval de la recta, v

estigui per sota de la funció lineal que coincideix amb v en els extrems de l'inter-

val, estem dient que v sigui convexa. El mateix plantejament en dues variables

(i també en més variables) ens porta al concepte de funció subharmònica . És

a dir, una funció subharmònica v serà una funció que en qualsevol regió del

pla estigui per sota de la funció harmònica que coincideix amb v a la frontera

de la regió . Com que aquesta formulació pressuposa considerar una funció

harmònica amb valors prefixats a la frontera d'una regió, és a dir , resoldre

el problema de Dirichlet , donarem una definició alternativa de funció sub-

harmònica .

Definició 9.23. Direm que una funció real v contínua en un obert U del pla

complex és subharmònica a U si compleix

2π
1

v(zo) ≤

2π
f** v(zo + reio) do, (9.6)
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per a zo € U i r > 0 tals que D(zo , r) C U.

La desigualtat (9.6) s'anomena desigualtat de la mitjana. És clar que tota

funció real harmònica a U és subharmònica a U perquè, en aquest cas , es

compleix la igualtat a (9.6) . També és evident, a partir de la definició, que si

u és harmònica a U, llavors | u és subharmònica a U. Així, si ƒ és holomorfa,

If és subharmònica.

Les propietats següents són conseqüència directa de la definició .

Proposició 9.24 . Si v₁ i v₂ són funcions subharmòniques a U, llavors també

ho són les funcions:

a) v1 + v₂

b) a v₁ si a > 0

c) v = max{v1 , v2} .

Demostració. Les afirmacions a) i b) són evidents a partir de (9.6) . Per a c)

suposem que D(zo , r) C U. Llavors hom té

1
2π

(zo + reio)
v; (20 ) ≤ 2= √2 vj (20 + re¹® ) d0 ≤2π

<

2π
1

√ U(20 +

v(zo + reio) do, j = 1,2
2π 0

i, per tant , v (zo) ≤ 27 Š² v(zo + re²º) do.

1 2π

2π

Una de les propietats més remarcables de les funcions subharmòniques és

que, igual que les funcions harmòniques, compleixen el principi del màxim .

Proposició 9.25 (Principi del màxim per a funcions subharmòniques) .

Sigui v una funció subharmònica en un domini U tal que v (z) ≤ M, z ɛ U,

on M≥ 0 és una constant. Si existeix un punt zo EU en el qual v(zo ) = M,

llavors v(z) = M, per a tot z € U.

Demostració. Només cal repetir la demostració que vam fer per a provar el

principi del màxim per a funcions harmòniques (teorema 7.19 ) . Si D(zo , r ) C U,

de (9.6) es dedueix

i , per tant, ara tenim

1

v(zo) ≤ +[p( 10.7)
πr2

D(zo , r)

v(z) dm(z)

1

πr2
D(zo ,r)

[v(z) – v(zo) ] dm(z) ≥ 0,
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-
però l'integrand compleix v(z ) – v(zo ) ≤0 si v ( zo ) = M i ha de ser idènticament

nul en el disc D(zo , r) .

Corollari 9.26. Sigui u una funció harmònica al domini acotat U i contínua

a Ū i sigui v una funció subharmònica a U tal que lim₂→¿ v(z) ≤ u(§) per a

cada έ € U. Llavors és v(z) ≤ u(z) per a tot z € U.

=

Demostració. Com que v - u és subharmònica , podem suposar que lim₂→ v(z)

≤ 0 , § Є JU i provar que v(z) ≤ 0 , ≈ € U. Ara la funció w(z ) = max(v(z) , 0)

és subharmònica i compleix lim,→ę w(§) 0, OU. Per tant, si definim

w( ) = 0 quan έE OU, w és contínua a U, subharmònica a U i nul·la a ǝU.

Així, la funció w agafa el seu màxim en algun punt zo Є U. Si w(zo ) > 0 , hauria

de ser zo Є U, i , per la proposició 9.25 , w seria constant , fet que contradiu que

w(§) = 0 , si § € JU. Per tant , w(zo ) = 0 , que dóna ara w(z) = 0 , z € U i, en

conseqüència, v(z) ≤ 0, z € U.

Aquest corollari expressa la idea que una funció subharmònica està per sota

d'una funció harmònica que coincideix amb ella a la frontera d'un domini i que

hem formulat al principi d'aquest apartat , en analogia amb el comportament

de les funcions convexes d'una variable real . En aquest cas , sabem també que

la funció v és convexa si i només si v" > 0 , almenys en el cas que v sigui dues

vegades derivable . El paral·lelisme amb les funcions subharmòniques es manté

i es pot provar, tot i que no ho farem aquí, que si v té derivades parcials de

segon ordre contínues, llavors v és subharmònica a U si i només si Av(z) > 0 ,

z EU (vegeu l'exercici 13 del capítol 3 i l'exercici 3 del capítol 7) .

En el cas d'un disc D, el problema de Dirichlet ja ha estat resolt en el

teorema 7.26 (vegeu també l'exemple 7.51 ) . Sabem que si és contínua a ƏD,

llavors la solució al problema de Dirichlet a D amb valors frontera y està donadaφ

per la integral de Poisson de 4, que denotem per P[y] . Així, P[y ] és una funció

harmònica a D, que compleix limz→zo P[ ] (z ) = (zo ) per a cada zo Є OD.

Sigui ara v una funció subharmònica a l'obert U i D un disc tal que D C U.

Definim la funció ≈ a U per

Jõ(z) = P[v] (z) si z € D

õ(z) = v(z) si z EU\ D.

(9.7)

És a dir , õ és la funció v fora del disc Di a D és la funció harmònica que val v

a aD.

El principi del màxim té com a conseqüència la proposició següent.
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Proposició 9.27. Sigui v una funció subharmònica a U, D un disc tal que

DCU iv la funció definida a U per (9.7) . Llavors v és subharmònica a U

i v(z) ≤ õ(z) , z EU.

Demostració. Pel principi del màxim (corol·lari 9.26 ) sabem que v( z ) ≤ ~(z) , si

z Є D. Per tant , v ( z ) ≤ ~ ( z ) , per a z Є U. També és clar que ~(z ) és contínua

a U.

Ara, si zo Є D, tenim ~(zo)

=1 2π

2π

perquè õ és harmònica a D. Si zo ‡ D i D(zo , r) C U, tenim

ƒ²* ~(zo + re¹º) do , si r és prou petit ,

2π

~(zo + reio) do

1
2π

1

·~(zo) = v(20) ≤
2π

[** v(zo + re¹º) do ≤
2π 0

i, per tant, és subharmònica a U.

9.4.2 El mètode de Perron

Sigui U un domini acotat del pla i una funció real i contínua definida a

la frontera de U. El mètode de Perron associa al parell U, una funció u

harmònica a U que a la frontera de U està per sota de 4. Amb determinades

condicions de regularitat de ĈU, u és la solució del problema de Dirichlet a U

amb valors frontera .

Per tal de construir la funció u, definim la classe P( ) formada per les

funcions v que compleixen les condicions:

a) v és subharmònica a U.

b) lim →ε v(z ) ≤ (§) , per a cada έ € ƏU.

Observem que la classe P( ) no és buida. En efecte, com que és contínua

sobre el compacte ƏU, hi ha una constant M > 0 , tal que -M ≤ 4(z) ≤ M,

zЄ OU i la funció constant igual a -M és de P( ) . Aplicant el corollari 9.26

es veu també que cada funció vЄ P(4) compleix v (z ) ≤ M, per a z EU.

La funció harmònica que busquem serà

u(z) = sup{v(z) : v € P(4) } ,
z EU.

Pel que acabem de dir , és u (z ) ≤ M per a z € U, si | 4 (2 ) | ≤ M, z Ɛ ƏU.

(9.8)

Proposició 9.28 . La funció definida per u(z )
=

sup{v(z ) : v Є P(y)} és

harmònica a U.
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Demostració. N'hi ha prou d'agafar un disc D amb DC U i provar que u és

harmònica a D.

= =

Fixem, de moment , zo € U. Per la definició de u existeixen funcions

Vn = P(4), n = 1,2 , ... de manera que limn Un (20 ) u(zo) . Posem Vn

max{v1 , ... , vn } i per a cada n sigui , com abans, Vn la funció que coincideix

amb Vn a U\ Di que sobre D és la funció harmònica que val V₂ a OD . És clar

que la successió (Vn) és monòtona creixent i , pel principi del màxim, també ho

és la successió (Vn) . Per les proposicions 9.25 i 9.27 també sabem que tant Vn

com Vn són funcions de P( ) .

Les desigualtats

Vn (20) ≤ Vn(20) ≤ Ĩn(zo) ≤ u(zo)

=
proven que lim, Vn(20) u(zo) ≤ M. Ara, pel corollari 9.15 , la succes-

sió ĺn convergeix a D cap a una funció harmònica ũ . Aquesta funció compleix

ũ(z) ≤ u(z) , per a z Є D i ũ(zo ) = u(zo ) . Si ara provem que u(z1 ) = ũ(z1)

per a qualsevol altre punt z1 € D, la proposició quedarà demostrada perquè,

aleshores u = ũa Di u serà harmònica .

Fixem ara 21 ED i repetim el procés anterior . Agafem funcions wn EP( ),

n = 1 , 2 ,... amb lim, wn (21 ) = u(21 ) , però substituïm wn per w = max{vn , wn}

i a continuació posem W₂ = max{w₁ , ... , wh } , i Wn serà la funció que val Wn,Wn

U\D i que a D és la funció harmònica que val Wn sobre ƏD . Com que (Ŵn) és

una successió creixent de funcions de P( ) que són harmòniques a D, tendirà

cap a un límit u₁ (z ) que serà una funció harmònica a D i que complirà

ũ(z) ≤ ũ1 (z) ≤ u(z) , ZED i ũ1 (21 ) = u(~1 ) .

-
Per tant, la funció ũ ũ₁ pren el valor màxim igual a zero en el punt zo i , pel

principi del màxim, és ũ(z) = ũ₁ (z) , z Є D. Així doncs, ũ (z1 ) = ũ₁ (≈1 ) = u(≈1 ) ,

tal com volíem provar.

Per tal de resoldre el problema de Dirichlet a U amb valors a la frontera ,

es tracta de saber ara si la funció harmònica u que hem construït compleix la

condició limz→zo u(z ) = (zo ) , per a cada punt zo Є OU. Anomenarem regulars

els punts de U en els quals aquesta condició es compleix per a qualsevol :

Definició 9.29. Direm que un punt έo de la frontera d'un domini acotat U és

un punt regular de U si per a tota funció definida i contínua a la frontera de

U es compleix

lim u(z) = (§o) ,

z→$o

ZEU

on u és la funció harmònica a U definida per (9.8) .
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Convé observar, en aquest punt , que si el problema de Dirichlet a U amb

valors frontera y té solució , llavors aquesta solució necessàriament és la solució

de Perron donada per (9.8 ) . Per veure-ho només cal observar que si h és

solució del problema de Dirichlet , aleshores hЄ P( ) i , per tant, h(z) ≤ u(z) ,

z € U. Però també cada funció v Є P(4) compleix lim →§ v (z ) ≤ 4(§) = h(§)

si ¿ Є Əʊ i , pel principi del màxim, serà v ( z) ≤ h(z) , z € U i , en conseqüència,

u(z) ≤ h(z) , z EU.

Exemple 9.30. Per posar un exemple d'un punt no regular , considerem el disc

puntejat UD \ { 0 } i el punt 0 € OU. Si prenem com a la funció que val 0

sobre el cercle unitat i (0) = 1 , llavors el problema de Dirichlet corresponent

no té solució i , per tant , l'origen no és un punt regular de U. En efecte , si u fos

contínua a U amb valor a U i harmònica a U, l'origen seria una singularitat

evitable de u (corollari 5.21 ) , és a dir , u seria harmònica a tot el disc D i nul·la

a OD. Pel principi del màxim u hauria de ser idènticament nul·la a D, però en

canvi u(0) = (0) = 1 .

-

De cara a trobar condicions per tal que un punt o E OU sigui regular,

resoldrem el problema de Dirichlet per a uns valors frontera especials . Fixem

So EU i suposem que o és un punt regular . Prenem (§) = | § — §ol , & Є Əʊ,

i sigui u la solució de Perron corresponent . Com que la funció | z – §o | és

subharmònica, és una funció de P( ) i , per tant , serà u(z ) ≥ z − §o | , z € U.

Si ara posem h(z) = −u(z ) , h serà una funció harmònica a U que complirà

lim h(z) = -4(§o) = 0 ,03-2

-

lim h(z) ≤ - - o < 0, per a § € ƏU, § # §0 ·

ZEU

És a dir , la funció h és harmònica , nul·la a §o i té un "valor" estrictament

negatiu en els punts de OU que no són Co.

El que acabem de veure justifica la definició següent:

Definició 9.31 . Si o és un punt de la frontera del domini acotat U, una

barrera en el punt §o és una funció h harmònica a U tal que

lim h(z ) =

=

0 i lim h (z) < 0,

z→έ

per a ξ ε 0U, ξ + ξο03+z

Exemple 9.32 . a) Si U = D és el disc unitat i έo Є OD , una barrera a έo és

la funció h(z) = Re(z§。 ) – 1. Només cal observar que Re(z§。 ) = 1 és l'equació

de la recta tangent a OD en el punt Co.

b) Suposem ara que o E OU i que existeix un segment L que té un extrem

a So , tal que L \ { 0 } està contingut a l'exterior de U. Llavors podem cons-

truir una barrera en el punt έo de la manera següent : si 1 és l'altre extrem
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- -

- -
de L, la funció (z — §0)/ (z — §1 ) no s'anul·la en el domini simplement con-

nex C* \ U i , per tant, existeix en aquest domini una determinació holomorfa

de √√(z — §o)/ (z — §1 ) (si es vol , es pot passar a un domini de C aplicant la

transformació z * = 1 ) . Aquesta determinació transforma C* \ L en un semiplà

limitat per una recta que passa per l'origen, que la podem convertir en l'eix

imaginari amb un gir d'angle a, per a algun a Є R. Això vol dir que la funció

harmònica

h(z) = Re

z - $0

Z
-

és negativa a OU \ (§o ) i compleix h (§o )
=

c) Un cas particular de b) és quan la frontera de U és regular en el punt &o ,

és a dir , quan la frontera de U està formada, al voltant de έo , per una corba

de classe C¹ amb tangent no nul·la . Llavors C \ U conté , en el seu interior , un

segment en la direcció de la normal a ƏU.

El resultat següent prova que l'existència de barreres no només és necessària,

sinó també suficient per a la regularitat d'un punt de la frontera .

Proposició 9.33 . Sigui o un punt de la frontera del domini acotat U i su-

posem que existeix una barrera en el punt Co. Llavors Co és un punt regular

de U.

Abans de procedir a la prova d'aquest resultat, fem una observació sobre

el mètode de Perron que ens serà útil . Aquest mètode associa a cada funció

contínua a U una funció u harmònica a U d'acord amb (9.8) i la proposi-

ció 9.28 . Doncs bé, aquesta assignació és superlineal en el sentit següent :

Siguin 1,2 C(OU) i siguin u1 , u2 les funcions harmòniques associades

a 41 , 42 per (9.8) . Llavors la funció harmònica associada a 41 + 42 és més

gran o igual que u₁ + u2 . Expressat d'una altra manera,

sup{v(z) : v € P(41 +42) } ≥ sup{v(z ) : v € P(41 ) } + sup{v(z) : v € P(Y2)} ·

La prova d'aquesta desigualtat és immediata a partir de la definició de la clas-

se P( ).

($) | ≤

i sigui h una barrera en el punt

Demostració de la proposició 9.33. Sigui contínua a OU i suposem

M, M > 0, per a Є OU. Fixem έo Є OU

Co. Si u és la funció harmònica associada a

igualtat

per (9.8) , es tracta de provar la

lim u(z) = ($0 )
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i per a això és suficient provar, per a tot ɛ > 0 , les desigualtats

lim u(z) ≤ 4 (§0 ) + ε ,

z→έo

lim u(z ) ( 0 ) — ε .
-

03-2

Donat ε > 0 , triem un 8 > 0 de manera que

-
❤(§o) − ε ≤ 4(§) ≤ 4(§o ) + ε si § € Əʊ √ D¿(§0 ) .

Sigui m = sup{h(z) : z EU \ Ds (§0 ) } . Pel principi del màxim i pel fet que

limz→ h(z) < 0 si & Co , ha de ser m < 0. Posem ara

h(z)

v(z) = 4($o) — ε (M +4(§0))
m

de manera que v és harmònica a U i compleix

lim v(z) ≤ ( 0 ) — ε ≤ 4(§)
-

sie aun Ds(Co)
i3+2

lim v(z) < -M − ɛ ≤ ❤(§)3+2 si έE OU Dε (Eo) .

Per tant, v € P(4) i tenim v (z ) ≤ u(z) , z € U, i d'aquí

-
lim u(z) > lim v (z ) = ( 0 ) — ε.

z→Єo z-ξο

Si ara repetim el raonament anterior canviant per - i u per la funció de

Perron associada a - , sigui u₁ , obtindrem

lim u₁ (z) ≥ −4(§0) — ε .
-

03-2

Ara bé, per l'observació
que hem fet després de l'enunciat

de la proposició
9.33

sabem que u(z ) + u₁ ( 2) ≤ 0. Així doncs ,

u(z) ≤ −u1 (z ) i lim u(z ) ≤ lim (-u₁ (z ) )

que és l'altra desigualtat que necessitàvem .

= —
lim u₁ (z) ≤ (§o ) + ε ,
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Corollari 9.34. El problema de Di-

richlet es pot resoldre a qualsevol do-

mini acotat U que tingui la propietat

que cada punt de OU és l'extrem d'un

segment que té tots els altres punts ex-

teriors a U. Això passa, en particular,

si OU està formada per un nombre fi-

nit de corbes regulars.

Demostració. D'acord amb les parts

b) i c) de l'exemple 9.32 , a cada punt

de U hi ha una barrera i ara s'aplica

la proposició 9.33.

-1 -1/2

Figura 9.1

3

9.4.3 Construcció de barreres per a dominis simplement connexos

i el teorema de Riemann

Tal com hem exposat en la secció 9.3 , per a demostrar el teorema fonamental

de la representació conforme seguint el camí proposat per Riemann ens cal

provar que el problema de Dirichlet té solució a tot domini acotat simplement

connex del pla. Per a això és suficient , d'acord amb la proposició 9.33 , establir

el resultat següent .

Proposició 9.35. Si U és un domini acotat i simplement connex de C, a tot

punt de la frontera de U hi ha una barrera.

- -

Demostració. Fixem έo E OU i construïm una barrera a Co. Si έ1 U està prou

allunyat de U, el conjunt A = { ≈ : | ≈ − §o ] < 1 | ≈ − §1 | } és un obert que conté U.

Com que U és simplement connex, la funció Logo té una determinació ho-

lomorfa a U , diguem-ne ƒ . Ara , si z € U C A , és Re f(z ) = Log = < -1 ,

és a dir , ƒ pren els seus valors en el semiplà {w : Rew < −1 } (fig. 9.1 ) .

ข

2-$1

L'aplicació w → 1 transforma aquest semiplà en el disc D( -1/2 , 1/2) i , per

tant , la funció ƒ(z) , holomorfa a U, pren els seus valors en el disc D( −1/2 , 1/2 ) .

La funció h(z) = Re (2) és harmònica a U i compleix lim →g h(z ) ≤ 0 , si § €

OU. Però lim →ε h(z) = 0 només passa quan lim → Ref(z)

només pot ser si = $o . Per tant, h és una barrera en el punt Co.&

= -∞ , i això
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Corollari 9.36 . El problema de Dirichlet té solució a tot domini acotat sim-

plement connex del pla.

Observació 9.2 . La proposició 9.35 no es dedueix del corollari 9.34 perquè si U

és simplement connex i Co E OU, pot ser que no hi hagi cap segment amb un

extrem a so i contingut a C \ U. Per exemple, podem pensar en una banda

que va disminuint d'amplada , la qual enrotllem en forma d'una espiral, U, que

fa infinites voltes al voltant de l'origen. Llavors 0 € OU i en qualsevol direcció

que prenguem per sortir de l'origen trobarem punts de U (fig . 9.2) .

Figura 9.2

Per acabar, es tracta de fer veure només que els ingredients que tenim

ara donen la segona prova del teorema de Riemann (teorema 9.18 ) que hem

anunciat .

Si UC és un domini simplement connex, és fàcil veure que U es pot

representar conformement en un domini simplement connex i acotat . N'hi ha

prou, seguint la demostració de A) de la secció 9.2 , d'agafar g(z ) com una

determinació de √za, a U, la qual és holomorfa i injectiva a U i compleix

\g(z) + g(zo) | ≥r per a un punt zo € U i un r > 0. Llavors la funció g₁ (z ) =

g(z)+9(zo) aplica U conformement en un domini acotat .

1

-
2π

Suposant, doncs, U acotat i simplement connex , podem resoldre el problema

de Dirichlet a U amb valors frontera z Log Izzo , d'acord amb el

corollari 9.36 . Ara bé, si h és la funció harmònica solució d'aquest problema

de Dirichlet, la funció Gu(zo , z) Logzzo - h(z) , z € U \ {20 } , és
=

2π

la funció de Green de U amb pol zo (secció 9.3) , i ja només cal aplicar la

proposició 9.22 per acabar la prova del teorema de Riemann.
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9.5 Exercicis

1. Proveu que si D és el disc unitat , l'espai H(D) L¹ (D) és un subespai tancat

de L¹ (D) .

2. Sigui U un domini de C i F una família de funcions holomorfes a U. Proveu

que si per a cada punt z Є U hi ha un entorn V(z) C U de manera que F

és normal a V(z) , llavors F és normal a U. (S'ha d'entendre família normal

en el sentit de Montel . )

3. Sigui U un domini de C, fn Є H(U) amb limn fn (z ) = f (z ) uniformement

sobre els compactes de U. Suposem ƒ # 0 i que ƒ té m zeros diferents a U.

Proveu que, per a n prou avançat , les funcions fn tenen almenys m zeros

diferents a U.

4. Sigui (Cn)nen una successió acotada de números complexos. Proveu que la

Cnzn

sèrie de funcions convergeix uniformement sobre els compactes
1- zn

n=1

de D. Proveu també que si la sèrie Σ cn és convergent llavors la mateixa

n=1

sèrie de funcions convergeix uniformement sobre els compactes de C \ T cap

a una funció holomorfa g.

Proveu, en aquest darrer cas, que si ƒ(z) = cnzn a D, es compleix

n=1

g(z) = Σƒ(z") si | z | < 1 i g (z ) = − Σ ƒ(z¯") si | z | > 1 .

n=1

< 1
--

n=0

←

5. Sigui U un domini simplement connex del pla, U Cif : U U una funció

holomorfa. Suposem que hi ha un punt zo € U amb f( zo ) = zo i | ƒ' (zo ) | < 1 .

Proveu que la successió d'iterades de f, (fn ) , on fn(z) (fon). of)(z)

per a n = 1,2 , ... és uniformement convergent sobre els compactes de U i

determineu la funció limn (fn) .

=

Proveu també que la mateixa afirmació és falsa si U és qualsevol domini

de C

6. Proveu que una família de funcions holomorfes en un domini U que no pren

cap dels valors d'un disc fixat , de radi positiu, és una família normal a U

(en el sentit de Montel) .

7. Sigui U un domini de Ci fn Є H (U) , n = 1 , 2 , ... de manera que

supn fn (2 ) < +∞ , per a cada z EU. Proveu que hi ha un subconjunt
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Ũ C U, obert i dens a U , i una funció ƒ € H(Ũ) amb f(z) = limn fn (2) ,

uniformement sobre els compactes de Ũ.

Indicació: Feu servir el teorema de Baire.

8. En un domini U siguin fn Є H(U) , n = 1 , 2 , ..., zo EU amb fn2 , ..., → ƒ unifor-

mement sobre els compactes de U i f' (zo ) 0. Proveu que existeixen un en-

torn V de zo , un entorn W de f(zo) i un no Є N de manera que per a n > no ,

fn if són injectives a V, WC fn(V) i ƒñ¹ ƒ- ¹ uniformement a W.

Digueu què passa en el cas que hom suposi f ' (zo ) = ƒ" ( zo ) = f(m- 1 ) ( zo ) = 0 ,

f(m)(zo) 0, per a algun m Є N, m ≥ 1 .

1
→>>

=

9. Sigui (Un) una successió de dominis simplement connexos de C amb Un C

Un+1 , n = 1 , 2 , ... i U = U ±1 Un ‡ C. Sigui ƒn : Un D la representació

conforme dóna el teorema de Riemann (fn(20)que = 0 , fn ( zo) > 0 , per a

un punt fixat zo Є U1 ) . Proveu que U és un domini simplement connex

les funcions fn convergeixen uniformement sobre els compactes de U

cap a la representació conforme ƒ : U → D amb ƒ(zo) = 0 , f' (zo ) > 0 .

que

10. Sigui ƒ una funció contínua en un domini U C C i per a cada r > 0

posem U {z EU: d(z , Uc) > r} i definim a Ur la funció fr (z)

1

πr2

•2π

-

r

[ √0

=

f(z + pe )pdpd0. Proveu que ƒ és holomorfa a U si i només si

existeix una successió de números positius (rn) O de manera que fr, és

holomorfa a Urn per a cada n = 1 , 2 , ...

11. Proveu que una funció ƒ contínua en un domini U és holomorfa a U si

i només si compleix f (z)dz = 0 , per a tot disc D tal que DC U.

aD

Indicació: Utilitzeu l'exercici anterior i l'exercici 2 del capítol 3.

12. Sigui U un domini del pla, i K un compacte, K CU. Proveu que existeixen

constants m, M > 0 de manera que m ≤ u(z)/u(w) ≤ M per a tota funció

u harmònica i positiva a U i tot parell de punts z , w € K.

13. Sigui U un domini acotat . Definim d(z , w ) , si z , w Є U, com l'ínfim dels

números Log C on C varia en el conjunt de constants C > 1 que compleixen:

1/C ≤ u(z )/u(w) ≤ C per a tota funció harmònica positiva a U. Proveu

i) d(z , w) ≤ d(z , 7) + d(7 , w) si z , w, 7 € U.

ii) limn d(zn , zo)
=

O si i només si Zn – Zo |
-

→ 0 , Zn , Zo Є U.

iii) Calculeu d(z , w) en el cas que U sigui el disc unitat .
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14. Sigui U un domini simplement connex tal que 0 UCD i sigui ♬ la

família de les funcions f: U → D que són holomorfes i injectives a U amb

ƒ(0) = 0. Si zo Є U, zo 0 , posem S = sup{ | f ( zo ) | : ƒ € F} . Proveu que

existeix una funció g € F tal que g (zo ) | = S i que aquesta funció g aplica

U conformement sobre D.

→
15. Sigui v : D →

i) supo<r<1

‡

R una funció subharmònica . Proveu que són equivalents :

2π

[** v(re(20) ) d0 < ∞.

ii ) Existeix una funció u harmònica a D amb v (z ) ≤ u(z) , z € D.

16. Sigui U un domini acotat i una funció amb derivades de segon ordre

contínues a U. Proveu que es pot expressar a U com la diferència de dues

funcions subharmòniques.

Indicació: Podeu suposar que té suport compacte contingut en un entorn

de U. Expresseu ▲ com a diferència de dues funcions positives i apliqueu

l'exercici 13 del capítol 3.

17. Proveu que tot domini simplement connex de C* (és a dir que té comple-

mentari connex a C*) és conformement equivalent a un (i només un) dels

tres dominis següents :

a) El pla compactificat C * .

b) El pla finit C.

c) El disc unitat D.

18. Proveu que la funció de Green Gu(zo , z ) d'un domini U és contínua respecte

de les dues variables conjuntament per a z zo .

19. Sigui U un domini acotat del pla que té per frontera una corba de Jordan

analítica (vegeu la secció 8.2 ) . Proveu les propietats següents de la funció

de Green de U amb pol zo EU, G(zo , z):

i) G(zo , z) > 0 , si z € U, z ‡ zo⋅

ii) Si G (zo , z ) és la reflexió harmònica de G a través de 7, llavors

G(zo , z) < 0 si z ¢ U.

OG
iii) zo , z ) < 0 , per a z Є JU, on Ñ és el vector unitari normal exterior

ON

a y.
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20. Sigui U un domini acotat de C de manera que C* \ U està format per un

nombre finit de conjunts compactes i connexos cada un dels quals té més

d'un punt. Proveu que el problema de Dirichlet té solució a U. Proveu

també que, en canvi, aquest problema pot no tenir solució a U si algun dels

compactes connexos que formen C* \ U està reduït a un punt.



Capítol 10

El teorema de Runge i les equacions de

Cauchy-Riemann

En la primera part d'aquest capítol es tracta el problema de l'aproximació de

funcions holomorfes per funcions més senzilles , concretament per funcions racio-

nals o per polinomis . El resultat bàsic és el teorema de Runge, que assegura

que és possible aproximar tota funció holomorfa en un obert per funcions racio-

nals amb els pols situats en punts prefixats de fora de l'obert . Aquest teorema

s'aplica a dos problemes clàssics de l'anàlisi complexa. En el primer es tracta

de construir una funció meromorfa a tot el pla o en un obert del pla de manera

que tingui predeterminats els pols, així com la seva part principal en aquests

pols . La formulació concreta la donen els teoremes del tipus Mittag-Leffler.

=

En el segon problema es considera la solució de les equacions de Cauchy-

Riemann no homogènies , és a dir , es busquen funcions ƒ tals que ƒ = 4 , on

o és una funció donada . El tractament d'aquest problema és paral·lel al que

s'ha fet per a l'equació de Poisson, Au o, en la secció 7.7. En el cas que la

dada o tingui suport compacte a C , la solució de ☎f = 6 està donada per la

integral de Cauchy de ø, la qual fa un paper semblant al del potencial de Riesz

en l'equació del laplacià . Per al cas d'una dada o general en un obert del pla ,

la solució de les equacions de Cauchy-Riemann es basa en el teorema de Runge.

Finalment , s'estudia el problema de Dirichlet corresponent a l'operador ỗ, és a

dir , la solució de l'equació ☎ƒ = 6 en un domini amb condicions sobre ƒ a la

frontera d'aquest domini.

457
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10.1 Els teoremes d'aproximació de Runge

Les funcions racionals i els polinomis constitueixen un dels exemples principals

de funcions holomorfes i , en certa forma, són les funcions holomorfes més sen-

zilles . En aquesta secció veurem que, en termes generals , els polinomis i les

funcions racionals aproximen totes les funcions holomorfes .

Comencem precisant què entenem per aproximació de funcions . Veurem

dos tipus de resultats: els primers fan referència a l'aproximació de funcions

sobre compactes , i els segons , a l'aproximació de funcions en conjunts oberts

del pla.

Quan es tracta d'aproximar funcions contínues en un compacte K CC, ja és

ben sabut que la noció d'aproximació adequada és la d'aproximació uniforme

sobre K. El fet que tota funció d'una classe A de funcions contínues a K

s'aproximi uniformement per funcions d'una altra classe B sobre K significa

que per a tota funció ƒ E A i tot ɛ > 0 hi ha una funció g € B tal que

|f(z) − g(z) | < ε,
- zEK.

Donant a ɛ els valors 1/n, n = 1,2 , ... , i triant les corresponents funcions

In Є B, resulta que l'aproximació uniforme de les funcions de A per funcions de

B és equivalent a dir que per a tota funció ƒ € A hi ha una successió (In )

de funcions de B que convergeixen a ƒ uniformement sobre K. I encara un

altre punt de vista més abstracte és considerar l'espai mètric C(K) de funcions

contínues a K amb la distància

d(f1 , f2) = max f1 (z ) - ƒ2 (z) | .
ZEK

Llavors l'aproximació que acabem de descriure s'expressa senzillament per

AC Ba C(K) .

Quan es tracta d'aproximar funcions contínues en un obert U, com que

genèricament aquestes funcions no són acotades a U, la noció de convergència

adequada no és la convergència uniforme a U, sinó la convergència uniforme

sobre compactes de U (vegeu l'apartat 9.1.1 ) . Dir que tota funció ƒ d'una

classe A de funcions contínues en un obert U s'aproxima uniformement sobre

els compactes de U per funcions de la classe B significa que per a tota ƒ E A, tot

compacte KCU i tot ɛ > 0 hi ha una funció g € B tal que | f (z ) —g ( z ) | < ε per

a z € K. És fàcil veure que el fet que tota funció de A s'aproximi uniformement

sobre els compactes de U per funcions de B és equivalent a l'afirmació següent:

Per a tota funció ƒ € A existeix una successió (gn ) de funcions de B tal que

limn→ ∞ 9n = f, uniformement sobre cada compacte de U.

En efecte , només cal fer servir el lema 1.15 i prendre, per a cada compacte

Kn , En = 1 /n i gn E B la funció que aproxima ƒ sobre Kn amb error més petit

que En.
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Tant pel que fa a l'aproximació sobre compactes com pel que fa a l'aproxi-

mació sobre oberts utilitzarem sovint la propietat de transitivitat següent : si

una classe B aproxima totes les funcions de la classe A i una classe C aproxima

totes les de B, llavors la classe C aproxima la classe A. La comprovació de la

seva validesa és immediata.

Si pretenem aproximar funcions holomorfes per funcions racionals , una ob-

servació interessant és el fet que la fórmula integral de Cauchy dóna una indica-

ció de com cal procedir, perquè una integral és un límit de sumes de Riemann

i en el cas de la integral de Cauchy, cada una d'aquestes sumes és una funció

racional . Aquesta idea es precisa en la proposició següent , preparatòria per al

teorema d'aproximació de Runge.

Proposició 10.1 . Sigui y un camí del pla complex i F la funció holomorfa a

C \ y* definida per la integral de Cauchy

F(z)
=

1

Σπί ↓Y

f(w)

พ Z
dw , zy* ,

on f és una funció contínua sobre y* . Sigui K un compacte de C disjunt amb

y* i ɛ > 0 arbitrari . Aleshores hi ha una funció racional R amb pols simples a

Y* tal que

-
|F(z) − R(z) | < ε ,

zЄ K.

-

Demostració. Posem que el camí y estigui definit per y(t) , a ≤t ≤ b. La

continuïtat uniforme de la funcióƒ(y(t) )/ (y(t) − z ) per a t Є [a , b] i z € K

implica l'existència d'una partició a = to < t₁ < ... < tn = b de [a , b] tal que

f(x(t))

y (t) - z

f(x(ti) )

Y(ti) — z

2πε

ti < t < ti+1, zEK,

M(b- a) '

on M és una cota superior de l ' (t) | , a ≤ t ≤ b . Considerem ara la funció

racional

1
n-1

R(z) =
-

Σπί

f(x(t ))

Y(tj ) — z

(Y(tj+i) — Y(tj)) .-

=0

dw - R(z )
R( 2) | =

1

2πί (
tj

•tj+¹ ( f(x(t))

y(t) — z
-

ƒ(v(t;))

Y(tj) —
Z

1 2πε

M
(b- a) = ε.

2π
M(b- a)

Aleshores hom té

1

2πί
γ

f(w)

(w – z)
-
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La proposició següent es coneix com el "mètode de translació de pols" per-

què permet canviar la ubicació dels pols de les funcions racionals que aproximem

una funció donada.

Proposició 10.2. Sigui K un compacte de C. Llavors hom té:

-

--
a) Si V és una component connexa de C \ K i a , b Є V, la funció 1/(z − a) es

pot aproximar uniformement sobre K per polinomis en 1/ (z – b) (és a dir,

funcions racionals holomorfes en el punt ∞ amb un únic pol en el punt b) .

-
b) Si V∞ és la component no acotada de C \ K i a € V∞ , la funció 1/(z − a)

es pot aproximar uniformement sobre K per polinomis.

c) Recíprocament, si a ‡ K i 1 / (za) es pot aproximar uniformement per

polinomis sobre K, aleshores a € V∞.

Demostració. Per tal de provar a) considerem, fixat b € V, el conjunt

- -
A = {a V : 1/(z − a) és límit uniforme sobre K de polinomis en 1/(z – b)} .

El conjunt A és tancat a V perquè si els punts an EV tendeixen a a € V, hom

té d(an, K) > m > 0, per a algun m, i llavors

1 1

=

Z
- a -

|a - an

-
(zan) |z — a || z — an│

< m² aan , per a tot zЄK,

amb la qual cosa 1/(z - an ) tendeix uniformement a 1/ (z - a ) sobre K. Per

transitivitat , resulta a € A. El conjunt A és també obert a V; en efecte , si

a Ai D(a, r) CV, vegem que tot punt w Є D(a, r) és de A. Considerem el

desenvolupament

1 1 1

=

z - az- a - (w − a)
-

-

(≈ − a) ( 1

- w-a

z- a

=

w-a

z- a

Σ

(w - a)n

(z − a)n+1 '

z EK,

n=0

que és uniformement convergent a K perquè | < [z-a] < 1 , D(a, r) C V i

-

z V. Això ens diu que 1/(z - w) s'aproxima uniformement a K per polinomis

en 1/(z - a) ; ara bé, 1/(z - a) s'aproxima uniformement a K per polinomis en

1/(z – b) i , per tant, també les seves potències . Per transitivitat , veiem que

wЄ A. Així, A és obert i tancat a V, trivialment bЄ A i , per tant, A = V.

Demostrem ara b) . Sigui M = max{ | z | : ≈ € K} i bЄ C amb |b | > M + 1 ;

clarament bЄ Voo, i el desenvolupament

1 n
1

=

2 - b 6 (중 -1) b b()"

n=0
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M

M+1és uniformement convergent sobre K perquè || ≤ 41 < 1 si z € K. Això

significa que 1/(z - b) i , per tant , els polinomis en 1/(z - b) s'aproximen unifor-

mement per polinomis sobre K. Si a € V∞ , per la part a) , 1/ (z - a) s'aproxima

per polinomis en 1/(z - b) i , per transitivitat , es dedueix que 1/ (z - a) s'apro-

xima per polinomis a z.

n

-

Per a provar c) veurem que si a Ki a està en una component acotada V

de CK, llavors 1/ (z - a) no es pot aproximar uniformement per polinomis

sobre K. És clar que V C K; així, si Pɲ (≈) → 1/(z − a) uniformement a

K on els P₂ són polinomis , tindriem, en particular, que la successió (Pn) és

uniformement convergent a V. Llavors per a ε > 0 seria Pn(2) - 。 < ɛ si

n es prou gran i z E OV. D'aquí resulta

si ε <
1

-

ɛ

| (z − a)Pn (z) — 1 | < ɛ | z − a❘ < 1/2 , zЄƏV,
-

1

z- a

2diam(V) · Ara, pel principi del màxim, deduiriem | (z - a)Pn (z ) −1 | ≤ 1/2,

per a z Є V i aquesta desigualtat és impossible si z = a € V.

Teorema 10.3 (Teorema de Runge per a compactes) . a) Si K és un

compacte de C i C\ K és connex, llavors tota funció holomorfa en un entorn

deK espot aproximar uniformement sobre K per polinomis. Recíprocament,

si aquesta aproximació és possible per a tota funció, holomorfa en un entorn

de K, llavors CK és connex.

b) Si C \ K no és connex i A C C és un conjunt que talla cadascuna de les

components acotades de CK, llavors tota funció holomorfa en un entorn

de K es pot aproximar uniformement sobre K per funcions racionals que

tenen els seus pols en punts de A.

Demostració. Sigui ƒ una funció holomorfa en un entorn U de K i ɛ > 0. Pel

lema 6.6 hi ha una cadena y aUK tal que

1

f(z) =

f(w)
= dw, zЄK.

2πί พ
γ

Z

Llavors per la proposició 10.1 hi ha una funció racional R amb pols a y* c C\K

tal que

-
|f(z) − R(z) | < ε /2 , z € K.

-
La funció R(z ) és una combinació lineal de funcions 1/ (z — aj ) , amb aj K.

Si CK és connex, per la proposició 10.2 b) , cadascuna d'aquestes funcions

s'aproxima uniformement sobre K per polinomis; per tant, hi ha un polinomi

P tal que |R(z) − P(z) | < ɛ/2 si z Є K, amb la qual cosa | ƒ (z ) − P(z) | < ɛ,
-
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z Є K. Dit d'una altra forma, els pols que estan en la component no acotada

de K es poden traslladar a ∞ , i així s'obtenen polinomis .

-

Suposem ara que CK no és connex i que A talla tots les components aco-

tades de CK; posem R = R₁ + R2 , on R₁ té pols en la component no acotada

de CKi R2 té els seus pols en les components acotades . Tal com acabem de

veure, hi ha un polinomi P tal que | R₁ (z ) − P( z) | < ε/4 , ≈ € K. Per acabar,

és suficient veure que tots els pols en components acotades es poden traslladar

a A, per a obtenir R3 amb pols a A tal que | R2 (z ) − R3 (z) | < ɛ/4, z € K.

La funció R2 (z ) és una combinació lineal de funcions 1 / ( z — a; ) amb a; ‡ K,

aj V∞ , i és, per tant , suficient demostrar que 1/(z - a) , a ‡ K, a ‡ V∞

s'aproxima uniformement sobre K per funcions racionals amb pols dins de A.

Si V és la component acotada de C \ K que conté a , per hipòtesi hi ha un punt

bЄVA, i la proposició 10.2 a) acaba la demostració .

-

-

El recíproc de la part a) és conseqüència de la proposició 10.2 c) : si C \ K

no és connex, té una component acotada V, i si a € V, la funció 1/ (z — a) , que

és holomorfa en un entorn de K, no és aproximable per polinomis.

-

Evidentment , les funcions racionals amb pols dins del conjunt A de la part

b) del teorema 10.3 que aproximen una funció holomorfa donada, són de la

forma

R = P + R₁ ,

on P és un polinomi i R₁ (z ) és una combinació lineal de polinomis en 1/ (z - a) ,

a Є A. Per exemple, si K és la corona tancada K = {2 : 0 R2 | ≈ | ≤ R1 <

+∞}, prenem A = {0} i trobem que tota funció holomorfa en un entorn de K

s'aproxima uniformement a K per funcions del tipus

P₁ (z) + P₂(1/2)

amb P1 , P2 polinomis . En aquest cas ja coneixíem aquest fet , i a més sabem

explícitament quins són els polinomis P₁ i P2 , ja que, d'acord amb el teore-

ma 5.10 , es tracta de les sumes parcials del desenvolupament de Laurent de f

en una corona C (0 , R2 − ɛ , R1 + ɛ) .

Si K té dos forats , per exemple,

prenent A =

K =
{z : 1 ≤ | z | , 1 ≤ | ≈ − 2 | , | z | ≤ 5 } ,

-

{0,2} veiem que tota funció holomorfa en un entorn de K és límit

uniforme de funcions del tipus P₁ (z) + P2 (1/2 ) + P3 (1/ ( z − 2) ) amb P1 , P2, P3

polinomis .
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Teorema 10.4 (Teorema de Runge per a oberts) . a) Un obert UCC té

la propietat que tota funció holomorfa a U és límit uniforme sobre els com-

pactes de U d'una successió de polinomis, si i només si C\ U no té compo-

nents connexes acotades.

b) Si C \ U no és connex i A C C és un conjunt tal que Ã talla totes les

components connexes acotades de C \ U, llavors tota funció holomorfa a

U és límit uniforme sobre els compactes de U d'una successió de funcions

racionals que tenen els seus pols en punts de A.

-

Demostració. Sigui ƒ una funció holomorfa a U. Per tal de provar que les

aproximacions anunciades a a) i b) són possibles , cal veure que, donat un com-

pacte K CU i un número ε > 0, existeix una funció g del tipus desitjat

i.e. un polinomi en el cas a) i una funció racional amb pols en A, en el cas b)

tal que [ f(z ) — g (z) | < ɛ , z € K. Amb aquesta finalitat podem suposar que

K és un dels compactes Kn, de la successió exhaustiva de compactes de U,

descrita en el lema 1.15 . Si C \ U no té components connexes acotades, lla-

vors C Kn tampoc no en té, és a dir, és connex i el resultat es dedueix del

teorema 10.3 a) . Si C \ Kn té alguna component acotada V, V és un obert

acotat de C que conté una component acotada W de C \ U. Per hipòtesi ,

AnW0; per tant, Ã˜V Øi essent V obert tindrem AV Ø . Hem

vist , doncs, que A talla totes les components acotades de C Kn, i l'enunciat

és aleshores conseqüència del teorema 10.3 b) .

Només falta provar ara el recíproc en a) ; és a dir , volem veure que si

C\Uté alguna component acotada C, aleshores hi ha alguna funció ƒ € H(U)

no aproximable uniformement sobre compactes per polinomis. Tal com en la

proposició 10.2 c) , la idea és considerar , per a a € C , la funció ƒ(z ) = 1/ (z − a) .

Si hi ha un obert V de C, acotat , amb a Є Vi OV CU, aleshores podrem

repetir la prova de la proposició 10.2 c) i arribar a una contradicció en el cas

que aquesta funció ƒ es pugués aproximar per polinomis sobre V. L'existència

de V és un fet purament topològic , no trivial , conseqüència del resultat general

següent conegut com a teorema de Šura-Bura (vegeu [3] , pag. 32) :

Si F és un tancat de C i C una component connexa de F, llavors C és

la intersecció de tots els subconjunts de F, compactes i relativament

oberts, que contenen C.

=En el nostre cas, prenent F

acotades, a C\U hi ha conjunts A

aleshores B (C \ U) \ A, que és

CU resulta que si C \ U té components

Ø oberts (a C \U) i compactes . Considerem

tancat a C \ U i , per tant , tancat a C. El

conjunt CB és un obert de C que conté el compacte A; per tant , hi ha un

=
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obert acotat V amb A CV CVC C\ B. Com que V no talla ni A ni

B és OV C C \ (AUB) = U. Resumint, hem vist que si U té forats , hi ha

oberts de Cacotats amb OV CUiVn (C \ U) 0; prenent a EVO (C\ U)

i f(z) = 1/ (z − a) hom té ƒ € H(U) i ƒ no és aproximable per polinomis

uniformement sobre compactes a U.

-

En el cas particular que U sigui un disc , l'aproximació per polinomis d'una

funció fЄ H(U) a què fa referència la part a) del teorema 10.4 ja està donada

per les sumes parcials de la sèrie de Taylor de f.

En general, la manera més senzilla de prendre el conjunt A, quan C \ U

no és connex, es triar un punt de cada component acotada de C \ U. Llavors

tota funció ƒ Є H(U) s'aproxima uniformement sobre els compactes de U per

funcions del tipus

P(z) + Σ'Qa

1

Σ 'Qa (2 - a)
aЄA

-

=
amb P, Qa polinomis. Quan U és un disc puntejat U D' (0 , R) i prenem

A = {0} , les funcions anteriors són del tipus P(z ) +Q ( 1/z ) amb P, Q polinomis;

en aquest cas, el desenvolupament de Laurent de ƒ a D' (0 , R) ja ens dóna el

resultat . En general , però , no és fàcil trobar d'una forma explícita les funcions

racionals que aproximen una funció donada . Per exemple, si U D(0, 2) \

[−1 , 1 ] , també podem prendre A = {0} i tota funció ƒ € H(U) és límit uniforme

sobre compactes de U d'una successió de funcions del tipus Pn (z) + Qn(1/z) ,

però no és senzill explicitar els polinomis Pn, Qn .

=

Convé destacar que ni en el teorema 10.3 ni en el 10.4 se suposa que K

o U siguin connexos . Precisament aquesta és la situació que es dóna en els

exemples següents .

Farem servir la notació la per a indicar la funció característica d'un conjunt

A qualsevol.

Exemple 10.5 . Utilitzant els teoremes de Runge demostrarem l'existència

d'una successió de polinomis Pn tals que

lim Pn (z) = 0 si z R, lim Pn (z ) = 1 si z Є R.
n n

Amb aquesta finalitat , considerem els compactes

K₂ = { z = z + iy : | z | ≤ n, y = 0 ó = ≤ |y | ≤ n }Kn
-

n

=
i els oberts Vn {z = x + iy : | x | < n + 1 , │y | < 1 /3n } . La funció lv és

holomorfa en un entorn de Kn i C Kn és connex. Per tant, hi ha polinomis
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Pn tals que lv (2 ) – Pn (z ) | ≤ 1/n si z € Kn , és a dir , | Pn (z ) | < 1 /n si | x | ≤ n,

1/n ≤ |y | ≤ n i | 1 – Pn (z ) | ≤ 1/n si z € [−n , n ] . Llavors, clarament Pn (z) → 1

sizЄ Ri Pn (z) → 0 si z ¢ R.

Exemple 10.6. Construirem ara una successió de polinomis Pn tals que

Pn(0) → 0 i Pn (z ) → 1 si z 0. Posant Pn (z ) = anz Qn (z) , amb an →‡ 1 ,

l'existència dels polinomis Pn equival a l'existència de polinomis Qn tals que

Qn(z) 1/z si z 0, és a dir , Qn tendeix a 1/2 puntualment a C \ {0} .

Fixem-nos que per l'argument utilitzat en la proposició 10.2 c) no pot existir

cap successió de polinomis Qn tal que Qn (z) → 1/2 uniformement sobre els

compactes de C \ {0} .

→

-

Per a provar l'existència dels Qn , considerem els compactes (fig . 10.1 )

z : | z | ≤ n, d(z , R† ) > .

K₂- [ -] U{ S {}

Kn
=

η

0° 1/n
n

Figura 10.1

-

La funció 1/z és holomorfa en un entorn de Kn i C Kn és connex. Per

tant, hi ha un polinomi P₂ tal que | 1/z – Pn (z ) | < 1/n si z Є Kn . Com que

Un=1 Kn = C \ {0} i Kn C Kn+1 , resulta que Qn (z ) → 1/z si z 0.

Una conseqüència del teorema de Runge és el resultat següent :

Teorema 10.7. Si K CU amb K compacte i U obert, llavors les afirmacions

següents són equivalents:

a) Cap component de UK no és relativament compacta a U.
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b) Tota component acotada de CK talla C\ U.

c) Tota funció holomorfa en un entorn de K es pot aproximar, uniformement

sobre K, per funcions holomorfes a U (de fet, per funcions racionals amb

pols fora de U).

d) Per a tot punt z Є U\ K hi ha una funció holomorfa hЄ H(U) tal que

| h(z ) > maxh(w) | .
wek

Demostració. Per a la implicació a) b) , sigui V una component acotada de

CK. Si fos VCU, V seria una component de UK amb OV CK CU, per

tant , relativament compacte a U. Així doncs , V talla C \ U. El teorema 10.3

dóna b) c) . La implicació c) a) és com en la proposició 10.2 c) . Que

d) implica a) es basa en la mateixa idea: si C és una component de U \ K

relativament compacta a U, llavors OC C K, i, pel principi del mòdul màxim,

hom té

|h(z) ≤ maxh(w) , zЄC,
wek

que contradiu a) . Finalment, suposem a) certa i sigui z € UK. El compacte

KU{z} també compleix a) i , per tant, c) . Considerem la funció ƒ que val O

a Ki 1 a z; per c) , hi ha una funció h Є H (U) tal que | ƒ(z ) – h(z) | < 1/2 a

KU {z } . Llavors | h( z ) | > 1/2 i | h (w) | < 1/2 , w € K. Això prova d) .

Observem que els compactes Kn construïts en el lema 1.15 tenen les propie-

tats anteriors en relació amb U.

10.2 Aproximació de funcions harmòniques

En aquesta secció establirem un teorema d'aproximació , anàleg als de la secció

anterior , però per a funcions harmòniques . És convenient tenir presents els

resultats de la secció 6.7 . En particular, recordem que en un domini n-connex

U tota funció harmònica real u s'expressa en la forma

amb
aj

n--1

u(z) = Σaj Log |z − aj | + Re ƒ

j=1

-

U, fЄ H(U) i aj € R. Per a un domini U qualsevol veurem que

tota funció harmònica s'aproxima , uniformement sobre els compactes de U, per

funcions d'aquest tipus.
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Teorema 10.8 . a) Tota funció u harmònica real en un entorn d'un compacte
m

K s'expressa en la forma u(z) = Σa; Log | z - a;j +Ref per a algun n Є N,

j=1

amb aj ЄR,, a; K if holomorfa

en un entorn
de K.

b) SiU és un entorn obert del compacte K tal que tota component de C\K talla

C \ U, llavors tota funció u harmònica real en un entorn de K s'aproxima,

uniformement sobre K, per funcions harmòniques a U del tipus

Σ'a, Logz -a; + ReR

amb a; ‡ U, aj ЄR i R una funció racional amb pols simples fora de U.α;

c) Tota funció u harmònica real en un domini U és límit uniforme sobre els

compactes de U d'una successió de funcions un , harmòniques, del tipus

(n)

Un (z) = Σ'a!") Log | z − a(") | + Re Rn ,

(n)

amb a(n) ‡ U, a!”) € R i R₂ racional sense pols a U.

La notació vol dir que la suma només té un nombre finit de termes.

Demostració. Per a la part a) és suficient notar que si U és un obert , U Ɔ K,

llavors per l'observació 6.1 hi ha un domini poligonal U。 amb vora regular

a trossos, per tant , n-connex per a algun n, (vegeu la secció 6.6) tal que K C

U。 C Ụo C U i , després, tenir en compte el teorema 6.26 .0

Si Ki U compleixen les hipòtesis de b) i u és harmònica en un entorn de

K i té l'expressió que figura a la part a) amb ƒ holomorfa en un entorn de K,

llavors pel teorema de Runge ƒ s'aproxima uniformement sobre K per funcions

racionals Rn amb pols simples fora de U i , per tant , Re ƒ s'aproxima per ReRn.

En conseqüència, és suficient veure que Log | z - ẞ] , amb ẞ K fixat , compleix

l'enunciat de b) . Suposem primer que ẞ € V, essent V una component acotada

de CK, i sigui a U un punt d'aquesta mateixa component V. Definim

W = {τ € V : Log |z7| s'aproxima uniformement sobre K

per funcions del tipus Log |za | + Ref, ƒ holomorfa} ,

de manera que a Є W.

Amb un raonament semblant al de la prova de la proposició 10.2 es veu que

W és tancat a V. Ara veurem que W és obert a V. Si 7 Є W i D(t, r) C V,

provem que D(T, r) C W. Si w W, qualsevol determinació holomorfa de
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Log (== ) en un entorn de K (que existeix per la proposició 3.21 ) té part

real Log | 2 — 7 | — Log |zw| . Si |w7| < r , el desenvolupament
-

Z T

Log
-

พ T -

= Log ( 1+ " ) = (-

=Σ(−1)n (W − 7)n+ 1

n=0

1

n + 1 (z — w)n+1
-

és uniformement convergent a K perquè |w7| < r < | z − w | si z Є K. Prenent

parts reals resulta que Log 2 - T❘ - Log |zw| s'aproxima uniformement per

Reg amb g holomorfa. En conclusió , W = VißЄW.

Si ẞ pertany a V∞ , la component no acotada de C \ K, llavors Logz - B

s'aproxima uniformement sobre K per funcions del tipus Re ƒ, amb ƒ holomor-

fa . En efecte , repetint l'argument anterior podem substituir ẞ per qualsevol

punt a € V∞ amb |a | prou gran . Ara bé, en aquest cas , qualsevol determinació

de Log(az) (que existeix per la proposició 3.21 ) té part real Log | z — a ,

i desenvolupant en sèrie queda

Log(a − z) = Loga + Log (1–2)

- =
Loga-

Σ

n=0

zn+ 1

(n + 1)an+1 '

-

amb convergència uniforme sobre K, i tan sols cal prendre | a | > max{ | z | : ≈ € K} .

L'apartat c) es dedueix de b) i del lema 1.15 .

10.3 Descomposició de funcions meromorfes en elements

simples

10.3.1 Teoremes de Mittag-Leffler

Si ƒ és una funció meromorfa a C i té un nombre finit de pols z1 , ... , Zn amb

parts principals P₁ ( --- ) , ..., P₂ ( -- ) , on P1 , ... , P, són polinomis sense

terme independent , llavors

1

n

g(z) = f(z) - Σ Pi

-

Σ ( 1 )z - Zi
i=1

-és una funció entera. Si a més ƒ té un pol a l'infinit , és a dir, lim →∞ f(z ) = ∞ ,

aleshores g és un polinomi , P, i ƒ és una funció racional , essent

n

f(z) = P(z) + ΣPi

1

Z - Zi
i=1



10. EL TEOREMA DE RUNGE I LES EQUACIONS DE CAUCHY-RIEMANN 469

la descomposició de ƒ en fraccions simples .

En aquesta secció ens proposem d'estudiar el cas general en què la funció ƒ,

meromorfa a C, tingui infinits pols (Zn ) nen . Per conveniència en l'exposició su-

posarem que ƒ té un pol a l'origen zo = 0 i que els punts zn són tots diferents

amb lim, zn = +∞0 . Les parts principals s'escriuen Po (4 ) , Pn ( 2-2 ),

Po, Pn són polinomis sense terme constant .

on

En primer lloc veurem que no hi ha cap restricció per als punts zŉ ni per

a les parts principals de ƒ en aquests punts.

Teorema 10.9 (Mittag-Leffler ) . Sigui zo = 0, (Zn )nen una successió de

punts del pla amb zn → +∞ quan n → ∞ i (Pn) o qualsevol successió

de polinomis sense terme constant. Llavors hi ha una funció meromorfa a C

que zn
té els pols exactament en els punts z, amb part principal Pn (2-2 ) ,

anЄNU {0} .

La tria més òbvia seria, senzillament, prendre la funció

, per

n

f(2) = ΣPn (
(2 )

1

Zn

sempre que la sèrie sigui convergent en el sentit que ara precisem. Per a cada

compacte K CC, tan sols un nombre finit de punts zn són a K, de manera que

Σ Pn

Zn K

Z
-

1

Zn

és una sèrie de funcions holomorfes en un entorn de K. Si aquesta sèrie con-

vergeix uniformement a K, llavors diem que la sèrie completa, ΣPn (=—-z. ) ;
n

convergeix uniformement sobre compactes. Evidentment , podem considerar

aquesta noció per a qualsevol sèrie de funcions meromorfes gn(z) , on cada

funció gn té un únic pol al punt zn.

n

Si es dóna aquesta circumstància , llavors és clar que la funció ƒ definida

abans té les propietats enunciades en el teorema 10.9 , però en general la sèrie

no convergirà uniformement sobre compactes i cal introduir uns

termes de correcció .

Σ Pn (
n

Z- Zn

Demostració del teorema 10.9. La idea és definir uns polinomis Qn de manera
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que la sèrie

Pn

1

Qn(2)Σ9n def
Σs ( 2) P (1) + Σ (Pi (-- ) - ( )) (10. )
n n=1

convergeixi uniformement sobre compactes. En ser els Qn polinomis, les parts

principals de cada terme de la sèrie continuen essent Pr ( -1 ) i la funció

f(z) = Σ9n(z) tindrà el comportament desitjat .

n

1

L'elecció dels polinomis Qŉ no és única i és fàcil . La funció Pn ( 2 ) és

holomorfa al disc D(0 , | zn | ) , amb un determinat desenvolupament de Taylor ,

posem

Pn
-

1

Zn

=

Σ cn, mzm

m=0

Al compacte D(0 , | zn | / 2) aquest desenvolupament convergeix uniformement

i , per tant, podem considerar una suma parcial Qn (z )

avançada per tal que

Νη

=
Σ Cn,mzm prou

m=0

Pn(

1

(2-2 ) - Qn (2)| ≤2-

Qn(z) si | ≈ | ≤ | ≈n | /2 .

༧ Zn

Aquests polinomis Qn serveixen per al nostre propòsit perquè, fixat un disc

D(0, R) , hom tindrà R < | zn | / 2 a partir d'un valor n i ( 10.1 ) convergirà uni-

formement a D(0, R) .

En el teorema 10.9 s'ha construït una funció meromorfa amb parts principals

prefixades en punts donats. El resultat pot reinterpretar-se com un teorema

d'estructura de totes les funcions meromorfes.

Corollari 10.10. L'expressió general d'una funció F meromorfa a C amb

parts principals Pn (2-2 ) , n = 0,1,2, ... en els punts zo =
= 0 , (Zn)n≤n és

1

F(z) = h(z) + Po +

Z
Σ

Pn

1

Z - Zn-) - Qn (2)) ,
n=1

on h és una funció entera i les funcions Qn són polinomis que fan que la sèrie

convergeixi uniformement sobre compactes.
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Demostració. Només cal prendre la funció meromorfa ƒ construïda en la prova

del teorema 10.9 i observar que una altra funció meromorfa F té els mateixos

pols i les mateixes parts principals que ƒ si i només si F - ƒ és entera.

(
En el cas que tots els pols siguin simples hom té, Pn

an Є C , i el desenvolupament d'aquesta fracció a D(0, | zn | ) és

an

Zn2
-

Ζη m=0

1
=

zm

m + 1
Zn

απ

z- Zn '

an an

-αn

Zn
-
Z

Zn ( 11 - 4)

m

Si Qn és la suma An-sima, Qn (z)

és

Zn
m=0

Xn+1

zm απ Zn

-αn
m + 1

Zn Zn 1
Z-
Zn

m=λn+1

λη

= -an Σm , la diferènciam + 1 ,

an

Z- Zn

Xn+1
an Z

==

Z Zn Zn

-
Qn(z)

Corollari 10.11 . L'expressió general d'una funció F meromorfa a C amb pols

simples en els punts zo = 0 , (Zn )nen i residu an en el pol zn és

An+1

απ

F(z) = h(z) +
+Σ

an Z

Z Z - Zn Zn
n=1

9

on els números An són enters positius que fan que la sèrie convergeixi unifor-

mement sobre compactes i h és una funció entera.

Si els residus an estan uniformement acotats , les condicions del corollari

anterior es compleixen si els números An fan que la sèrie

/z/λn +1

Σ

n
Znλn +2

convergeixi uniformement sobre compactes . Si , per exemple,

per a algun enter positiu X, llavors es pot prendre An
=

2 +2 < + ∞
n

A, per a tot n Є N.

= sin² z que té un
πZExemple 10.12 . Considerem la funció meromorfa f(z)

pol doble a cada punt enter zn = n, n Є Z. Per a trobar la part principal al

voltant de cada pol considerem primer el desenvolupament de

del punt n,

π
al voltant

sin z

П (−1)n

+ c₁ (z - n) + ...
sin πZ



472 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

Ara, elevant al quadrat , resulta

12

=

1

(sin πz)2 (z - n)²

+

En aquest cas la sèrie de parts principals ja convergeix i , per tant, hom té

π2

sin² πZ

=

+∞

Σ

n= ∞

1

(z - n)²

+ h(z)

amb h una funció entera. Per tal de determinar la funció h , considerem el

quadrat QN centrat a l'origen i de costat 2N + 1 ; hom té | sin πz | 2 = sin² πx +

sinh² πу, quantitat acotada inferiorment per 1 tant si | x | N + 1/2 com si

lyl
=

=

N+ 1/2, és a dir, acotada inferiorment si z E OQN , independement de

N. També si z Є ƏQN, és

1 1 1

Σ -
(z – n)²

«Σ
< +∞.

|z – n| ² (n -1/2)2
n n n

En conseqüència, pel principi del mòdul màxim, la funció h està acotada a cada

quadrat QN per una cota que no depèn de N i , pel teorema de Liouville, ha de

ser igual a una constant C. Si fem z = → +∞, veiem que C = 0. Aixíiyiy

doncs, resulta

π2

2
sin πα

En particular ,

=

+∞

Σ

n=1∞

1

(z - n)²

1 1

+Σ -
(z − n)² ·

n#0

2

1

n2

= lim

π2ㅠ

·Σ - ÷

n=1

sin² πZΠ

1

z2

D'una forma anàloga s'estableix la descomposició

=

3

3
cot πZ

+∞

Π =

Σ

1

sin² πz
n=1∞

(z - n)³ ·

Exemple 10.13. Considerem ara la funció f(z) = π соt πZ = π

simples en els enters , znne Z, amb residu 1. Com que

1

=

Σ - Σ

Zn70
|zn|2

n#0

< +∞,
n2

COS πZ
Té pols

sin πZ
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podem considerar An = 0 per a tot n, és a dir, Qn (z)
=

COS πZ 1

π- =
h(z) + = h(z)

sinπZ Z

n70

ne z

-

n
i resulta

2z

! + Σ ( +1) = 1 +++ Σ
n=1

22z² — n² ·-

Ara la funció π сot πz també està acotada sobre la frontera dels quadrats QN

de centre 0 i costat 2N + 1 que hem considerat en l'exemple 10.12 . En efecte ,

hom té

=

cos2 rx + sinh ng

2

пу

sin? az + sinh trụ

de manera que si |x | = N + 1/2 , llavors

π² | соt π | ² = π²

sinh my

1 + sinh tỵ

2

пу

2

i si │y | = N + 1/2 , llavors

2 1 + sinh²π(N + 1/2) 1
2

Π

sinh ” w ( N +1/2)

1+

sinh2 3π/2

" per a tot N.

Ara, amb un raonament similar al de l'exempe 10.12 es veu que h = 0 i resulta,

finalment,

COS πZ

π =

1

+

22

sinπZ z2 - n²

n=1

Si en lloc de la funció π considerem
COS πZ

sin πZ

Zn = n i els residus (-1) " . Hom té llavors

П 1

sin πZ

= + 2z

2

-

1

+Σ
(

1

+

n n

π

sinπZ

n#0

els pols són els mateixos punts

(-1)n

22 n2.-

n=1

El teorema 10.9 és vàlid a qualsevol domini U. La prova és similar al cas

UC i tan sols cal triar els termes de correcció Qn -en aquest cas, funcions

racionals amb pols fora de U- utilitzant convenientment el teorema de Runge.

Teorema 10.14. Sigui U un domini del pla i ACU un conjunt discret

i tancat a U. Suposem donat, per a cada punt a Є A, un polinomi Pa sen-

se terme constant. Llavors hi ha una funció meromorfa a U que té els pols

exactament en els punts a Є A amb part principal Pa (-a)·
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Demostració. Sigui (Kn) = 1 una successió de compactes com en el lema 1.15 .

Posem

Qn ( z) =
Σ

Pa

Z - a

aƐA˜(Kn \Kn− 1 )

on la suma és finita perquè A té un nombre finit de punts en cada compac-

te . Cada funció Qn és holomorfa en un entorn de Kn- 1 ; com a la prova

del teorema 10.4, hi ha una funció racional Rn amb pols a C \ U tal que

Qn (z ) - Rn(2 ) | < 2−n , z Є Kn-1. Aleshores serveix la funció

∞

Q1(2) + Σ(Qn(2) − Rn(2)) .

n=2

-

10.3.2 El mètode de Cauchy

Una de les dificultats que hi ha a l'hora d'aplicar el corollari 10.10 és la de-

terminació de la funció entera h . Per aquest motiu és convenient considerar al

costat del teorema de Mittag-Leffler un altre mètode , degut a Cauchy, que per-

met desenvolupar una funció meromorfa a C en elements simples . L'exposem

a continuació seguint [11] .

1

Partim d'una funció meromorfa a C, f, que tingui pols en els punts (Zn)neN

amb parts principals Pn ( 2-2 ) . Podem suposar que ƒ és holomorfa al voltant

de l'origen perquè si zo == 0 fos un pol amb part principal Po ( 1 ) , consideraríem

la funció f(z) - Po (1/2) .

Sigui C = D(0 , R) un cercle centrat a l'origen que no passi per cap pol de

f (C també podria ser la vora d'un quadrat centrat a l'origen) i considerem la

integral

1

Σπί/Ꮯ

f(w)

พ
--z

dw amb z < R, z zn , per a tot n Є N.

Pel teorema dels residus aquesta integral és igual a

residus de la funció f(w)

พ- ช a cada punt zn amb | zn | < R.

d'aquesta funció a zn és , precisament, -Pn
Posem P₂ (

f(z ) més la suma dels

Veiem ara que el residu

Pn
1

w - Zn

r

Cl

(w−zn) if(w)
i f(w) = Pn (;

1

w- Zn
+ fn(w - zn ) amb fn holomorfa al voltant de
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Zn. Llavors hom té

f(w)

พ
-

(w - Zn ) k- 1

(z - Zn) k

1 f(w)
=
-f(w)

Z z - Zn 1
w-Zn

Z-Zn k=1

r

CL
-

Σ

(w - Zn) k- 1

fn(w− zn) + Σ

i en aquesta expressió el coeficient de

ara fem servir la igualtat

1

w - z

(w – Zn)¹

1
és

w-Zn

-

r

k=1
(z — Zn)k '

(z—Zn) ¹

1 1 2

=
+ + +

wk

zk-1

+

w(1 - z /w) พ w2

que val per a qualsevol k natural, obtenim

1

Σπί

f(w)

:

l
o
w
-
Z

dw =

2

1

Σπί

+

1

√

f(w)

rile2πί

(

1 Z

+ +

พ w2

zkf (w)

wk(w - z)((w),dw.

-

= --Pn

wk(w - z) '

zk-1

1

Z- Zn
Si

+

wk2wx)du

dw+

El valor de la primera integral del membre de la dreta és la suma dels residus

del seu integrand en els punts del conjunt { 0 } U { zn : | 2n | < R} . Aquests residus

valen

1

2πί CnLo f( w) (3

1

พ

Z

+ + +

w2

zk- 1

dw

wk

si Cn és una petita circumferència al voltant de zn si n ≥ 1 i Co envolta l'origen

(fig. 10.2) . Si denotem aquests residus per Qo ( z ) a l'origen i per -Qn(z) al

punt zɲ , veiem que Qo (z ) és la suma dels k primers termes de la sèrie de Taylor

de ƒ al voltant de l'origen (recordem que ƒ és holomorfa a l'origen) i Qn (z ) és

un polinomi en z de grau més petit que k.

En resum, doncs , del tot el que hem dit resulta

1 1

f(z) = Σ Pn (2 + 2) + 2 ifo

=

|zn |<R

k-1

Σ

―
Zn

f() (0) 2 + Σ

l!

2πί C

Pn (z

f(w)
-dw

พ Z

1

=

1 zkf(w)

z)

dw

₂ ) - Qn (2 )] ·

+
zri So w*(w - 2)wk

1=0 |zn|<R

z - Zn 2πί

( 10.2)
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7
7
1

C₁
R

772

C2

Co

Cn

7
2
n

Figura 10.2

Afirmem ara que Qn (z ) és la suma dels primers k termes del desenvolupament

de Taylor de Pn ( 1 ) al voltant de l'origen. En efecte , –Qn(z) és el residu de

1 Z

la funció P₂ (1-2 ) ( + +
w- zn ข

...
-1

+ ) en el punt zn. Aquesta funció és

una funció racional que té un pol a l'origen i un pol en el punt zn i és holomorfa

a l'infinit . Llavors, per la proposició 5.24 , la suma del seus residus ha de ser

zero i queda provada l'afirmació perquè el residu a l'origen és justament el

polinomi de Taylor de grau n
- 1

1 de Pn (2-2 ).

Finalment, suposem que ƒ compleix la condició de creixement següent :

Existeixen cercles C(0, Rn) , Rn +∞ i números En > 0 amb

-> 0 de manera queEn

|f(z) | ≤ ¤n | z |k , si z = C (0 , Rn ) (k natural fixat) .

-
En aquest cas escrivim la fórmula (10.2) per a cada C(0 , Rn ) i fem Rn→ +∞ .

L'última integral de (10.2 ) tendeix a zero perquè està acotada en mòdul per

|z|k EnRk

2π R (Rn - 2 ) ´

Rn

·2π Rn = | z | kεn´
En 0, quan n → 00 .

Rnz

k-1

f(2)
هچاب

Arribem així a la descomposició següent de ƒ :

1

ƒ(z) = Σ ƒ (0) + + Σ [P² ( 2 - 2n) – Qn(2)] ·
l!

1=0 n=1

-
ΣΤΡ
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on, recordem-ho, Qn(z ) és el polinomi de Taylor de grau k − 1 de Pn

al voltant de l'origen.

1
-

an amb an =

Un cas particular és quan tots els pols zn són simples . Llavors Pn

Res(f, zn) i es veu fàcilment que, en aquest cas, és Qn(z)

1

Z- Zn

=

Z-Zn

an

Zn

k-1

Zn

Si suposem , a més, que la funció ƒ està acotada uniformement sobre una

successió de cercles C (0, Rn) , Rn → ∞ , posem | ƒ(z ) | ≤ M, z Є C(0, Rn) ,

= 1 , 2 , ... , llavors hom tén =

f(z) M

<

Rk

0 si z Є C (0, Rk)

i es pot prendre k = 1 , és a dir , Qn (z)
= - an .

Zn

Exemple 10.15 . El desenvolupament de la funció π cot πz de l'exemple 10.13

s'obté immediatament amb el mètode de Cauchy. En efecte , com que la fun-

ció f(z) = π соt πz - està acotada sobre la frontera dels quadrats QN de

l'exemple 10.13 , podem prendre k = 1. Llavors només cal calcular

1

f(0) = 0, Pn

(2 )

1

=
sin e Z, n 0,

i com que els pols són simples amb residu 1 , és Qn (z)
=

-1. Així doncs ,
n

π соt πZ =

* + Σ 2 + 1) .
n#0

Exemple 10.16 . Siguin w i w' dos números complexos no nuls de manera que

w/w' R i considerem la xarxa de punts del pla

N = {mw + nw' : m, n € Z} .

Si per a cada punt de considerem les rectes dirigides per w i per w' , tenim

una divisió del pla per un reticle de paral·lelograms .

Busquem ara una funció meromorfa a C que tingui un pol simple amb residu

1 a cada punt de . Amb aquesta finalitat enumerem els punts de per zo = 0,

Z1 , Z2 , .. Zn , ......
És fàcil veure que

n=1

< +∞ . En efecte, sigui Gk , per

a k≥ 1, el conjunt de punts de N obtinguts amb m = ±k i −k ≤ n ≤ k, o bé

n = ±k i −k ≤ m≤ k. D'aquests punts n'hi ha 8k . Si Sk =

1

Zn3

=

[znΣs id és

ZnEGk
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w'

δ

0 ພ

Figura 10.3

la distància de l'origen al reticle de paral·lelograms (vegeu la figura 10.3) , hom

té | zn | ≥ kd si zn Є Gk i

1
-

8 1

83 k2

Sn≤ 8k

(8k)3

de manera que Σ
=

Zn Σ Sk < + ∞ .

n k

En aquest cas, és Pn ( 1

= 1

Z-Zn
i podem prendre com a Qn (z ) els dos

primers termes del desenvolupament de Taylor de al voltant de l'origen .

1

Z- Zn

És a dir ,

1

Qn(z)
=

2
Zn

La funció buscada pot ser, doncs ,

1

(2) = +Σ

1

+

Z-Zn

1

Zn

+

1

2
"

Zn
n=1

on els zŉ són, tal com hem dit , els punts no nuls de la xarxa N. La funció έ (z )

s'anomena funció & de Weierstrass.

10.3.3 El mètode dels residus

Una altra manera de desenvolupar algunes funcions meromorfes en elements

simples i , alhora, de sumar sèries es basa en el teorema dels residus.
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Per tal d'il·lustrar aquest mètode fixem una funció meromorfa al pla, & , que

tingui només pols simples en una successió de punts de la forma zn = zo + n,

zo Є C, nЄ Z amb residus an , n = 0 , ± 1 , ±2 ,………. Si ƒ és una funció holomorfa

en un obert U, tret de punts singulars aïllats , i és un camí tancat de U tal

que Ind(y, z ) = 0 ó 1 , per a tot z EC, que no passa per cap singularitat de 4
ni

de f, hom té

1

2πί [ f(z)p(2)dz =[' anf(20+n) + ΣRes(fy, w),
γ n

on la primera suma està estesa als pols de 4 en els quals ƒ és regular i la segona

suma està estesa als punts singulars de f. Suposem ara que ƒ és una funció

racional tal que zf(z) | → 0 si z → ∞ i prenem com a y la vora, YN, d'un

rectangle de costats x = ±(b + N) , y = ±N amb b ‡ a, b > 0 i N natural . Si ,

a més, la funció està uniformement acotada sobre YN, per a tot N, llavors

hom té lim →∞ i Syn f(z) 4(z )dzzπi
0. En efecte, el valor mínim de z❘ sobre

YN és, N i la longitud de yn és 2 (4N + 2b) de manera que si │ (z ) | ≤ M sobre

YN, es compleix

YN

=

dz

| ___ ƒ(2)p(2)dz | = ||__ =ƒ(2)p(2) d² | -VYN YN

En resum, obtenim la fórmula

2M (4N + 2b)

N
sup zf(z)| 0.

|z |=N
N→ ∞

anf(zo + n)
= -

n=1∞

Res(fp , w) ,

พ

(10.3)

on la suma de l'esquerra està estesa als punts zo + n en els quals ƒ és regular ,

i la suma de la dreta, als pols de f.

Exemple 10.17 . Si agafem (z) = π соt πz , els pols són els punts zn = n Є Z

i els residus an = 1 i podem agafar YN = OQN, on QN són els quadrats de

l'exemple 10.12 . Llavors si ƒ és racional amb zf(z) | → 0 ,0,

Σf(n) = -ΣRes(πƒ(2 ) сot îz , w)

ข

| z | ·z → ∞ , hom té

amb la suma de l'esquerra estesa als enters n que no són pols de ƒ i la suma

de la dreta estesa als pols de f.

Si f(z) = 2 , resulta , en particular ,

1 1

2 Res ( ct 12,0 )n2

= - π

22 · 0).
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a-1

z

...

El zero és un pol d'ordre 3 de la funció πz-2 cot πz i hem de calcular el coeficient

de z en el desenvolupament de cot πz. Si posem cot z =

identifiquem coeficients en la igualtat cos z = sin z cot

tant , Res ( 2 -² cot πz , 0) = −π²/3 i
-

az² + a + a1z + ··· i

z , s'obté a_1 = - . Per

1

n2 6

n=1

ПFent servir les funcions π tan πZ , π соsес лZ i π sес πz es poden sumar sèries

de la forma (-1) "f(n ) , Σ f(n + 1/2 ) i Σ(−1 ) "f (n + 1/2) , on ƒ és del tipus

que acabem de considerar.

Exemple 10.18 . Una altra aplicació remarcable de la fórmula ( 10.3) és la

descomposició de la funció meromorfa en fraccions simples . Suposem, per

exemple, que els pols simples de són els enters amb residu an i que està

uniformement acotada sobre OQN (els quadrats de l'exemple 10.12) . Agafem

f(2) = w2122 on w EC, w no enter; llavors resulta , per (10.3) ,
ພ 2.

αι

w2

+

n=1

2αn

w2 n2
-

=
ΣRes

---

1

=

2w

-

(w² = 22 P ( 3 ) , ≈ = ± w ) -

(4(w) − 4(−w)) .

És a dir , canviant ara w per z,

4(z) — (−2)
=

αι

+

2 Z

2αnz

z2 - n²

φ

n= 1

Si és una funció senar, el desenvolupament anterior serà el de i si , a més, els

residus valen tots 1 , obtindrem (z ) = π сot πz . Si els residus són an = (−1)" ,

llavors resulta (z ) = sinπz
π

10.4 Les equacions de Cauchy-Riemann no homogènies al

pla. Integrals de Cauchy

Les funcions harmòniques són les funcions anul·lades per l'operador de La-

place , ▲, és a dir , són les solucions de l'equació homogènia Au = 0. En el

capítol 7 hem vist la importància que té també resoldre l'equació de Laplace

no homogènia Au = 0, amb una funció donada. D'una manera semblant , les

funcions holomorfes són les funcions anul·lades per l'operador diferencial ☎, és a
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dir, són les solucions de les equacions de Cauchy-Riemann homogènies aƒ = 0 .

En aquesta secció i en les següents ens proposem de fer l'estudi corresponent

de les equacions de Cauchy-Riemann no homogènies of = 6. Ho farem primer

a tot el pla i després en un domini qualsevol .

L'equació ☎ƒ = ☀ té un caràcter ben diferent de l'equació Au = 6; en primer

lloc, és un operador de primer ordre i ▲ un operador de segon ordre. En

segon lloc el laplacià és un operador real, en el sentit que transforma funcions

reals en funcions reals, i per aquest motiu l'estudi de l'equació Au

pot fer, sense pèrdua de generalitat , amb funcions reals . En canvi , l'operador

=

მ
г
მ

მყ

= es

(1 + i ) transforma funcions reals en funcions complexes . Si posem

f = u + iv, = a + iß i separem parts reals i imaginàries , l'equació ☎ƒ = 6

equival a

1 1

2
; (Ux − Vy ) = α, (Vx + Uy) = B

2

i veiem que es tracta de dues equacions reals de primer ordre acoblades , és a

dir, que no es poden tractar separadament. Si ens interessen només solucions

reals (v = 0) , les equacions anteriors queden

1 1

Ux = α,

༡
Uy = ß,

és a dir, du = 2(adx + ẞdy) . Com sabem, aquesta equació, que diu que

adx + ßdy és una forma exacta , no sempre té solució . És necessari que a i ß

compleixin una condició de compatibilitat que per al cas d'oberts simplement

connexos i a , ẞ diferenciables és ay = ẞr . D'una forma anàloga , si la dada ☀ és

real (3 = 0) , aleshores senzillament prenem ƒ = u real ( v = 0) amb u depenent

només de x i u' (x) = 2a.

Observem també que l'equació aƒ = 0 , si té una solució fo , en té infinites

perquè sumant a fo qualsevol funció holomorfa obtenim una altra solució . Per

a poder considerar la unicitat de solucions caldrà , doncs, com sempre, afegir

algun tipus de condició al problema.

A continuació farem un desenvolupament paral·lel al de la secció 7.7 subs-

tituint l'operador ▲ per l'operador d.

Proposició 10.19 . a) Si f és una funció diferenciable a C tal que ☎f és una

funció contínua amb suport compacte i lim| z |→∞ f(z ) = 0, llavors hom té

f(z)
=

1f f(w)dm(w), z € C.π cw - z

En particular, la igualtat anterior es compleix si ƒ ← C! (C) .
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b) Donada una funció o € Ce(C) , si hi ha una solució f diferenciable a C de

l'equació ☎f = 4, amb lim| 2 | →∞ f(z) = 0 , llavors aquesta solució és única i

està donada per

1

f(z) =

(w)
=

dm(w) , zЄ C.
π -

(10.4)

Demostració. Pel teorema 4.2 aplicat a un disc D(0 , R) prou gran per tal que

contingui el suport de af, hom té

1

f(z)
=

C(0 ,R)

27iJoo
m
L(w)

2πί

dw

Zพ ·

-

1

#
/π

af(w)

w- z
dm(w).

Com que af (w) = 0 si │w| > R, ƒ té una singularitat a l'infinit , però en ser

lim| 2 | →∞ f (z ) = 0 aquesta singularitat és evitable i ƒ té un desenvolupament

de la forma f(w) = Σ Cnwn per a w gran . Fixat z , la funció f(w) també

N=1∞

Спип

พ-%

és holomorfa a l'infinit , amb desenvolupament de la forma d_2w− ² + O(w−³) ;

és a dir, té residu 0 en el punt ∞ . Aleshores (apartat 5.5.2) hom té

SCORC(0 ,R)

f(w)
-dw = 0

พ – z
-

per a R prou gran i a) queda demostrat . Evidentment , b) es una reformulació

de a) .

La part b) de la proposició anterior no prova que si o E Cc(C) , la funció

ƒ definida per (10.4) sigui una solució de f = 6. Observem que, com que la

integral està, de fet , estesa només a K = spt (0) , ƒ és holomorfa fora de K i ,

per tant, la igualtat af = = 0 sí que es compleix fora del suport . Igual que

en el cas del laplacià , resulta convenient estendre la integral de (10.4) al cas

d'una mesura qualsevol.

Definició 10.20 . Donada una mesura µ (real o complexa) amb suport com-

pacte KCC iµ| (K) < +∞ , la integral

1

C (μ)(z)

dμ(w)
=

П Cz W

s'anomena integral de Cauchy de µ . Si µ = dm, posarem C (µ) = C (p) .

Proposició 10.21 . La integral de Cauchy C(µ) (z) està definida a tots els

punts z ¢ K = spt (u) i defineix una funció holomorfa a C \ K.
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Demostració. És completament anàloga a la prova de la proposició 7.34 .

Proposició 10.22. Si ☀ € C¹(C) , la integral de Cauchy C(p) és de classe C¹

a C i compleix C(4) = 4. Si 6 € Ck(C) , llavors C(4) € Ck(C)

Demostració. Fent un canvi de variable tenim

-

C(6)(z) = 1 / (z = w)
π พ

dm(w)

i aplicant la proposició 7.36 , sobre derivació de convolucions , resulta

1

=
JC(ó)(z) = = √ ³ó(z – w)

П C Пdm(w) == 1/1 /c

/ 54(w) -dm(w) = p(z ) ,
-พ

on l'última igualtat és conseqüència de la proposició 10.19.

Exemple 10.23. Calculem C(6) per a una funció radial (z ) = h ( | z | ) amb h

localment integrable a [0 , +∞ ) . Tenim, integrant en polars,

2π
1

Co(z)
=

π= =√√

do

h(r)r

0 Z -rei
o
} dr.

Utilitzant , per exemple , residus hom pot veure fàcilment que la integral respecte

de 0 val 0 si z < r i 2π/z si | z | > r , de manera que

Co(z)
=

Z2 [ h(r)rdr.

Si g(r) = √ h(s)sds , hom té, per tant , Co(z ) = g ( | z | ) . Ara , atès

1 (2) 1/2 , resulta

ã€•(z) = g′ (1z1) }{} ( ) ¹² = == h( |z |) |z | = h( | z |) = ¢( z) .|

que ☎( | z |) =
=

Hi ha una relació molt estreta entre la integral de Cauchy C(O) i el potencial

de Riesz G(6) , que a C és el potencial logarítmic,

1

G(4) (z) = 27 / (w) Log |z – w\dm(w).2π

Derivant aquesta expressió de G( ) resulta

ƏG(p) (z)
=

1

2π

-

fø(w)dz Log | z − w\dm(w).
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Ara bé,

Ə₂ Log | z − w| = ½ d½ Log | z — w² = d; ( Log( z – w) + Log( z – w) )

1 1

=

2z - w

És a dir , si Є C. (C) , hom té

C'(0) = 40G(6) .

En general, C(u) no està definida a tot arreu, però sí que està definida

gairebé a tot punt respecte de la mesura de Lebesgue.

Proposició 10.24. La integral de Cauchy, C(µ) (z ) , d'una mesura µ amb

suport compacte K i μ (K) < +∞ està definida gairebé per a tot z Є Ci

C (μ) Є Lloc (C).

Demostració. Com que 1/z és localment integrable (lema 4.1 ) , hom té , si R > 0 :

Spio.p) |C(µ) | (z)dw(z) ≤

1

π
D(0,R)

#SPOR)SK

dμ (w)

D(0,R) JK zw|

dw(z) ≤

dμl (w)

K fJD(OR)

1

dw(z) ≤Mμ (K) < +∞ ,
π

on M és una constant que depèn de R.

D(0 ,R) z – w|

Definició 10.25 . Donada una mesura µ de massa localment finita en un do-

mini U de C, direm que una funció u € Lloc (U) és una solució de l'equació

au = µ a U en el sentit feble si per a tota funció Є C (U) hom té
би

u(z)Ō4(z)dw(z)

U = -

4(z)dµ(z).

U

A aquesta definició s'hi apliquen els mateixos comentaris que s'han fet en

l'apartat 7.7.2 per a les solucions febles de l'equació ▲u = µ . Si u ɛ C¹ (U) i

☎u = en el sentit feble , llavors du = ☀ en el sentit puntual habitual.

μTeorema 10.26. Si µ és una mesura amb suport compacte a C i massa finita,

llavors es compleix С(µ) = µ en el sentit feble a C.

Demostració. Com en el teorema 7.42 , hom té, si Є C¹ (C) ,

αμ(ω)

↓↓ C(µ)(z)54(z)dw(z) = ↓↓ = ↓↓ dµ(w)54 (2)dw (z) =
C π C z - w

=

= [ {= √ ³ (2) -dw(z)} dµ(w) = −/4(w)dµ (w),
π cz - w
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utilitzant la proposició 10.19 .

De la mateixa manera es pot parlar de solucions febles de l'equació Ov

al domini U. Es tracta d'una funció v E Loc(U) tal que

-

↓ v(z)84(2)dw(z) = − ] 9(2)dµ (z)

per a tota funció y Є C¹(U) .

-

=
μη

La definició de solució feble per als operadors a, a, A té l'avantatge que

no depèn d'hipòtesis de regularitat i es pot aplicar a qualsevol funció local-

ment integrable. És immediat comprovar, a partir de les definicions , que si

U1, U2, u3 € Lloc(U) i

диг
= U2 i მu2 = ՂԱՅ ,

a U en el sentit feble, llavors Au₁ = 1ððu₁ = 18u2 = 1u3 en el sentit feble a U.

Proposició 10.27. Si U és un domini del pla i la funció u € Llc (U) compleix

a U l'equació du 0 en el sentit feble, llavors u és holomorfa a U. Per a

qualsevol mesura μ amb suport compacte i massa finita a C hom té OG(µ)

1C(µ) en el sentit feble.

=

=

=

=

=

Demostració. Si du = 0 en el sentit feble, llavors Au әди = 0 en el

sentit feble. Pel lema de Weyl (teorema 7.45) resulta u E C∞ (N) i , per tant ,

ди O en el sentit puntual i u és holomorfa a U. Així mateix, ƏG(µ) =

AG(μ) = μ en el sentit feble . Per tant , (4ƏG(µ) – C(µ) ) = 0 en el sentit

feble i 40G(μ) - C(u) és una funció entera. Com que aquesta funció és nul·la

a l'infinit , ha de ser idènticament zero i resulta 40G(µ) = C(µ).

-

Combinant la proposició anterior amb la proposició 7.38 i el teorema 7.46

s'arriba al resultat següent .

Teorema 10.28 . a) Si Є Lo (C) , llavors C(p) compleix una condició de

Lipschitz del tipus |C(p) (z ) –C(p) (w) | = O
= 0 ( | ≈

pactes.

b) Si

- 1

WI),(Iz — w | Log [z - w] )

sobre com-

Cc(C) és localment lipschitziana, és a dir, compleix una condició

local de Lipschitz amb exponent positiu:

| z
-

|0(z) − (w) | ≤ c(z ) |zw| , a > 0, c(z ) ≥ 0 , si │z — w| ≤ 8(z) ,

-

aleshores C(p) és de classe C¹ a C i compleix C(4) = 6 .
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oExemple 10.29. Si és radial i acotada, (z ) = h ( | z | ) , la funció g(r)

Sh(s)sds de l'exemple 10.23 compleix

| 9 (r1 ) − g (r2) | ≤ ||| |h(s ) | sds ≤ ||| ||∞ (r2 − r²) , 0 < r₁ < r2.

-

Τ1

Així, com que C(p) (z ) = 2g ( | z | ) i suposant | z1 | ≤ | z2 | , resulta

|g ( | z1 |) _g ( | z2 |)
-

|C(p) (21 ) – C(O) (≈2) | = 2

21

2

Z2

V
I

g (| z1 | ) g ( | z2 | ) | +2 |g ( | z1 | ) |

-

1 1

21 Z2

≤|| ||∞ ( 12212 - 121 | 2 + | 21| 12 |21 — 22|
h

1221

<

=

|21 ||22 |

22 +21
=
= ||h|| ∞ | 21 - 22 | + ≤ 3 || h || ∞│21 – 22 .

-

|z2| 22

Veiem , doncs , que quan ☀ a més d'acotada és radial , la transformada de Cauchy,

C(O) , satisfà una condició més forta que la condició a) del teorema 10.28.

10.5
Les equacions de Cauchy-Riemann no homogènies

en un obert . Nuclis amb pesos

Fins aquí hem estudiat les propietats de la integral de Cauchy C (µ) , on µ és

una mesura a C amb suport compacte K i | μ | (K) < ∞ i les solucions en el

sentit feble de l'equació du = μ . Donat un domini UCC acotat, si volem

resoldre l'equació ƒ = amb o C (U) podem considerar , senzillament , la

mesura µ = odmu, sempre que o € L¹ (U) .

Proposició 10.30 . Siqui U un domini acotat de C i ¢ € L¹ (U)ŊC(U) . Llavors

la integral de Cauchy

1

C(p) (z)
=

シ

(w)

U
ช
-
พ

dm(w) , z EU

definieix una funció contínua a U que compleix ℃(4) = 4 en el sentit feble

a U. Si és localment lipschitziana a U, llavors C (p) ≤ C¹ (U) i Ō℃(4) = 4

en el sentit clàssic a U.

Demostració. Ja sabem que C (6) € Lloc(C) i que C (4) = odm|ʊ en el sentit

feble a C i, per tant , també a U. Per veure que o és contínua a U fixem un
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i 01
-

disc D(zo , r) CU, considerem una funció X E CO (U) tal que x = 1 a D(zo , r)

posem ₁ = x, 2 = ( 1 − x) . Aleshores C( ) = C( 1 ) + C( 2) ; C( 1) és

contínua a C (perquè 1 és acotada i apliquem el teorema 10.28 a) ) i C( 2)

és holomorfa a D(zo , r) ; per tant, C(4) és contínua a D(zo , r) . Essent aquest

disc arbitrari arribem a C(6) € C(U) . Si a més a més compleix una condició

de Lipschitz local , aleshores i també la compleix i , pel teorema 10.28 b), C( 1 )

és de C¹ (C) , amb la qual cosa C(6) € C¹ (U) .

Si L¹ (U) , no tenim, en principi , cap manera de resoldre l'equació

☎ƒ = a U. Anàlogament, a C no tenim, de moment , cap manera de resoldre

l'equació ☎ƒ = si no té suport compacte. Estudiarem altres mètodes de

solució d'aquesta equació basades en el resultat següent .

Teorema 10.31 . Sigui U un domini qualsevol de C i H(z , w) una funció

contínua a U × U tal que H( z , z ) = 1 si z € U i H(z , w) és holomorfa en z per

a tot wЄU. Suposem que o és una funció contínua a U i que

A(z) = √ | H(z, w)||6(w) |dm(w)

és una funció localment acotada per a z EU. Aleshores,

( 10.5)

CH( ) (z)
=

π14/

ང

H(z , w)

(w)

-dm (w) , ZEU

odefineix una funció contínua a U tal que ŌСн(0) = 0 en el sentit feble. Si és

localment lipschitziana a U, llavors Сí(Ø) € С¹ (U) i es compleix ŌСí (0) = 0

en el sentit clàssic .

H

Demostració. Les hipòtesis sobre H impliquen que aquesta funció es pugui

escriure en la forma

H(z, w) = 1 + (z – w)G(z, w)
-

amb G(z , w) holomorfa en z. Així, formalment ,

1

CH(4)(z) = C(p) (z) + == [ G (z , w)4(w)dm (w )
П U

=
Φ.és la suma de C(6) amb una funció holomorfa i , en conseqüència, СH( )

Ara bé, les hipòtesis no garanteixen la convergència dels dos termes de la dreta

de la igualtat anterior i ens cal un altre argument . Fixem un disc D(zo, r) CU;

sigui x una funció de C (U) tal que x = 1 a D(zo , r) i posem 01 = X ,



488 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

02 = (1 − x)ø . Com que 1 Є Cc(U) , C( 1 ) és una funció contínua a C pel

teorema 10.28 a) i G(z , w) també és contínua , conjuntament en z , w, a U × U.

Per tant, si K = spt(x) hom té

|G(z , w) | ≤ C, siz Є D(zo , r ) i wЄ K,

que dóna la continuïtat de la funció

1
-

→ = √ G ( z, w )41 ( w)dm (w ) ,π

la qual serà holomorfa a D(zo , r) , pel teorema de Morera. D'altra banda,

provem ara que la funció

CH( 2)(z)
=

1

π √10-2012 Tw -zo≥r

H(z, w) 2 (w)
dm(w)

també és holomorfa a D(zo , r) . Altra vegada, pel teorema de Morera, és sufi-

cient veure que és una funció contínua i , aplicant el teorema de convergència

dominada, n'hi ha prou de provar la desigualtat

|H(z, w) || 0 (w) |dm(w) < +∞. (10.6)

Per la fórmula integral de Cauchy, és

2π

sup|z-zo \H(z, w) | ≤ C ** |H(zo + re¹®, w) |d°,

i llavors (10.6) està dominat per

2π

So f** |H(zo + re¹® , w)||ó (w) \d@dm(w) = [** A(zo + re¹®)d@ < +∞ ,
U

on A és la funció definida a ( 10.5 )

Amb tot això hem vist que en el disc D(zo , r) , CH( ) és la suma de C( 1 )

i d'una funció holomorfa, fet que implica la continuitat de CH( ) i la igualtat

ƏСн(0) = 0. A més, CH( ) tindrà la mateixa regularitat local que C'(6) i això

demostra la segona part del teorema.

H

Exemple 10.32 . És clar que amb hipòtesis escaients sobre una mesura µ, el

teorema 10.31 es pot generalizar en el sentit que si posem,

1

CH(μ)(z)
=

H(z , w)

dμ(w)

zЄ U,

π -
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es pugui concloure que CH(µ) Є L (U) i ŌСн (µ) = µ en el sentit feble. Per

exemple, quan µ = 8a (delta de Dirac) amb a Є U, és

1 H(z , a)

CH(da)(z)
=

π z - a

El fet que ŌCH(Sa) = da en el sentit feble es veu , formalment , de la manera

següent: com que H és holomorfa en z , és

ŌCH(da) = H(z , a)ā

1 1

( =la) ,
π Z -

però (1
=

π z- α
Sa , pel teorema 10.26 , i llavors

CH(da) = H(z , a) da = H(a , a)da = da⋅

Una hipòtesi més restrictiva , però prou general perquè sigui aplicable a

molts casos interessants, és suposar que la funció H(z , w) del teorema 10.31

satisfà la condició

|H(z , w) | ≤ V1 (z)V2 (w) (10.7)

amb V1 , V2 contínues a U. Aleshores la funció A(z ) definida a ( 10.5) és local-

ment acotada a U sempre que es compleixi

√

¥2(w) | (w) | dm(w) < +∞ .

Aquesta condició ens permet resoldre l'equació ☎ƒ = per a funcions ☀ € C(U) ,

no necessàriament integrables a U, i més gran serà la classe de funcions o que

podrem prendre com més ràpid sigui el decreixement cap a zero de V2 (w) quan

→ au.พ

Per exemple, si U és el disc unitat, podem agafar

k

H(z,w) = (

1 -- /w/2

kЄN,

1 - zw

que satisfà

|H (z , w) | ≤
(

1 - |w|2

k

" | z | , | w❘ < 1 ,

1- z

- -
que és (10.7) amb ¥ 1 ( z ) = ( 1 − | z | ) −k i ¥2 (w) = ( 1 − | w | 2 ) . Tenim llavors el

resultat següent :
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Proposició 10.33 . Si o Є C(D) i p│ (w) | ( 1 − | w | ²) * dm(w) < + ∞ per a

algun kЄN, aleshores la funció

fk(z) = Ck (0)

1 - | w |2

k

=

π 1- zw

(w)

- พ
dm(w)

és contínua a D i satisfà l'equació ☎ƒk = ☀ en el sentit feble; si o és localment

lipschitziana, llavors ƒk € C¹ (D) i Ōƒk = 4 en el sentit clàssic a D.

La solució ƒ de la proposició anterior està relacionada amb una fórmula de

descomposició similar a la fórmula de Cauchy-Green.

Proposició 10.34 . Si ƒ € C¹ (D) i per a kЄ N es compleix

llavors hom té

k -

(1 − | w|²)k— ¹ |f (w) |dm(w) < +∞,
-

-

£(1 − \ w\² ) * |ãƒ(w) \dm(w) < +∞ ,

(1 − / w/ 2) k— 1

zw)k + 1
f ( z) = == √ (1-2w) x + 1

П

1

π
/6

(1 − |w|2)k ☎ƒ(w)

dm(w) , z Є D.

1 – zw)k z -w

・f(w)dm(w) + =

Demostració. Considerem la forma n =η

D(z , ɛ) per a r < 1 , | z | < r i ɛ prou petit .

dn
=

(r – │w| ²)k ☎ƒ(w)
-

(1 − zw)k w - Z
-

dwɅ dw + k.

i , aplicant el teorema de Stokes ,

(r− \w\²)k f(w) dw al domini D(0 , r) \

(1- zw)k w- z

Calculant , resulta

f(w) (r - w| 2) k− 1 (rz — w)

-

-

dw Ʌ dw

พ Z (1 − zw)k+1– zi

[p(or )\ D( se)

dn
=

D(0,r)\D(z,ɛ) ƏD(0,r)·(Sapor) -Lapis.8) "

n =

C (z , ε)

(r - w| 2 ) f (w)

(1 - wz) k w - z

dw .
-

OD(z , ε)

Fent r 1 , ε0 i utilitzant el teorema de la convergència dominada arribem

al resultat anunciat .

Fent servir la proposició 10.34 també podem veure que la funció fk donada

per la proposició 10.33 compleix ƒk = 4. En efecte , si ƒ E C¹ (D) és qualsevol

solució de f = 4, aleshores la proposició 10.34 i la definició de ƒk donen

k -
— w/ 2) k - 1

f(z) – fk (z) : -# / (1= w/3) ++ f(w) dm (w ) ,
=

π
k+

que és una funció holomofa de z i , per tant, Ōƒk = Ōƒ = 4.
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Corollari 10.35 . Si f és holomorfa i integrable a D, hom té

1

f(2) = // f(w)П

=
:

(1 – zw)2

dm (w) ,
zЄD.

Igual que la fórmula integral de Cauchy, aquesta és una fórmula reproduc-

tora per a les funcions holomorfes, però hi ha una diferència essencial respecte

de la integral de Cauchy: aquí hi intervenen tots els valors de ƒ a D i no només

els valors de ƒ sobre OD. El nucli 1/π( 1 – zw) ² s'anomena nucli de Bergman

del disc unitat (vegeu l'exercici 21 del capítol 4 ) .

-

Així, per al cas del disc unitat D, hem obtingut dos tipus de solucions de

l'equació af = 6. La primera és la donada per la integral de Cauchy,

1
(w)

C(p)(z)
=

dm (w) ,
พП

definida quan & Є C (D) ~ L¹ (D) , i la segona és la que dóna la proposició 10.33

amb k = 1 , és a dir,

1 1 – │w|2 (w)

f1 (z) = C₁ (p)
=

П 1- zw z
dm(w)

-- W

sempre que es compleixi la condició ☀ € C'(D) i

-

↓ 14(w) | (1 − \ w\²)dm (w) < + ∞.

Estudiem-les amb més detall , separadament .

Pel que fa a la solució C(6) sabem que C(6) Є C' (D) , i si o € L∞ (D) n℃(D) ,

llavors C(6) és contínua a D, per l'afirmació a) del teorema 10.28 . Això passa,

en particular , si o Є C (D) .

En l'enunciat següent les notacions són les de la proposició 7.28 .

Teorema 10.36. Si Є L∞ (D ) nC(D) , d'entre totes les solucions de l'equació

☎ƒ = 6, ƒ = C(6) és l'única solució contínua a D que compleix ƒ € Ã。 (T) ,

és a dir, que és perpendicular a l'espai A(T) respecte del producte escalar de

L² (T) .

Demostració. Segons la proposició 7.28 cal veure que C (O) |T té coeficients de

Fourier zero a tots els enters no negatius :

2π

[** C(4) (eit)e-intdt = 0 , n > 0.
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Utilitzant el teorema de Fubini, és suficient provar això mateix per a la funció

(z — w)−¹ , w € D:
-

2π e -int

eit -

2π

=
-int

e

พ

wme- i(m+ 1 ) t dt = 0, n > 0,

m=0

igualtats que són, òbviament, certes .

-

Recíprocament, suposem que ƒ € C (D) compleix les condicions of = ☀ i

ƒT Є A。 (T) . Aleshores ☎(ƒ − C (p) ) = 0 , és a dir, ƒ – C (6) és holomorfa . Així,

y = ƒ- C(p) és una funció de A(T) i també pertany a A。 (T) perquè ƒ i C (p)

són d'aquest espai . Per tant, ( , ) = 0 a L² (T) , que vol dir

2π

£2*
|x(eit) | ² dt = 0 .

-
En conseqüència, y = 0 , o sigui , ƒ − C (ø) = 0 a T i , sent holomorfa , resulta

ƒ - C(p) =

1
=
z", nЄ N. Clarament, f

=
n+1Exemple 10.37. Prenem (z)

zn+1 com-

pleix af i restringida a T pertany a Дo (T) . Per tant, C (6) = ƒ i
=

1 wn

π
dm(w)

1

= Zn+1

DZ พ n+ 1

" │≈ | < 1 .

Més generalment , si g és holomorfa a D, contínua a D, = ği h és una primitiva

holomorfa de g , h ′ = g , amb h (0) = 0 , el mateix argument prova que C( ) = h
h'

perquè dh = h' = ğ i C(p)g i C(0) = h és holomorfa i nul·la a l'origen .
0

Una altra manera d'expressar la propietat d'ortogonalitat de C(6) respecte

de A(T) , que acabem de descriure , és dir que entre totes les solucions ƒ Є C (D)

de l'equació ☎ƒ = 6, la solució C(6) és la que minimitza la quantitat

|_ \ ƒ(z) |²|d= \

Pel que fa a la solució fi (z ) , el resultat corresponent és el següent.

Teorema 10.38 . Si ¢ € L∞ (D) NC(D ) , d'entre totes les solucions de l'equació

☎ƒ= 4, la funció ƒ = f1 = C1 (p) és l'única solució que és perpendicular a les fun-

cions de A(D) respecte del producte escalar de L² (D) : (f, g ) = √p f(z)g(z)dm.
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Demostració. Cal veure que si g és de l'espai A(D) , llavors ſp f1 (2)g (z )dm(z) =

0. Pel teorema de Fubini és suficient provar

-

1

-
(1 − zw)(z — w)

Considerem la forma n = Log

ε > 0 prou petit i compleix

dn = ag(z) Log

Ara bé, Oz Log
1- zw

=

1

Z พ

-

1-zw

zw
D

-g ( z )dm (z ) = 0 , wЄ D.

g(z)dz, que és contínua a D \ D(w, ɛ) amb

dz ^ dz = g(z)Ə Log

12 log (1 )1-zw
=

12

1 -

Ww

zw

dz Ʌ dz.

+
w

1-zw
=

12

| z |Com que n = O quan z = 1 (perquè |zw| = | 1 - zw| si │z

de Stokes resulta

1 - w |2

2 (z − w) (1 − zw) *

= 1 ) , pel teorema

1
(1 - w|2)

-g(z )dz ^ dz = - Log

12 -

D\D (w ,ε) (z − w) (1 − zw)
-

C(w ,ε)

-
พ

—
g(z)dz

zw

i fent ε0 s'obté el resultat desitjat , perquè la integral de la dreta està

acotada per ɛ Log .

fRecíprocament, si ƒ és una altra solució de ☎ƒ = amb les mateixes pro-

pietats , raonant com en el teorema 10.36 provaríem la igualtat

√ —

\ƒ — f1 |²dm(z) = 0 ,

que dóna f = f1.

Exemple 10.39 . Si g € A(D) , = ği h′ = g amb h(0) = 0 , novament ƒ = h

compleix ƒ = i si F € A(D)

[ F(2)f (2)dm = √ F(2)h (z)dm( z) = xF(0)h (0) = 0

perquè h(0) = 0. Així, també C1 (g) = h.

que, d'entreUna altra forma d'expressar la propietat d'ortogonalitat és dir

totes les solucions ƒ de ☎ƒ = 6 , la solució f₁ = C1 (Ø) és la que minimitza la

quantitat

↓ 1f(z) |²dm(z).
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Apliquem ara el teorema 10.31 amb U = Ci

H(z, w) = exp(zw – |w|²) .

En primer lloc , ens cal trobar una condició prou general sobre o Є C(C) per

tal que

A(z) = √ | exp( zw − |w|²) ||p (w) |dm (w)C

sigui una funció localment acotada . Una condició que ho garanteix és aquesta:

116112

2 def

=

√ 16(w ) |² exp ( − | w |² ) dm(w) < +∞0.

En efecte, per la desigualtat de Schwarz , hom té

[

exp(Re zw – w | 2 ) | 0(w) | dm(w) ≤

14 (2) | ≤ √ exC

≤ 11011*

-

||'|| { /_ exp ( 2 Re zw – w| ²)dm(w)C

-

}

1/2

= |||| + exp 121² { // exp ( -12 — w \²)dm(w) }
2

C

= 1212
C||0 || * exp < M,

2

-

on M és una constant si z és mou en un compacte .

Així, obtenim el resultat següent .

Proposició 10.40 . Si o Є C(C) i || 0 || * < +∞ , la funció

f(z)
=

1

= √

(w)

exp (zw — | w | ² )
-

dm(w)
П

o

1/2

}

=

és una funció contínua a C que compleix df = en el sentit feble; si o és

localment lipschitziana, llavors fЄ C¹ (C) i ☎ƒ = 6 en el sentit clàssic.

Els mètodes desenvolupats fins ara ens han permès provar que l'equació

aƒ = es pot resoldre, en un domini U, per a funcions ☀ € C (U) que són in-

tegrables a U respecte de certes pesos , però no permeten tractar el cas general

d'una funció o Є C(U) qualsevol , sense cap condició d'integrabilitat . A conti-

nuació estudiarem aquesta qüestió en la seva formulació més general, utilitzant

el teorema de Runge.
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loc

Teorema 10.41 . Sigui U un domini de C, acotat o no, i sigui μ una mesura

de massa localment finita a U, és a dir, que per a tot compacte K CU, és

| µ| (K) < +∞ . Llavors existeix una funció ƒ € L¹‰ (U) que compleix ☎fƒ = µ

en el sentit feble a U. A més, a tot obert V CU en el qual sigui du фаш амь

localment lipschitziana a V, la funció f pertany a C¹ (V) , i si o € Ck(V) ,

llavors també ƒ € Ck (V) , 1 ≤ k ≤∞.

=

=

Demostració. Considerem els compactes Kn CU del lema 1.15 i siguin n E

Co(U) funcions que compleixen n 1 en un entorn de Kn: posem 41 = 1

i ❤n = 4n4n- 1 si n > 1 , de manera que n = 0 en un entorn de Kn- 1 iOn

Σn= 1 a U. Considerem ara la mesura ndu que té suport compacte i massa

finita, i la seva integral de Cauchy,

C(endµ)(z) :
= -

1 / £n ( w) dµ (w) ,П พ Z

que, com sabem, compleix ☎(C (❤ndµ) ) = Ondµ en el sentit feble , a tot C.

Evidentment , C ( ndµ) és una funció holomorfa en un entorn de Kɲ- 1 i ,

pel teorema 10.7 , hi ha funcions fn € H(U) de manera que

-
|C (Ondµ) (z) – fn (2 ) | ≤ 2−" si z Є Kn−1 ·

Provarem ara que la sèrie

f(z) = Σ(C(4ndµ)(z) – fn(z))

n=1

-

defineix la funció ƒ que volem. Fixat un compacte K CU, tots els termes de la

sèrie a partir d'un en endavant són funcions holomorfes en un entorn W de K i

la sèrie és uniformement convergent sobre els compactes de W. És a dir , fixat

K hi ha un número natural N i un entorn W de K de manera que

N

f= ΣC(endµ) - fn (≈ ) ) + funció holomorfa a W

n=1

N

--

= C( ndµ) + funció holomorfa a W.

n=1

-

=
Per tant, fЄ Loc(U) i la mateixa descomposició anterior demostra que ☎ƒ =

du en el sentit feble . Si dµ = ødm en un obert VCU, llavors ƒ – C(6) és

holomorfa a V; per tant , qualsevol solució de ƒ = o té les mateixes propietats

locals de regularitat que C'( ) .
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Una diferència important en relació amb les solucions que hem trobat en

els teoremes 10.36 i 10.38 és que ara no tenim un operador lineal que doni la

solució , és a dir, en principi no es pot assegurar que ƒ depengui linealment

de μ.

μCorollari 10.42 . L'equació de Poisson Au = µ té solució u Є Loc (U) en el

sentit feble, per a qualsevol mesura μ de massa localment finita a U.

Demostració. Fem servir la igualtat A
=
40. Primer, amb l'ajuda del teore-

ma 10.41 triem una funció ƒ € Loc(U) tal que ☎f = µ . Ara hem de resoldre

l'equació 40u = ƒ , que equival a 4ðūf, que equival a 40uf, i ho tornem a fer amb el mateix

teorema.

10.6
El problema de Dirichlet per a l'operador a

Acabem de veure que les equacions de Cauchy-Riemann ☎ƒ = 6 en un domini

U sempre tenen una solució ƒ € Loc (U) , per a qualsevol dada ☀ € C (U) .

La solució general és aleshores , òbviament, f + h amb h Є H(U) . Si es vol

determinar unívocament una solució , és a dir , plantejar un problema que tingui

solució única, és necessari imposar quelcom més a la solució ƒ. Per exemple,

hem vist en la proposició 10.19 que, en el cas U = C, el potencial de Cauchy

C(6) és l'única solució que s'anul·la a l'infinit , i en el cas que U sigui el disc

unitat hem vist també dos resultats en aquest sentit (teoremes 10.36 i 10.38) .

Hom podria pensar que una possibilitat és prefixar els valors de ƒ a la

frontera del domini i plantejar un problema de tipus Dirichlet : donades les

funcions 4 € C (ƏU) i 6 € C (U) , busquem una funció ƒ € C(U) tal que ƒ = 4

a Əʊ i☎ƒ = a U. Aquest problema, si té solució , és única , perquè si ƒ1 , ƒ2 en

són dues solucions , aleshores f1 - f2 és holomorfa a U i nul·la a ĈU i , per tant ,

f1 = f2 . Ara bé, és molt fàcil adonar-se que aquest és un problema mal posat

que, en general , no té solució. La raó és que les dades , han de complir una

condició de compatibilitat .

-

En les línies següents suposarem que U és un domini acotat amb vora regular

a trossos orientada positivament i suposarem també que existeixen solucions a

U, en el sentit clàssic , de l'equació aƒ = 6. Donades les funcions ↳ E C(ƏU) i

Є C(U) , si ƒ € C¹ (U) compleix ƒ = 4 a ƏU i ☎ƒ = 6 a U, llavors per a tota

funció h holomorfa en un entorn de Ū tindrem

√, hdz =[, fhdz =[ d(fhdz) = [ hødz ^ dz .
au au U U
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En conseqüència, per tal que hi hagi solució del problema de tipus Dirichlet és

necessari que les dades , compleixin l'equació de compatibilitat següent :

√, 9(2)h(z)dz =[ h(z)ø(2)dz ^ dz,au U

per a tota funció h holomorfa en un entorn de U.

(10.8)

En el cas homogeni , = 0 , estem discutint quines funcions Є C(JU) són

els valors a la frontera de funcions contínues a Ū i holomorfes a U. La condició

necessària anterior és

Lay (2)h(z)dz = 0, per a tota funció h holomorfa en un entorn de Ū.

au

( 10.9)

Ara bé, pel teorema de Runge, aquestes funcions h són límits uniformes sobre

U de funcions racionals amb pols (simples) a C \ U; per tant , la condició ( 10.9)

és equivalent a

4(2)

UZ

-dz = 0, w ¢ Ū.
- พ

(10.10)

Ara veurem que aquesta condició també és suficient per a l'existència de solució

d'aquest problema de Dirichlet holomorf.

Teorema 10.43 . Una funció 4 E C (IU) té una extensió contínua a Ū i

holomorfa a U si i només si es compleixen les condicions equivalents ( 10.9) o

(10.10) .

Demostració. Tan sols ens falta provar que les condicions són suficients . La

funció que busquem, F = C (U) √ H(U) amb Faʊ = 4 , no pot ser altra , per la

fórmula de Cauchy, que

(w)

2πi Jau w - Z

1

F(z) =
= dw .

Utilitzant (10.10) cal veure que si a Є ƏU, aleshores lim za F(z)
=

(a).
ZEU

Tot punt z Є U, prou proper a ĈU, té una projecció π(z) Є Əʊ ben definida ,

en el sentit que π(z) és el punt de OU més proper a z . És a dir ,

– −
min{ | z – w ] : w € JU} = |z — π (z ) | def d(z)

=

i aquest punt és únic per la regularitat de U. Designem per z * un punt

situat sobre la normal exterior a ĈU en el punt π(z ) , a distància d(z) de π(z)

(fig . 10.4) . Aleshores z * U i hom té
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(2)11

γι

12

U

Y3*

74

о

La

Figura 10.4

au w

En conseqüència, podem escriure

F(z)
=

=

Considerem ara el nucli

P(z , w)

=

1

Σπί

1

Σπί

Lov (w)

Lov (w)au

(w=

(w)

-

Z พ

(

Z*

dw

1

-
พ Z

= 0.

Z 2*

พ
-

1

(w − z)(w — z*
- -

dw.

dw =

1

- Z*

=

-

Z Z*

(w − z) (w − z*)
-

i observem que té les propietats següents :

1

2πίa) 2i SauP(z , w)dw
= 1

¸d(z ,ƏU)

b) P(z , w ) ≤ caw , si w U

c) Sau P(z , w ) ||dw | ≤ c si z € U,

on c és una constant.

La primera és conseqüència de les igualtats

1 dw

2πiJau w-
- Z

1

=
1 ,

Σπί au W

dw

-
Z*

= 0.=
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Per a la segona, observem que

|z – w| ≤ d(z , ƏU) + | ñ (z) − w| ≤ 3 | z – w|
- -

(10.11 )

(perquè | π (z ) – w | ≤ d(z ) + | z − w| ≤ 2 | z – w| ) , i el mateix val per a z * . Per

tant,

1 1

| 2 * — w ] ≥ ¦¦ (d (z , OU) + | ñ ( 2) − w ]) ≥ ¦ | z − w | ,

que demostra b) . La propietat c) és conseqüència de b) .

Aquestes propietats són anàlogues a les del nucli de Poisson del disc (apar-

tat 7.6.1 ) . La resta de la demostració es fa com en la solució del problema

de Dirichlet al disc (de fet , F també és la solució del problema de Dirichlet ! ) .

Posem

-
F(z) — (a)

=

1

Σπί ↓ (4 (w) – 4 (a) )P(z, w )dw
au

i notem que, donat ɛ > 0 , per la continuïtat de , hi ha un 8 > 0 tal que

|4(w) — 4(a) | < ε , si | w — a | < 8 , w Є JU. La contribució de {w : |wa| < 8}

a la integral anterior és , aleshores, menor que

CεΕ

2π[ \P(z, w ) dw≤ 2π

i la contribució de {w : |wa | ≥ 8} està dominada per

21141100

2π
/

|| || ∞d(z , OU)

|P(z , w) ||dw| ≤
π -

w - a≥8 w- a≥8

|dw|

|z — w│2 ·

(10.12)

- -
Si │z – a | < 8/2 i | w – a | ≥ 8 , llavors | w – z | ≥ 8/2 i el terme de la dreta de

(10.12) és inferior o igual a Cô dist (z , OU) i , per tant, és menor que ɛ si z és

prou proper al punt a.

Si U és simplement connex, ( és a dir , C \ U és connex) , llavors tota funció

holomorfa en un entorn de U és límit uniforme sobre U (per tant , sobre ǝU)

d'una successió de polinomis. En aquest cas la condició ( 10.9) esdevé

√ (2)z" dz = 0 , n = 0 , 1 , 2 , …….
Lov 9 2au

"

talment com en el cas del disc (apartat 7.6.1 )

Per a finalitzar tractarem el problema de tipus Dirichlet no homogeni per

a l'operador ☎. Si les dades € C (JU) i ☀ € C(U) compleixen la condició de

compatibilitat (10.8) , triem primer f = C(6) , que és una funció contínua a Ū
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que compleix ☎ƒ = ø en el sentit feble. Si h és holomorfa en un entorn de Ū,

llavors hom té

-

√ (9(2) − f(z))h(z)dz =√ hodž ^ dz

-

U auSo, f(z)h(z)dz.

Ara bé,

au

Lov f(z) h ( z )dz = Lov (=Juau

=

1

au

= ↓
π

U

(w)

- dm(w)) h(z)dzພU Z

(w ) forau z

=[ hpdw Ʌ dw.

h(z)

- พ

dz = 2i

=

=

[ (w)h(w)dm(w) =U

En conseqüència, la funció - ƒ compleix la condició ( 10.9) , i pel teorema 10.43

és el valor a ĈU d'una funció F € C(U) , F holomorfa a U. Amb tot això,

fF és la solució del problema no homogeni , perquè ƒ + F

☎(ƒ + F) = ☎ƒ = ¢ a U.

Hem provat, doncs, el resultat següent :

=

= Ya Ui

Teorema 10.44 . Donades les funcions ☀ € C(U) i 4 = C(JU) , el problema

afaU if == 4 a ǝU té solució ƒ € C (U) si i només si les funcions 4, 4

compleixen la condició de compatibilitat (10.8) .

Novament, si U és simplement connex, és suficient imposar (10.8) per als

polinomis h(z ) = z" , n Є N, de manera que ( 10.8) equival a

√₂ 9(2)2" dz =√ 4(2)2″dz ^ dz,
au U

n = 0, 1 , 2 , ...

Exemple 10.45 . Si (z) = z i U és el disc unitat D , la condició sobre y és

1 2π

ƏD
√mm 4 ( 2 ) 2 " dz = √p"

zz"dz Ʌ dz = 2i

2if'["

pn+2¸¿(n− 1)º drdo.

+∞

Aquesta darrera integral val 0 si n # 1 , i πi si n = 1. Si (eio) = Σ ô(k)eiko

-

k=-∞

és el desenvolupament en sèrie de Fourier de , la integral de l'esquerra és

2ñiê(—n − 1) . Així, ha de ser ( −1) = 0 , 4(k) = 0 per a k ≤ −3 i ( −2) = 1/2 ,

és a dir ,

x(eio)

1

ΣΦ= e−210 + Σ ŷ(k)eiko.
2

k=0
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L'extensió ƒ de 4 amb ☎ƒ = 6 és

1

f(z) = = =² + Σ ô(k) z^ .

k=0

A diferència del problema de Dirichlet per al laplacià , no té sentit , per tant,

plantejar en general el problema

☎ƒ = 0 a U, ƒ = 0 a ƏU.

Aquest problema només té solució (única) si o compleix la condició

√ hdm = 0, per a h holomorfa en un entorn de U.

En lloc de demanar a la solució ƒ de ser nul·la a OU, el més natural és demanar

que sigui "la més petita possible" en el sentit , per exemple, que minimitzi el

valor de la integral

So,

8

|f(z) | ² |dz |

entre totes les solucions de ƒ = 6. Un exemple de solució d'aquest problema,

en el cas del disc unitat , és el teorema 10.36 .
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10.7 Exercicis

1. Digueu si hi pot haver o no una successió de polinomis (Pn) de manera que

Pn(z) 1 si Im z > 0 , Pn(x)
n1∞ n1∞

0 six ER, Pn(z) ∞TU

--1 si Im z < 0 .

2. Siguin 0 < a < b fixats . Per a cada nЄ N construïu un polinomi Pn de

manera que, per a z < n, es compleixi

|Pn (z) | ≤

1
-

n

|Pn (z ) | ≥ n

si Im z 0 o Im > b,

si Im z = a.

Utilitzeu (Pn) per a trobar una successió de polinomis que convergeixi pun-

tualment cap a zero a C i uniformement sobre tot compacte de CR, però

que no convergeixi uniformement a cap entorn de cap punt de l'eix real .

3. Proveu que si ƒ(z ) és una funció contínua al disc D(a, r) , a € C , r > 0 i

holomorfa a D(a, r) , llavors ƒ és el límit uniforme a D(a, r) d'una successió

de polinomis en za. Proveu també que si ƒ és contínua a C \ D(a, r) i

holomorfa a CD(a, r) , llavors f(z ) és límit uniforme a C \ D(a , r) d'una

successió de polinomis en 1/(z − a) .

4. Sigui U un domini acotat del pla de manera que OU està formada per un

nombre finit de circumferències . Proveu que tota funció contínua a Ū i

holomorfa a U es pot aproximar uniformement a U per funcions racionals

amb pols fora de U. Quines són les funcions contínues a U que es poden

aproximar uniformement a Ū per polinomis?

Indicació: Si C(zo , ro ) és la frontera exterior de U i C(zi , ri) , i = 1 , ... , m

les altres components de OU, proveu que una funció ƒ en les hipòtesis del

problema es pot descompondre com ffo + f1 + ··· + fm on cada fi està

en alguna de les hipòtesis de l'exercici 3 respecte de D(zi , ri) .

•

5. Sigui U = {z : | z | < 1 i | 2z − 1 | ≥ 1 } i ƒ € H (U) . Contesteu les preguntes

següents:

i) Existeixen polinomis (Pn )nen de manera que Pn → ƒ uniformement

sobre els compactes de U?

ii) Existeixen polinomis (Pn)nen de manera que Pn

sobre U?

iii) Què es pot dir si ƒ és holomorfa en un entorn de U?

f uniformement
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6. Sigui K CU, K compacte, U obert de C. Definim

Â = Kv = {z € U : \ ƒ( z ) | ≤ supw€K |ƒ (w) | , per a tota funció ƒ € H (U) } .

Proveu les afirmacions següents :

i) Â és un compacte, K Ki K està contingut a l'embolcall convex

de K.

=

ii) Â és la unió de K i de les components connexes de U \ K que són

relativament compactes a U.

7. Siguin U₁ C U2 dos oberts de C. Proveu que les afirmacions següents són

equivalents :

i) Tota funció ƒ Є H(U₁ ) es pot aproximar per funcions de H(U2) , uni-

formement sobre els compactes de U1 .

U1 2ii) Si U₂ \ U₁ = LUF amb L compacte, F tancat a U₂ i LF = 0, llavors

ha de ser L = 0.

iii) Per a tot K CU₁ , K compacte és Kʊ₂ = Kʊ₁ ·

iv) Per a tot K CU₁ , K compacte és Kʊ₂ NU₁ = Kʊ₁ ·

v) Per a tot K CU₁, K compacte és Ku₂ U₁ compacte .

8. Construïu una funció meromorfa al disc unitat amb pols simples i residu 1

en els punts Znk = ( 1 − 2 −n ) e²nik , k = 0 , 1 , ... , n —

1

9. Proveu que f(z) = £

N= 1∞ 23 n3
-

- 1 , n = 0, 1 , ...0,1 , ...

defineix una funció meromorfa a tot el pla.

Trobeu els pols de ƒ i les parts principals respectives a cada pol . Expresseu

f en termes de les funcions trigonomètriques.

10. Proveu la fórmula

πtg(πα) = 22Σ

(nn=1

1

2
-

1)² - 22

per a zk+

11. Per a a , b ЄR, a ‡ Z , b ‡ 0 , calculeu

12. Proveu la igualtat Σ

n=0

+∞

(-1)n

(n + a)2 '

(-1)n

(2n + 1)3

=

π-3Π

32

+∞

(−1)n

n² + b²

7
1
2

nЄ Z.
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13. Proveu les fórmules

sin az 2

a)
=

sinπZ π
Σ(-1)"

n sin na

z² — n² '

cosaz

b)
=

COSπZ
n=1

1

πZ +

22

π
Σ(-1)"

n=1

cos na

z2 - n²

amb a € Ria ‡ kл, k enter , en l'apartat a) .

j=1

-

14. Sigui U = U₁ U; amb U, Uj oberts i f; una funció meromorfa a U; per a

cada j = 1 , 2 , ... de manera que ƒj – fk Є H(U; Uk ) per a tot parell j , k.

Proveu que existeix una funció ƒ, meromorfa a U, tal que ƒ – ƒ¡ € H(U;)

per a j = 1 , 2 , ....

-

15. Sigui U = U =1 U; amb U, Uj oberts i 9jk Є H(Uj¬Uk) per a j , k = 1 , 2,……

de manera que es compleixen les condicions

9jk = -9kj , 9jk + 9kl + Glj = 0 a Uj Uk U per a tot j, k, lɛ N.

Proveu que existeixen funcions g; € H(U; ) de manera que

9jk9k9j a Uj ○ Uk, j , k = 1 , 2 ,……….....

16. Si E C¹ (D) és acotada a D proveu, directament , que la integral de Cauchy

1

de ø, C (4) (z) = = √П ω

(w)

-
Z

dw, és una funció contínua a C, de classe C2

a D que compleix OC(6) = 0 a D.

17. Generalitzeu les proposicions 10.33 i 10.34 prenent

1 - |w|2

H(z , w ) = 4= 4

( 1 - zw

on és una funció holomorfa al semiplà II
= {z: Rez > 0} i contínua

a II que compleix ( 1 ) 1. Proveu que amb condicions adequades sobre

E C(D), la funció

u(z)
=

=

1

π

1- w/2

φ

1- zw
:)

Z

(w)

-- w

dm(w)

és una solució de l'equació ☎u = 6 a D.

18. Generalitzeu la proposició 10.40 prenent H(z , w) = p (zw− |w | 2 ) amb una

funció entera tal que (0)
=
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19. Demostreu la fórmula de descomposició següent , que acompanya la fórmula

de la proposició 10.40 : si ƒ E C¹ (C) i ƒ i dƒ compleixen condicions adequa-

des (establiu quines) , aleshores hom té

f(z) = c √c

zw- |w |2

´f(w)dm(w) +

1
-

П

١
٥

-€²ñ— \w|² ☎ƒ(w)

Z - w
dm(w) , c constant .

Quant val la constant c?

20. Si ƒ € L¹ (D) i k Є N posem Tkf(z)

az ED.

=

k -
(1 − / w /2 ) k— 1

f(w)dm(w) , per
π D (1 − zw)k+1

-

a) Proveu que si ƒ € L¹ (D ) ŉ H(D) llavors hom té

Tkf(z) = f(z) , Tkƒ(z) = f(0) , zЄD .

b) Proveu que hi ha una constant c > 0 tal que

||Tkf||2 ≤ c || f|| 2

per a tota funció ƒ € Ľ²(D) .

Indicació: Calculeu Tkf(z) amb f(w) = wn, n = 0 , 1 , 2 , ...
...





Capítol 11

Zeros de funcions holomorfes

En la primera part d'aquest capítol es tracta el problema de la construcció de

funcions holomorfes amb zeros prefixats , ja sigui a tot el pla o bé en un domini

qualsevol. La solució d'aquest problema la dóna el teorema de factorització de

Weierstrass, que expressa les funcions buscades com a producte infinit de fac-

tors elementals . Per aquesta raó s'estudien , detalladament, les propietats dels

productes infinits , tant de números com de funcions . El teorema de Weiers-

trass es fa servir per a resoldre el problema clàssic d'interpolació per funcions

enteres al qual també s'hi pot aplicar un mètode basat en l'existència de solu-

cions d'una equació de Cauchy-Riemann no homogènia, provada en el capítol

anterior .

A continuació s'analitza la relació que hi ha entre els zeros de funcions

holomorfes i l'equació de Poisson , anàlisi que fa veure que si es disposa d'un

mètode de solució de l'equació de Poisson , aleshores es té un procediment per

a construir funcions holomorfes amb zeros prefixats. En el cas del disc unitat ,

el fet de tenir una fórmula explícita per a resoldre l'equació de Poisson permet

obtenir l'anomenada fórmula de Jensen, que dóna una relació entre la distri-

bució dels zeros d'una funció holomorfa al disc i el comportament de la funció

a la circumferència unitat . La fórmula de Jensen es fa servir per a estudiar

la distribució dels zeros d'una funció entera, distribució que depèn de l'ordre

d'aquesta funció .

507
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El capítol s'acaba amb l'estudi dels ideals tancats de l'àlgebra de les funcions

holomorfes en un domini del pla. Els ideals d'aquesta àlgebra estan íntimament

lligats als conjunts de zeros de funcions holomorfes , i el seu estudi depèn, per

tant, dels resultats que s'han obtingut prèviament .

11.1 Productes infinits de números i de funcions

La definició de producte infinit convergent que donem a continuació, inspirada

en la de sèrie convergent , sembla prou natural.

=1

Definició 11.1 . Donada una successió (Pn) =1 de números complexos direm

que el producte infinit In-1 Pn és convergent amb producte P si la successió

de productes parcials P₂ = Пk=1 Pk és convergent cap a P, quan n → ∞ .

Exemple 11.2 . П –2 ( 1 − ) = ½ perquè és immediat comprovar que Pr

1 n+1

12 n

n

=

=

Observem que amb la definició anterior, si hi ha un terme pn 0, llavors el

producte infinit és convergent i val zero . També és evident que si el producte

ПIn-1 Pn és convergent i val P, llavors 1 Pn també ho és i val P. La

convergència de Пrn amb rn > 0 és clarament equivalent a la condició

ΣLogrn < ∞

n= 1

i, en aquest cas , hom té

II

n=1

Tn = exp Logrn ,

n= 1

interpretant que exp(-∞ ) val 0. Fem notar que podem tenir un producte

infinit П1 Pn amb în # 0 per a tot n , però de manera que sigui convergent

i el producte valgui zero; només cal que Σ Log |pn | = -∞ . Per exemple, el

producte

n=1

II ( 1

n=2

-

n

té aquesta propietat perquè Log ( 1 − 1 ) ~ −1 i , per tant ,
-

n i , per tant, Log ( 1 − 1 ) =

- =

n=1

-∞. En aquest cas, també es poden considerar , directament , els productes
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parcials i resulta

Pn =

1 2

3

-

2

.
3

4

Com quePn = "
Pn és clar
Pn-1

cap a P0, llavors Pn
->>

que

n -

n

1

=

1

n → ∞.

n

si un producte infinit 1 Pn és convergent

1 , quan n → ∞ . Però podem tenir un producte

convergent cap a zero sense que es compleixi Pn →→ 1, n∞; per exemple,

això passa si Pn = p , amb 0 < p < 1 , per a tot n ≥ 1 .

N

N

Un producte finit 1 Pn és zero si i només si algun dels seus factors és zero.

Si tenim un producte finit de polinomis, P(z) = [] =1 Pn (2 ) , llavors un número

és un zero de P si i només si és un zero d'algun dels factors pn i la multiplicitat

que té com a zero de P és la suma de les seves multiplicitats com a zero

de cada Pn . En estudiar els zeros i les multiplicitats d'un producte infinit de

funcions , voldríem que aquesta propietat es mantingués; per a un producte

infinit de números voldríem que es complís la condició

II Pn = 0 un nombre finit de factors són zero.Π

n=1

(11.1)

En particular , ens interessa considerar productes infinits 1 Pn = P de ma-

nera que si pn0 per a tot n > 1 , llavors sigui P 0.

En les línies següents , com sempre, Log designa la determinació principal

del logaritme, i Arg, la determinació principal de l'argument , —π < Аrg ≈ ≤ π.

Proposició 11.3. Si (Pn) 1 és una successió de números complexos amb

Pn 0 per a tot n, llavors el producte infinit Пn=1 Pn convergeix cap a P # 0

si i només si la sèrie LogPn S és convergent i, en aquest cas, hom té=

Pes.

n=1

Demostració. És evident que si la sèrie LogPn convergeix a S, llavors

=

n=1

Пn=1 Pn convergeix a P es. El recíproc és evident si Pn > 0, tal com

hem dit abans , però en el cas general que els pn siguin complexos es necessita

una prova. Si Sn
=

n

k=1

Log Pk , del fet que esn
=
Pn = 1 Pk convergeixi

cap a P0 n'hem de deduir que Sn és convergent ; clarament això no és pas

cert per a una successió Sn qualsevol (per exemple, Sn = 2πni ) i cal utilitzar

la informació addicional que Sn+1 Sn = LogPn+ 1 → 0 quan n → ∞ (perquè

Pn → 1) .

-



510 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

Amb la notació anterior tindrem Log Pn = Sn + 2πikn per a kn Zi

-

=

2πi(kn+1 — kn) = Log Pn+ 1 - Log Pn + Sn - Sn+ 1

= Log Pn+ 1 - Log Pn - LogPn+1

=

(11.2)

=

Si P no és un número real negatiu, tenim Log Pn →>> LogP i, essent Pn → 1 , el

terme de la dreta de ( 11.2 ) tendeix cap a zero quan n → ∞ . Per tant , kn+1

és constant a partir d'un cert valor de n i , llavors , Sn Log Рn - 2πikn és

convergent. Si P és real negatiu, podem raonar de la mateixa manera amb

la determinació del logaritme donada per 0 < arg z < 2π i tindrem log Pn

Sn + 2πiln amb ln € Z. Aleshores , resulta

-
2πi( n+1 − In ) = log Pn+ 1 - log Pn + Sn - Sn+ 1 =

= log Pn+1 - log Pn - Log Pn+1

=

=

i concloem com abans que Sn és convergent .

n≥no

Si П Pn és un producte infinit amb limn→∞ Pn 1 , llavors es complirà

Pn 0 per a n≥ no, i si Log Pn convergeix cap a S, tindrem evidentment

=

no-1

=es

II Pn

∞

ПIIPn

n=1 n=1

i es complirà la propietat ( 11.1 ) . A més d'aquesta propietat , voldríem també

que els productes infinits fossin incondicionalment convergents, en el sentit que

el seu caràcter i el seu producte siguin independents de l'ordre dels factors.

La proposició següent dóna una classe de productes infinits que gaudeix de les

dues propietats desitjades , prou àmplia per a les aplicacions.

Proposició 11.4 . a) Sigui (Pn)n=1 una successió de números complexos de

manera que lim, (Pn) = 1 i Σ | Logpn | < + ∞ per a algun no Є N. Ales-

n>no

hores П1Pn és un producte infinit incondicionalment convergent que com-

pleix la propietat (11.1) .

b) Siguin pn : A → C, n N, funcions acotades d'una variable X E A, on A

és qualsevol conjunt, de manera que Pn(X) → 1 uniformement a A quan

n → ∞ i suposem que la sèrie Σ LogPn ( és uniformement convergent
-

n>no

a A per a algun no E N. Aleshores el producte infinit

P(A) = [] Pn(X)

n=1
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és uniformement convergent a A, en el sentit que si posem Pn(X)

Пn=1 Pn(\̂) , el límit

P(X)
= lim Pn(X)
n1∞

=

existeix uniformement a A. A més, es compleix la propietat ( 11.1 ) , és a

dir, P(X) = 0 si i només si pn(X) = 0 per a un nombre finit de valors de n.

Finalment, també val la igualtat P(X) = П1 Pnk (A) , uniformement a A,

per a qualsevol permutació k → nk de N.

∞

k= 1

Demostració. La convergència absoluta de Log Pn implica la convergència

n≥no

n≥no

-no-1

d'aquesta sèrie ; per tant , П1 Pn és convergent cap a exp ( ΣLog Pn ) Пnº¹Pn .

El mateix passa si canviem l'ordre : П1 Pn és convergent per a qualsevol

permutació k → nk. Si algun factor Pn és zero , els dos productes infinits

anteriors són zero , i , si no , també són iguals perquè LogPn = Σ LogPnk 'ΣLog

n k

ja que les sèries absolutament convergents són incondicionalment convergents .

Ara falta veure només que amb la hipòtesi b) , de convergència uniforme de la

sèrie LogPn (X) | sobre A, la igualtat

n≥no

no -1

P(A) = exp Σ LogPn(\) [] Pn (\) ,

n>no n=1

=
es compleix amb convergència uniforme al conjunt A. Si ara posem Sn (X) =

n

Σ LogPk(A) , la hipòtesi implica

k=no

n

| Sn(A) | ≤ LogPk (X) | ≤ M,

k=no

per a una constant M < +∞ , i ara la convèrgencia uniforme de Sn , posem cap

a S, implica la convèrgencia uniforme de exp(Sn) cap a exp(S) perquè

| exp(Sn (A)) – exp( S (A) ) | = c | Sn (X) – S(X) | ,

-

on c és una constant tal que | exp(≈1 )—exp(≈2 ) | ≤c | z1 − Z2 | Si | Z1 | , | Z2 | ≤M. □

La manera com utilitzarem la proposició 11.4 es resumeix en el teorema

següent.
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Teorema 11.5 . Sigui U un domini de C i fn Є H(U) , n = 1 , 2 , ... de manera

que fn(z) - 1 quan n → ∞ uniformement sobre els compactes de U i que la

sèrie Log fn (z ) | sigui uniformement convergent sobre cada compacte

n≥no(K)

KCU, per a un no (K) que pot dependre de K. Aleshores el producte infinit

F(2) = [] fn(2)

n=1

convergeix uniformement sobre els compactes de U, FH(U) , Z (F)

Un Z(fn) i

m(F, z) = Σm(fn, 2) , per a tot z € U.

n=1

=

=

Demostració. Sobre cada compacte K CU es pot aplicar la proposició 11.4

i resulta que el producte infinit convergeix uniformement sobre els compactes

de U. Cada producte parcial Fn I fk és una funció holomorfa , i , pel

teorema 9.3 , és FЄ H(U) . Com que el producte infinit té la propietat (11.1) ,

Z(F) = UZ(fn) , és a dir, un punt a EU és zero de F si i només si a

és un zero d'alguna funció fn (per a un nombre finit de valors de n, perquè

fn(z ) → 1 ) . Fixem ara un disc D(a.r) C U; serà ƒn (z ) ‡ 0 , si n ≥ no i

z € D(a, r) i , per tant , la funció Пno+1 fk(z) = G(z) és holomorfa i sense

zeros a D(a, r) . Llavors, hom té F (z) = In± 1 fn (≈)G(z ) i , evidentment ,

no-1

m(F, a) = Σ m(fn, a) = Σm(fn , a) .

n=1 n=1

-

-
La funció Log (1 + w) té el desenvolupament en sèrie de potències w

w² + ... al voltant de l'origen ; per tant , | Log(1 − w) | ~ │w | per a │w | ≤ 1. Si

apliquem aquesta estimació a 1 W = fn(z) o a 1- w = Pn, per a cada n, en

resulta una formulació equivalent de la proposició 11.4 i del teorema 11.5 .

Ĉ 1

- -

Teorema 11.6. a) Si Σ │1 - Pn < +∞ , llavors In-1 Pn és un producte

n=1

infinit incondicionalment convergent amb la propietat (11.1) .

b) Si U és un domini de C i fn Є H(U) , n = 1 , 2 , ..., de manera que la sèrie

Σ1 - fn(z) | és uniformement convergent sobre els compactes de U, alesho-

n

res el producte infinit F ( z ) = [] =1 fn (z) té les propietats del teorema 11.5.
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En els capítols precedents hem utilitzat sovint el fet que la derivada lo-

garítmica f' /f d'una funció ƒ € H(U) és una funció meromorfa a U amb pols

simples en el conjunt de zeros de U i residus donats per la multiplicitat d'a-

quests zeros. Quan tenim un producte finit F = f1 ... fn , trivialment , hom té

F'

F

=

n

i=

fi

és a dir, la derivada logarítmica és la suma de derivades logarítmiques. Ara

veurem que aquest resultat també val per a productes infinits.

Teorema 11.7. Sigui U un domini de C , fn € H (U) , n = 1 , 2 , ... de manera

que Σ 1 - fn(z ) | és uniformement convergent sobre els compactes de U, i

n=1

posem F(2) = [ 1 fn (z) . Aleshores es compleix la igualtat=1

F' (z)

F(z)

=
fn(z)

fn(z)'
n=1

on la sèrie convergeix uniformement sobre els compactes de U.

Demostració. Fixat un compacte KCU, com que la hipòtesi implica fn(z ) 1

uniformement a K, hom té

-
| 1 − fn (2 ) | ≤ per a tot z Є K, n≥ no(K)

i , per tant, | fn (2 ) | ≥ 1 , per a ≈ € K, si n ≥ no (K) . Així, d'un rang en

endavant , els termes de la sèrie Σ

fn

fn

K. Posem, com abans ,

són funcions holomorfes en un entorn de

no

F(2) = [ ] fn(2)G(2)

n=1

amb G(z) = П0+1 fn (2) . Tindrem, aleshores ,

F'

F

=

no

f'n
G'

+

fn G

n=1

i , per tant , és suficient provar que la igualtat G

fn= val uniformement
fn

sobre K.

no+1
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Considerem els productes parcials

no+l

Gr(2) = [] fn(2)

no+1

que tendeixen uniformement a G sobre K quan l → ∞. Com que G(z ) 0 si

z € K , hi ha un 8 > 0 tal que 1/8 > |G( z ) | ≥ 8 si z − K, i , per convèrgencia

uniforme, serà > | G₁ ( z) | ≥ ½ si z € K , per a 1 prou avançat . D'altra banda ,

G → G' uniformement a K i amb les desigualtats

δ

2

-

G₁(z) |G₁ (z)G' (z) – G(z)G{ (z) |G' (z)

G(z)

- =

Gi ( 2 )

veiem que a

=

no+l

Ge Σ

no+1

→

V
I

| G(z) || Gr (z) |

-

<

|G₁ (z) ||G' (z) – G{ (z ) | + |G{ (z ) || Gı (z) – G(z) |

(8/2)2

く

≤c · ( G′ (z) – G'{ (z ) | + |G(z) – Gı (z) ) , c constant,
-

し
uniformement a K, quan 1 → ∞ . Finalment observem que

fn i obtenim el teorema.
fn

11.2 El teorema de factorització de Weierstrass

=

Volem construir una funció entera F que tingui exactament uns zeros Zn E C

prefixats amb unes multiplicitats també prefixades, mn Є N. El conjunt dels

zeros A {zn : n Є N} és un conjunt tancat de punts aïllats qualsevol (per

tant , zn → ∞ quan n → ∞ , si A no és finit ) i la successió de multiplicitats

(mn) és arbitrària. Sense pèrdua de generalitat , suposarem zn 0 .

Evidentment , si A és un conjunt finit A = { 1 ,..., ZN} , considerarem sen-

zillament el polinomi

N mn
Z

P(z) = II ( 1
Zn

n=1

En el cas general, és prou natural considerar un producte infinit del tipus

F(2) = ÏÏ (II (¹
n=1

1 -
Z

Zn

mn

sempre que compleixi les hipòteis del teorema 11.5 .

és més convenient interpretar que el factor ( 1

-

Zn
)

Per tal de comprovar-les

surt repetit mn vegades,
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i llavors trobem que la condició adequada és que la sèrie

Z

Σ
mn

Zn
n=1

convergeixi uniformement sobre tot disc del pla, la qual cosa és equivalent a la

condició

mn

< +∞.

| zn |
n=1

z-
Així, per exemple , el producte П1 ( 1 − ) defineix una funció entera que

s'anul·la una vegada en cada punt zn = n², n = 1,2 , .... En general, la

condició anterior no es compleix (per exemple , si zn = n) ; la idea és aleshores

introduir uns factors An (z ) , sense zeros , que siguin de correcció en el sentit que

el producte infinit

F(z) = II ( 1

n=1

-
2

Zn

mn

An(z) (11.3)

sí que sigui uniformement convergent sobre compactes. Atès que els factors

An(2 ) no han de tenir zeros , els buscarem de la forma An (z ) = exp(−Bn (2 ) ) .

Per motivar la definició de les funcions Bn, observem que segons el teorema 11.7

la derivada logarítmica de F tindrà l'expressió

F'

F

=

Σ
n=1

Z

mn

-

En conseqüència , les funcions Qn

Zn

=

-

Qn)

amb Qn = Bn.

Bhan de ser també termes de correcció de

la sèrie anterior , per tal que representi una funció meromorfa amb pols simples

en els punts zn i amb residus mn.

Aquesta observació estableix un vincle del problema que estem considerant

amb la descomposició de funcions meromorfes en fraccions simples i el teorema

de Mittag-Leffler . En la demostració del teorema 10.9 , hem vist que la tria més

natural dels termes de correcció Qn és una suma parcial del desenvolupament

de mn en sèrie de potències al disc D(0, | zn | ) , posem
Z- Zn

sempre que la sèrie

Qn (z) =
= --mn

n=1

λη k

k

k=0

mn

-
ZnZn

An + 1
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sigui uniformement convergent sobre els compactes de C. Observem ara que la

igualtat Qn = B es compleix si posem

Xn+1

Bn = —Mn

1

Στ(6)
k=1

k Zn

k

Per tant , definim

An (z) = exp mn

{m

Xn+1 k

1 Z

Σ
k Zn

k=1

i procedim a esbrinar quines condicions han de complir els números An per tal

que el producte infinit (11.3) compleixi les hipòtesis del teorema 11.5 . Intro-

duïm la notació Pn = 1 + An i posem també1+

zk

Ep(z) = ( 1 − z) expΣ

-
ΡΕΝ,

k

k=1

que són els anomenats factors elementals de Weierstrass , de manera que

pretant que el factor Ep, ( ) apareix repetit m, vegades, hom té

F(2) = ÏÏ (1 - -/- )
II

n=1

Zn

mn

An(z) = II EmnΠ

n=1
Zn

inter-

Ens interessa ara una estimació de | Log Ep (z ) | . Llevat d'un múltiple enter de

2πi, tenim

p

Log Ep (z) = Log(1 − z) +
-

k ΣΕ

si z < 1."

k

k=1 k=p+ 1

Si │z < l'expressió anterior està acotada en valor absolut per

1

p + 1
Σ 21*

k
=

<

k=p+ 1

1 |2|P+1 2
:| 2 |P+ 1 < 2−P

p + 11 - z p+ 1

(la qual cosa significa també que es tracta efectivament del logaritme principal ,

sense cap múltiple enter de 2πi) . Donat r > 0, suposant z < r i considerant

només els punts zn amb |zn| > 2r tindrem

Σ LogEm (2) ≤2 ΣPn

n≥no(r) |zn |≥2r

mn

Pn +1 ( )

Pn +1
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per a un rang no (r) que depèn de r. Per aquest motiu, la sèrie

Σ

mn

Pn +1 (
|zn| 2r

r
Pn+1

(11.4)

té un paper rellevant en el resultat següent , el qual queda provat per les consi-

deracions que acabem de fer.

Teorema 11.8 (Weierstrass) . Si la sèrie (11.4) convergeix per a tot r > 0,

llavors el producte infinit Пx PnEm (4 ) defineix una funció entera que s'a-

nul·la exactament en els punts zn C amb multiplicitats mn Є N.

Sempre hi ha una tria de pn Є N adequada, per exemple pn = nmn . Es pot

prendre pn = p, independent de n, quan

mn

Zn /P+ 1

< +∞.

n=1

Exemple 11.9 . Prenem zn = ni mn = 1 per a nЄ Z. La funció entera més

senzilla que s'anul·la en els punts enters amb multiplicitat 1 és

F(2) = ≈ II ( 1II (1-1) e² /n

n#0

que de seguida calcularem explícitament . En els mateixos punts, si volem ara

mn = | n ] , ens cal prendre p = 2 i obtenim

1
1
2

|n|

=

F(-) - II ( ( - ) - ( + )")]" -F(2) = II [ ( 1 − 3) exp (
n‡0

n

2

-й (- ) ()

=

= II ( 1

n=1

n2
exp "

que és una funció entera amb F(0) = 1 i un zero d'ordre n❘ en cada punt

nЄ Z, n 0.

De la mateixa manera que el teorema de Mittag-Leffler és un teorema

de descomposició d'una funció meromorfa en funcions simples, el teorema de

Weiertrass és un resultat sobre la factorització de les funcions enteres .

Teorema 11.10. L'expressió general d'una funció entera amb un zero de mul-

tiplicitat k a l'origen i zeros de multiplicitat mn > 0 en els punts zn Є C és

F(z) = z= 2k II Emn

n=1

Z

exp g(z) ,
Zn
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on els números pn Є N fan que la sèrie (11.4) sigui convergent per a cada r > 0,

i g és una funció entera.

Mitjançant l'ús de la derivada logarítmica podem obtenir exemples concrets

de factorització de funcions enteres a partir dels exemples de l'apartat 10.3.1 .

Exemple 11.11 . Considerem la funció F(z) = sinπz que té zeros simples

en els punts enters . Com que < +∞ , podem prendre P₂ =

teorema 11.10 i obtenim

n2
1 en el

sin πZ = Z

II (1-2)2) e²/n exp g(2).

n#0

sin πZ

= π,

Derivant logarítmicament i comparant amb el desenvolupament de π сot πz de

l'exemple 10.13 veiem que g′ (z ) = 0 ig és constant . Atès que lim₂→0

ha de ser e9 (z ) = π, és a dir ,

sin πZ = πZΠ
II (1-2 ) e² /n ,

n

n#0

o bé, agrupant els termes en n i −n,

sin πZ = πZ

Ⅱ (1 )

n=1

Exemple 11.12 . La funció entera més senzilla que s'anul·la en els enters po-

sitius és

F(2) =II (1 ) e /

n=1

Comparant amb l'exemple anterior, resulta

sin πZ

zF(z)F(−z)
=

П

La funció F (z - 1 ) s'anul·la en els enters positius i també en el zero , de manera

que

-
F(z − 1 ) = zF(z) exp g(z ) ,

per a alguna funció entera g . Prenent la derivada logarítmica, hom té

1 1

=

z − 1 + n n Z
+ 9'(2) +Σ

1 1

"

z + n η

n=1 n=1



11. ZEROS DE FUNCIONS HOLOMORFES 519

-

que implica g' (z ) = 0 i , per tant , g és una constant que anomenarem y. Així,

F(z −1) = zF(z)e i la funció H(z) = F(z )e compleix la relació H (z − 1 ) =

zH(z) . Fent z = 1 a F(z − 1 ) = zF(z )e obtenim

1 =

-

F(0) = e˜F(1) , e¯~
=

II ( 1 + =-=
n

e

n=1

que significa

Y= lim

7- 1m ( 1 +

1

1+

2n1∞

1
-

+ + - Logn)n

Aquesta constant y s'anomena constant d'Euler . La funció г (z) = zH(2) és una

funció meromorfa a C amb pols simples en els punts 0 , -1 , -2 , ..., que compleix

l'equació (z + 1) = zг(z) i г (1 ) = 1. En particular, és T (n)

nЄ N. De l'expressió

= =
(n - 1 ) ! si

e7y
z

T (z)
=

II

2
-1

1+ en

2 n
n=1

es dedueix que г satisfà la relació

π

г(z )г( 1 − 2 ) :
- =

sin πZ

la qual, fent z = ½ , dóna г ( ) = √ñ. Així mateix, hom té

T(z) =
=

e7Y
z n

lim II (1Z n1∞

-1

1+

k

=

k=1

n

n! = Σ

e k=1 = lim

n²n!

= ez lim

n→∞ z (z + 1 ) .·· (z + n)
n→∞ z(z + 1 ) ··· (z + n) '...

La funció I s'anomena funció г d'Euler . En els punts z Є C amb Rez > 0 té

l'expressió integral següent :

r(2) = √√°~°·

e-tfz- ¹dt .

Per a provar-ho, anomenem de moment G(z) la funció definida per la integral

anterior. Integrant per parts es comprova sense dificultat que G també compleix

la relació G(z +1 ) = zG(z ) . Per a veure que G(z ) = T (z ) si Rez > 0, és suficient

comprovar, per a zs, 0 < s < 1 , la igualtat

lim
G(s) s(s + 1) . · (s + n)

non!

G(s + n + 1 )
= lim = 1 , 0 < s < 1 .

n1∞

∞TU

ns n!
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De la definició de G i trencant la integral en dos trossos , de 0 ani de n a +∞o ,

resulta

G( s + n + 1 ) = √√ ° e - tys + ndt < nº
е

["

the-tdt + ns -1

୮

tn+1e-%dt,

n

•n •+∞

G(s + n + 1 ) ≥ ns− 1 [" ttn+
¹etdt + ns

n

the-tdt.

-

Integrant per parts , hom té tn+ ¹e- tdt

-n

n
е

i fn tn+ ¹e- ¹dt = −n² + ¹e¬ " + ƒn (n + 1 )tet , que donen lloc a

G( s + n + 1 ) ≤ n * fot

G(s + n + 1 ) > ns
for

∞

=
nn+¹e¬n + SD (n + 1)ť e-¹dt

t² e¯tdt + e¯”nn+ s + ns− 1

[othe

tne- tdt,

n

the-tdt,

0

tne tdt − e−nnn+s + ns-:-

desigualtats que proven l'equivalència G(s + n + 1 ) ~ n³ n !, quan n → ∞o , tal

com volíem veure.

1

Exemple 11.13. Construirem ara una funció entera amb zeros simples en els

punts zklЄ C de coordenades enteres, zkl kli, k, l Z. Ens interessa

trobar el número més petit p € N tal que Σ ++∞ , i, d'acord amb

l'exemple 10.16, podem prendre p = 2. Per tant, serveix la funció

σ (2 ) = z II (II (1

-

k,l

1

Ti) es

exp

k + li

{

k,l
|| P+ 1

2

Z 1 Z

+

k + li 2k + li

anomenada funció o de Weiertrass . La derivada logarítmica de o és

o' (z)

σ(z)

=

1

-

Z

+

Σk.l
Z

1 1

+
—

(k + li) *+li + k+ li)

Z

k

que té un pol simple en cada punt zki , k, l e Z.

Tot seguit veurem la versió del teorema de Weierstrass per a un domini

qualsevol; a més, en donarem una formulació en la qual es preveu també la

possibilitat de prefixar els pols .

Teorema 11.14. Sigui U un domini de C * , U ‡ C * , i siguin A = {zn : n € N}

un conjunt discret i tancat de U i (mn) una successió d'enters, mn 0. Llavors



11. ZEROS DE FUNCIONS HOLOMORFES 521

existeix unafunció f meromorfa a U i un entorn Vn de cada punt zn , de manera

que per a n ≥ 1 es compleix

f(z) = (z − Zn )mn gn (z ) , zЄ Vn
-

amb gn holomorfa a Vn i gn (Zn ) 0 (és a dir, si mn > 0 f té un zero en el

punt zn d'ordre mn i si mn < 0 ƒ té un pol en en el punt zn d'ordre | mn |) .

=

·

f2

Demostració. Separant A A1 U A2 de manera que als punts znЄ A1 els

correspon mn > 0 , i als punts zn E A2 , mn < 0, ens podem reduir al cas

mn > 0 per a tot n (perquè aleshores construirem fi que tingui zeros en els

punts de A₁ amb multiplicitat mn i f2 que tingui zeros en els punts de A2 amb

multiplicitat —m, i , finalment , prendrem ƒ = ½) . Aplicant, si és neccessari ,

una homografia podem suposar també que ∞ Є U però ∞ A, de manera que

C* \ U és un compacte de C ; finalment , podem suposar que A és infinit . Per

a cada punt zn , sigui wn € C * \ U un punt tal que d (zn , C * \ U) = | Zn — Wn | ·

Com que A no pot tenir punts d'acumulació a U, ha de ser lim, zn - wn = 0.

Ara imitem la prova del teorema 11.8 prenent Pn = nmn i posant ,

mn

f(z) :
=

II Epn

Zn
-
Wn

Z - Wn

=
II fn(2)mn on fn(2) = Epn

n=1 n=1

Zn
-

-

Wn

z - Wn

Cada factor fn és holomorf a U i només cal comprovar que es compleixen les

hipòtesis del teorema 11.5 . Si K és un compacte de U, hi ha un enter no (K)

tal que │z – wn | > 2 | zn – wn | és a dir , Zn-wn < 1½ , si z € K i n ≥ no (K) .

En la justificació del teorema 11.8 hem vist que | Log Ep (z) | està dominat per

21 | 2 |P+ 1 quan | 2 | ≤ } , i obtenim així:

-

Z-Wn

1

Σ ml| Logfn (2) < Σ 7 (1)

n

n≥no(K) n≥no(K)

n + 1

< +∞.

Corollari 11.15. Tota funció meromorfa en un domini U del pla és el quocient

de dues funcions holomorfes a U.

Demostració. Sigui ƒ meromorfa a U amb pols zn d'ordres mn i F holomorfa

construïda amb zeros de multiplicitats m, en els mateixos punts zn ; aleshores la

funció g = ƒF només té singularitats evitables; per tant , g € H(U) i ƒ = % . O

Corollari 11.16 . Per a tot domini U hi ha una funció f holomorfa a U que

no pot ser prolongada analíticament a cap punt de la frontera de U, és a dir, f

no es pot estendre a una funció holomorfa a U' si U' és un domini que conté

estrictament U.
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Demostració. Considerem un conjunt discret i tancat AC U tal que tot punt

de OU sigui un punt d'acumulació de A. Per exemple, A es pot construir de

la manera següent: sigui ( n ) una enumeració dels punts de U de coorde-

nades racionals i posem rn = d (zn , C \ U) . Sigui Kn una successió creixent de

compactes amb Un Kn = U com en el lema 1.15 . Per a cada n, sigui wn ‡ Kn ,

wn EU, tal que zn - wn | < rn i wn wm si nm. Com que wn & Kn,

A {wn : n Є N} és discret . Si a Є ƏU i ɛ > 0 hi ha un punt zn amb

azn < ; per tant , rn ≤ i | a − wn | ≤ │a − zn | + | Zn − Wn | < & + rn ≤ ε .½ | a + rn

Així, tot punt a Є OU és punt d'acumulació de punts de A.

=

2

-

- - -

Si ara prenem com a ƒ una funció que s'anul·la exactament en els punts

de A, no pot haver-hi cap disc D(a , ɛ ) centrat en un punt a Є OU de manera

que ƒ s'estengui analíticament a una funció g € H(D(a , ɛ ) ) perquè, en aquest

cas, els zeros de g tindrien un punt d'acumulació a D(a , ɛ ) i seria g = 0 i , per

tant, f = 0.

11.3 Interpolació per funcions enteres

Si z1 , ... , Zn són punts diferents de Ci a1 , ..., an són valors complexos arbitra-

ris , hi ha un únic polinomi P de grau més petit o igual que n − 1 que compleix

P(zj) aj , 1 ≤ j ≤ n. Observem que imposem al polinomi n condicions i

que l'espai dels polinomis de grau més petit o igual que n − 1 té precisament

dimensión. Aquest enunciat es pot provar posant

-
P(z) = C1 + C2z + ··· + cnzn − 1

-

i imposant les equacions

P(zj ) = c1 + C2Zj +
...

+ Cnz

-1
=

aj , 1 ≤ j ≤n .

La matriu d'aquest sistema lineal en les incògnites C1 , C2 , ... , Cn té per deter-

minant el determinant de Van der Monde

1 21 22

det

1 22

...

...

zn-
-1

22-1

= —

·II (ži − zj) # 0

i<j

1 Zn zn zn-1...

i, per tant, hi ha una solució única siguin quins siguin els números a1 , ..., an .

El polinomi P s'anomena polinomi d'interpolació de Lagrange . Per trobar-lo
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no cal resoldre el sistema anterior i es pot escriure el polinomi P explícitament :

si posem Q (z ) = (≈ — 21 ) ( ≈ — Z2 ) ... (z - Zn) , la solució és
- -

n

Els polinomis Qi(z) =

i=1

P(z) =Σ
ai

Q(z)

'Q' (zi) (z - zi)

=

Q' (zi) Пj‡i (≈ — zj) , compleixen Qi (z; ) =
=

Q(z)

= Q' (zi) (z—zi)

-

Sij , són de grau no superior a n − 1 i , per tant, hom té

Σa;Qi(zj)

n

P(zj) = Σ a¿Qi(zj) = Σardij = aj .

i=1 i=1

Ara volem resoldre el mateix problema però amb infinits punts (Zn) que

formin un conjunt discret i tancat de C. Hom té uns valors (an ) 1 arbitraris

i es vol trobar una funció entera ƒ ( "polinomi de grau infinit” ) que compleixi

f(Zn) = an , per a n ≥ 1. Sigui F una funció entera que tingui un zero simple

en cada un dels punts zn : F(Zn ) = 0 , F' (zn ) 0. Llavors les funcions

Fn (z)
=

1
F(z)

-
F' (Zn) (Z — Zn )

són funcions enteres que compleixen Fn ( m ) = 8n ,m . Si la sèrie

f(z) = ΣanFn(2)

=

n=1

an F(z)

Σ F ' (Zn) (z - Zn )

n=1

convergeix uniformement sobre compactes, la qual cosa passa si

Г
|an |

| F' (Zn ) || 2n |

< +∞,

n‡0

llavors ƒ serà una funció entera solució del problema.

Exemple 11.17 . Considerem el problema d'interpolació f(n) = an , n € Z. La

funció entera F més senzilla que s'anul·la en els punts enters és F(z ) = sin πz ,

que dóna F' (n) = π соS πN = π(-1)" . Així, si la sèrieCOS

h(z) = Σ(−1)n

NEZ

an

convergeix uniformement sobre compactes (en el sentit habitual, és a dir , des-

prés d'eliminar un nombre finit de sumands per a z variant en un compacte
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fixat) , llavors la funció F(z )h ( z ) resol el problema d'interpolació . Sabem que

la convergència uniforme sobre compactes de la sèrie que defineix la funció h

es compleix si

|an|

Inl
n#0

< +∞.

Per la desigualtat de Hölder , si 1 + 1 = 1 , hom té

Σ

q

|an|

1/p
1

|n|

Σ
|n|P

(Σlan19) 1/9

n#0

i atès que Σn- convergeix si p > 1 , és suficient imposar anª < + ∞

n=1

per a un valor de q, 1 ≤ q < ∞. Observem que la sèrie que defineix h pot

ser uniformement convergent sobre compactes sense ser-ho absolutament . En

(-1)"
l'exemple 10.13 hem vist que la sèrie Σ és uniformement convergent

sobre compactes, amb suma

π

sinπZ

nez

π

sin πZ

1

=

Z

22

+ Σ (−1)" z² — n²·

n=1

-

Així una altra manera de garantir la convergència uniforme sobre compactes de

la sèrie que defineix la funció h és imposant la condició Σan - an+ 1 < +∞ ,

d'acord amb el criteri d'Abel (teorema 2.14) .

nez

-

En definitiva, doncs , en l'espai vectorial de les successions (an ) nez que

compleixen an | ª < + ∞ , 1 ≤ q < +∞ , i en el de les que compleixen

nЄZ

Σan - an+1 < +∞ , l'operador

n

1

(an)nez
- sin πZ

π
Σ(-1)"

an

--

nez

n

és un operador lineal d'interpolació .

La condició de convergència prèvia a l'exemple 11.17 no es complirà en

general i , per tant , cal modificar la definició de la funció ƒ . Suposem, sense

pèrdua de generalitat , que zn # 0 per a tot n i que F és com en el teorema de

Weiertrass:

F(2) = [] Epn

n=1

Z

Zn
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amb

Pn

< +∞ sir > 0.

Pn Zn Pn
n=1

Llavors posant

f(2) =Σ

an F(z) Z
In

n=1
F' (Zn) Z - Zn Zn

amb qn números naturals convenients, tindrem una solució del problema d'in-

terpolació. Cal triar qn de manera que

n=1

|an|
րվո

|F' (Zn) || 2n | 9n +1 < +∞

per a tot r > 0 (11.5)

i , per a això, és suficient prendre qn / +∞ complint

|an|

| F' (Zn) || 2n |

1 Яп

<C, C constant .

Resumint, tenim el resultat següent .

Teorema 11.18 . Si { zn : n Є N} és un conjunt discret i tancat de C, és a dir,

+∞, i (an)n=1 és una successió arbitrària de números complexos,limn zn
=

llavors hi ha una funció entera f que compleix

f(Zn) = an, per a n = 1 , 2 , ...

Exemple 11.19. Reprenent el problema d'interpolació ƒ (n ) = an , nЄ Z de

l'exemple 11.17 on F(z) = sin πz , la condició que han de complir els exponents

In per tal de garantir (11.5) és:

[an ]

Inl

< Can, C constant.

=
O( n ) quanSi la successió (an )nez és acotada o, més generalment , an

+∞ , podem prendre qualsevol successió ¶n +∞ , per exemple, ¶n =|n|

In . Així,

1

(an)nez
sinπZ

π
Σ

nez

(-1)"an

(23)Inn

és un operador lineal d'interpolació sobre l'espai de les successions acotades.

En general, la tria de la successió (In ) dependrà de (an ) i no podem exhibir un

operador lineal d'interpolació que actuï sobre totes les successions .
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Veurem ara que el teorema 11.18 es pot millorar prefixant també, a cada

punt zn , un nombre finit de derivades . És a dir , suposarem que per a cada

n≥ 1 tenim un número kŋ Є N i valors an, a akn C arbitraris i volem

trobar una funció entera f que compleixi

1

an,

f(i) (zn) = an , per a i 0, ... , kn , n ≥ 1.
=

Aquest problema es pot resoldre combinant el teorema de Weierstrass amb el

teorema de Mittag-Leffler (vegeu l'exercici 8 de la secció 11.9) . Tot i això , farem

servir un mètode diferent que es basa en l'existència de solucions de l'equació

inhomogènia de Cauchy-Riemann i que és un mètode habitual en la solució

de problemes d'interpolació en altres contextos . La idea és resoldre primer el

problema amb una funció € C∞ (C) que tingui o petit a l'entorn de zn

i després corregir la solució per tal de convertir-la en una funció holomorfa.

Considerem els polinomis

de manera que on ( n)
=

kn

$n (z) = Σun (z
-
Zn)i

i=0

In

i!

an, i = 0,1 , ..., kn . Si ɛn són números prou petits

per tal que els discos D(Zn , En ) siguin disjunts dos a dos , posem

=

-
Zn

Ø( 2) = Σøn
Σ øn(2) x ( 12 = zn

n=1
En

on x és una funció de classe C∞ a R amb suport compacte contingut a [−1 , 1 ] ,

parella, amb x(t)

hom té (z) = n (z) i , per tant, p(i) (Zn) = an. Sigui ara F una funció entera

que tingui zeros simples en els punts zn i busquem la solució ƒ al problema

d'interpolació plantejat , sota la forma

1 si | t | ≤ 1. Llavors € C∞ (C) i al disc D(≈n , Ɛn/ 2)

=

ƒ = 0 + uF

amb u per determinar; com que volem que ƒ sigui entera , és a dir, ☎ƒ = 0 , ha

de ser

0 = of = 0 + Fẫu és a dir au
მი

=

F

аф

FAtès que 4 = ☀n a D(≈n , €/2) , hom té 36 = 0 en aquest disc i , per tant ,

és una funció de classe C∞ a C ben definida. El teorema 10.41 ens assegura

дф

que, efectivament , hi ha una funció u € C∞ (C) que compleix du

conseqüència ƒ és una solució del problema.

-
= −2 , i en
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11.4 Zeros de funcions holomorfes i l'equació de Poisson

En aquesta secció establirem un lligam entre dos temes aparentment indepen-

dents. D'una banda, sabem (corollari 10.42) que a tot domini U C C l'equació

de Poisson

Δυ = μ,

on µ és una mesura de massa localment finita a U, té una solució u Є Lloc (U)

en el sentit feble, és a dir , es compleix , per a tota funció Є Co (U) , la igualtat

↓ usqdA =[ dµ.U U

D'altra banda, hem vist que per a tot conjunt discret i tancat {zn : n E N} de

U i tota successió de multiplicitats (mn ) hi ha una funció ƒ € H(U) que té un

zero de multiplicitat mn en el punt zn , per a cada n .

Proposició 11.20 . Suposem que f és una funció holomorfa al domini U

if 0. Sigui Z(f) = {zn : n Є N} el conjunt de zeros de f (finit o nu-

merable) i (mn) la successió de multiplicitats respectives. Aleshores, la funció

u = Log | f | és localment integrable a U i hom té, en el sentit feble,

Δυ
▲u = 2π mndznΣ

n

on Sz indica la mesura amb massa 1 en el punt zn (delta de Dirac en el punt

Zn) .

Observem que µ = Σmndz, és una mesura de massa localment finita per-

n

què cada compacte de U conté tan sols un nombre finit de punts zn.

Demostració. Fixat un compacte K CU tindrem zn K per a n ≥ no (K) .

En un entorn V de K, per tant, podrem escriure

по

-

f(z) = [[ (z − zk)™kg( z)

k=1

amb g holomorfa a U i g (z ) ‡ 0 si z € V , i resulta

no

Σ
Log | f( 2) = m Log | z − zk | + Log |g (2 ) | , z € V.

k=1
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La funció Log g(z ) | és harmònica a V (corol·lari 4.31 ) i , per tant , és localment

integrable. Pel lema 7.11 cada funció Log |z - zk és també integrable a K i,

en conseqüència, Sk | Log(f(z ) |dm(z) < +∞.

El teorema 7.42 diu que ▲Log ❘z - zk❘ = 2πбz en el sentit feble , i llavors ,

a V, es compleix

no

A
▲Log |f(2) | = Σmk2πdzx + ▲Log |g | = 2π Σ mkd₂k ·
A

k=1 k

El punt interessant en aquesta relació és que el recíproc també és cert ,

sempre que el domini U sigui simplement connex.

Teorema 11.21 . Sigui U un domini simplement connex, {zn : n € N} un

conjunt discret i tancat de U, (mn) una successió de multiplicitats, i considerem

la mesura µ , de massa localment finita, µ = Σmndzn · Aleshores tota solució

uЄLloc(U) de l'equació de Poisson ▲u= 2πµ és de la forma u = Log |f | , amb f

holomorfa a U que s'anul·la exactament en els punts zn amb multiplicitat mn.

n

Demostració. Sigui u una solució de Au = 2πμ . Рel teorema de Weierstrass ,

hi ha una funció gЄH (U) que té zeros exactament en els punts zn amb multi-

plicitats mn i , per tant, A Log | g | = 2πμ, per la proposició 11.20 . Així doncs ,

A(u - Logg ) = 0 .

Pel lema de Weyl, u - Log | g | és una funció harmònica a U. Si U és simplement

connex, d'acord amb el teorema 6.22 hi ha una funció h Є H(U) , sense zeros ,

tal que u - Log | g | = Log | h . Llavors hom té u = Log | f | amb f = gh i ƒ té els

mateixos zeros i multiplicitats que g.

Així, en un domini simplement connex, hi ha una correspondència bijectiva

entre solucions de l'equació de Poisson Au = 2πμ i funcions holomorfes amb

zeros "codificats" per la mesura μ. En termes generals , tot procediment per a

construir funcions holomorfes amb zeros i multiplicitats prefixades porta a una

manera de resoldre l'equació de Poisson i recíprocament .

Per tal de justificar el que acabem de dir , apliquem el teorema de Weiers-

trass , segons el qual la funció

ƒ = II Emn
Zn

=

II (1

-

Zn

mn

exp mn

1

k
(金)n=1 n=1 k=1
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té zeros en els punts (zn) amb multiplicitats (mn ) , sempre que

mn

< +∞.

| zn |P+ 1
n

Reescrivim-ho tot -conclusió i hipòtesi- en termes de Log |f | i de la mesura

μ = Σmndzn⋅ D'un costat , tenim

n

k

Log (S(2 )| = Σ m², {Log | 1 – 2 | + Σ ¦ Re (-) *} = ↓

amb

n=1
- |Zn

2

k=1

Ρ

k Zn

K, (z, w) = Log | 1 – | + ½ ¦ Re ( ;) * ,

I, a més, també podem escriure

Σ

mn

-

พ
k=1

k

Σ 12 P + 1 = √( [wp + 1 dµ(w).

n
| Zn |P+ 1 Sch

wep
p

1

C

[ Kp(z, w)dµ (w)

ΡΕΝ (11.6 )

El resultat següent generalitza el que acabem de veure per al cas d'una

mesura qualsevol .

1

Teorema 11.22 . Si µ és una mesura a C de massa localment finita, nul·la

en un entorn de l'origen, amb fcw | ¯p- ¹d| µ | ( w) < +∞ , per a algun p Є N,

llavors la integral

u(z) = √ Kp( z, w)dµ(w) ,C

on el nucli Kp (z , w) està donat per ( 11.6) , defineix una funció u € Lloc(C) tal

que Дu = 2πμ en el sentit feble.Au

Demostració. La identitat

Log ( 1
-

2

พ

+

Р
1 k

2 1
k

2

= -

k พ k
" si │w | > | z |

พ
k=1 p+1

dóna lloc , prenent parts reals , a la desigualtat

|Kp (z , w) | ≤

1

p + 1 |wk

=

1

p + 1 (聖)

p+1

1

1

-
z

p+1 [w]
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i, en conseqüència , hom té

2

│Kp (z , w) | ≤

p + 1 ( )

p+1

si │w | > 2 | z | .

Fixat r > 0, descomponem ara la funció u , al disc D(0 , r) , en tres parts :

u(z) = √m≤3r Kp( ż, w )dµ(w) + Jul 224 Kp (2 , w)dµ(w) =

= √(w / < 27 Log 2 - w |dµ (w ) +
= √0|≤2r

+ √/w1520 (-Log / 201 +w≤2r

Р

w >2r

Σ Re ( ) ) du

k

dμ(w)+

k=1

+ √m 32 Kp ( z , w)dµ(w) =w >2r

= u1 + U2 + U3.

k

La integral que defineix u2 està , de fet , estesa a {w : ɛ < | w | < 2r } , ɛ > 0 , per

la hipòtesi sobre µ; l'integrand és llavors una funció harmònica en z i acotada

en w i , per tant, u2 és una funció harmònica (µ té massa finita per hipòtesi) . Al

domini {w : w > 2r > 2 | z | } hem vist que | K, ( z , w) | = O( | w | ˜P− 1 ) i Kp(z , w)

és harmònica per a wЄ C \ { z } i , en conseqüència, u3 també està ben definida i

és harmònica . Finalment , u1 és 2π vegades el potencial logarítmic de μD(0,2r )

i , pel teorema 7.42 , ▲и = 2πµ а D(0 , 2r) . Com que r > 0 és arbitrari, arribem
Δυ

a la conclusió que Au 2πμ.
=

En la direcció contrària, si disposem d'una forma de resoldre l'equació de

Poisson, tindrem un procediment per a construir funcions holomorfes amb zeros

prefixats. Això ho farem veure, en el cas d'un domini simplement connex i aco-

tat , en la secció 11.6 . Com que aquests dominis són conformement equivalents

al disc unitat , n'hi haurà prou de considerar aquest domini particular .

11.5 La fórmula de Jensen

En la secció 7.8 hem obtingut la fórmula (7.32) que permet resoldre el problema

de Dirichlet no homogeni en un disc D(0 , R) . Per a u € C² (D(0, R)) hom té
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1 R² - | 2 |21212

u(z) =
=

·u(w)ds(w)+
2πR |wz | 2

C(0 ,R)

1
|wz |R

+ Log ▲u(w)dm(w) .
2π

D(0,R)
R2 - wz|

(11.7)

Si f és holomorfa en un entorn de D(0 , R) , ens proposem aplicar aquesta

fórmula a la funció u = Log | f(z) . Ens interessa especialment el cas que ƒ pugui

tenir zeros; llavors u = Log |f ( z ) | no pertany a C² (D(0 , R)) ; però , tanmateix ,

veurem que la fórmula obtinguda substituint formalment u(z ) per Log | f( z ) | és

correcta . Com que A Log |f(z) |
Δ

=

N

2π mndzn a D(0 , R) , on 21 , ... , ZN són

n=1

els zeros de ƒ en aquest disc amb multiplicitats m₁ , ..., my (els zeros de ƒ af

D(0, R) són en nombre finit perquè ƒ és holomorfa a un entorn de D(0 , R) per

hipòtesi) , la fórmula (11.7) dóna

1

Log | f (z)|
=

2πR

N

C(0 , R)

+Σm;Log

i=1

R² - |z|21212

Iz - w/2

Log | f(w ) lds (w)+

(11.8)

ziz R

\R² - Ziz '

z < R.

Per justificar aquesta fórmula, cal veure, en primer lloc , que la funció Log |f (w) |

és integrable en el cercle C (0 , R) . Si ƒ no hi té zeros , és evident; si ƒ(a) = 0 amb

| a | = R i m és la multiplicitat de a com a zero de ƒ, hom té | ƒ (w) | ~ | w — am

i, per tant, Log |f(w) | ~ m Log | w - a . Ara bé,

E

[| Log| t||dt < +00 ,
E

|

de manera que Log |f | és integrable a C(0, R) .

‡

si ɛ > 0,

-

Per tal de provar (11.8) , observem que si z és algun dels zeros Z1 , Z2 , ... , ZN

de la funció ƒ llavors els dos membres de (11.8 ) valen -∞ . El cas interessant

és , per tant, quan z z1 , ... , ZN . Tant si ƒ té zeros sobre C(0, R) com si no ,

sempre hi ha un ɗ > 0 tal que ƒ no té zeros a {w : R−8 < | w| < R} . Considerem

el domini U = D (0, R – ε) \ [ U , D(≈i , € ) UD(z , ɛ) ] , amb ɛ > 0 prou petit , i

apliquem la segona identitat de Green (7.6) a U, prenent u = Log |f(z) | (que

és de classe C² a Ū) i com a funció v , la funció de Green de D(0 , R) amb pol

z, és a dir ,

-

v(w)
=

1

2π

Log

|wz|R

| R² – wz ||
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მა

ON

=Recordem que

D(0, R). Tant u com

tant,

LOOR-D)(C(0,R—ɛ)

น

მა

әй

-

1 R2-|z2

2TR Tw-22 Si w R, que és el nucli de Poisson desi =

v són harmòniques a U i de classe C² a U. Hom té, per

V

ди

;) ds (w) = Love ("

ds(w)
ай

C(z , ε)

N

მა

ON

+

ΣΙ (
C(zi ,E)i= 1

-

น

V

ди

ds (w)+

ON

მა
-

0.

მ.

ON ON

ds(w).

En ser v(w) = 0 si │w | = R, el límit del terme de l'esquerra , quan ɛ \ 0 , és

1

Sco.p) Log If (w )
Socom " owds (w) = 2=R √c (0,1)

R² - |2|2

ພw - z12

Per a tractar el límit del primer terme de la dreta quan ɛ

-

←

ds(w) .

0, observem que

la funció v és la diferència de Log | w – z❘ i una funció sense pol en el punt z ,

i que u és regular . Llavors raonant com en la prova del teorema 7.13 hom té

иlim

5Love (~2

03

მა

ON

— บ

ди

ON

ds(w) = u(z) = Log |f(z) | .

Finalment , el darrer terme es tracta com el que acabem de considerar , però amb

els papers de u, v canviats . A l'entorn de zi , v és regular i u és la diferència de

mi Log❘zzi amb una funció regular .

Resulta

lim

C (zi, ε)

и

მა

ON

บ

ди

)ds(w):

= | ds(w) =

ON

-

==

lim

ε\0

-lim

C (zi , E)

V

V

ди

IÑ
ds

(w)

მ

C (zi ,E) Ν

=

(miLogz- zi )ds(w)=

-

= -2πmiv(zi)

│zi — z│R

= -mi Log

|R² — Ziz |
-

Prenent z = 0 en la fórmula ( 11.8) s'obté el resultat següent .

Teorema 11.23 (Fórmula de Jensen) . Si f és una funció holomorfa en un

entorn del disc D(0 , R) , ƒ(0) ‡ 0, i z1 , ... , ZN són els zeros de ƒ a D(0, R)

amb multiplicitats m1 , ... , my, llavors hom té

1

Log | f(0) |
=

2π

2π N

[ Log \ f ( Re ) dt + Σ

n=1

|zn|
mn Log

R
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Si f té un zero de multiplicitat k a l'origen, podem aplicar el teorema

anterior a la funció g( z ) = f(x) , que compleix g (0) = f( )(0) , i obtenim

f(k) (0)

Log
=

k!

1

2π

2π

୮

z ,

it

k!

N

Log | ƒ( Re¹¹ ) | dt — k Log R + mn Log
-

n=1

-

|zn|

R

Exemple 11.24. La fórmula de Jensen amb ƒ(z) = z − a , | a | < 1 , a ‡ 0 ,

dóna

2π
1

2π
Log leit - a / dt = Log | f (0) | — Log |a | = 0.

-

Si a = 0, trivialment la integral és zero . Així, si P és un polinomi que té tots

els zeros dins el disc unitat , es compleix

2π

Log P(eit) dt = 0 .

Una altra conseqüència interessant de la fórmula ( 11.8) es deriva de l'ob-

servació que tots els termes del sumatori són negatius (tota funció de Green és

negativa) .

Corollari 11.25 . Si f és una funció holomorfa en un entorn del disc D(0, R) ,

llavors la funció Log | f(z ) | és subharmònica a D(0 , R) , en el sentit que

1 2π R² - 12/2

Log| f( 2) ≤ 2= √ 12²=Reit 12
2π

0
-

|2
Log | f(Reit) | dt , | z | < R.

La fórmula ( 11.8) permet veure que si ƒ no té zeros sobre el cercle C(0 , R) ,

llavors els valors de f❘ en aquest cercle i els zeros de ƒ determinen |f(z ) | per

a z Є D(0, R) . Ara bé, sabem que tota funció holomorfa ƒ queda determinada

per | ƒ , llevat d'una constant de mòdul 1 ; per tant, sembla natural intentar

obtenir els valors de f(z ) directament . Amb aquesta finalitat cal treballar una

mica més a partir de la fórmula (11.8) . Considerem la funció

N

g(z) = f(z) II

i=1

(R² - Ziz)"

(z - zi)miR

que és una funció sense zeros i compleix g (z ) | = | f(z ) | si | z |

Logg és harmònica en un entorn de D(0, R) i ( 11.8) s'escriu

1 R2 - 12/2

Log g (z ) | =
=

2πR
C (0 ,R) |z - w|2

= R. La funció

Logg(w ) | ds(w) ,
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que expressa Logg com la transformada de Poisson dels seus valors frontera.

Considerem ara la funció holomorfa

h(z)

=

1 w + z

Logg(w ) | ds (w) =
2πR พ

-Z
C(0, R)

=

1

2π [

2π Reit + z

Reit- z
Logg (Reit) dt .

Hom té, si w = R,

Re

w + z

พ Z

=
Re(w + z ) (w - Z)

|wz| 2

R2 - 12/2

-

Això significa que la part real de h és Log | g (z ) | i , en conseqüència , h difereix

d'una determinació de log g(z) en una constant imaginària:

~2π Reit + %1

logg(z)
=

2π Reit
Log | f (Reit) dt.

- Z
0

Així, hem demostrat el resultat següent .

Teorema 11.26. Si f és una funció holomorfa en un entorn del disc D(0, R) ,

sense zeros sobre C(0 , R) , hom té

N (z

f(z) = C II

-
Zi) mi R

(R² - Ziz)m,

1

exp

2π{

•2π Reit + %

Reit
- Z Log | f (Re" ) [dt}

i=1

on zi , i = 1 , ..., N són els zeros de f a D(0 , R) , m¿ , i = 11 , ... , N, les seves

multiplicitats, i C, una constant.

11.6 Creixement d'una funció holomorfa i distribució dels

zeros. La condició de Blaschke

=

Tal com hem vist en la secció 11.5 , la fórmula de Jensen és una conseqüència de

l'equació A Log|f| = 2πμ, amb μ mndz , equació que satisfà una funció

holomorfa f que tingui els zeros zn amb multiplicitats mn i , de fet , estableix

un lligam quantitatiu entre | ƒ | i µ.

n

Un exemple interessant en el qual es fa explícit aquest lligam és en el cas de

funcions holomorfes acotades al disc unitat D. Si f és acotada i holomorfa a
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D, amb zeros Zn de multiplicitats mn, la fórmula de Jensen implica que, per

a R 1 , hom té

R

Σ
mn Log <C

|zn |
0<|zn |< R

amb C una constant independent de R, la qual cosa significa

que és equivalent a

ΣmnLog

Zn#0

1

≤C,

|zn |

Σmn(1 − | zn | ) < + ∞0.

n

-

Aquesta condició s'anomena condició de Blaschke . Així, si ƒ és holomorfa i

acotada al disc unitat o , més generalment, si ƒ Є H(D) , ƒ # 0 i hi ha una

constant C ≥ 0 tal que

2π

[
Log | f (Re¹t) | dt ≤C , 0 ≤R < 1 ,

llavors el conjunt de zeros de ƒ satisfà la condició de Blaschke .

Tal com hem vist , la fórmula de Jensen és la fórmula ( 11.7) per a z = 0 ,

1
•2π

u(0)
=

2π[**

it

u(Re )dt + 2= √c(0, R)

1

Log

R

\w] Au(w)dm(w) ,

2π

aplicada a la funció u = Log |f . Per a una funció u Є C² (D) amb Au ≥ 0 (0,

més generalment , amb Au

la condició

= μ, en sentit feble , on µ és una mesura positiva) ,

SUPR

2π

[** u (Reit)dt < +∞0 ,

que es compleix , en particular, si u és acotada implica la condició de Blaschke

en el sentit que

D

1

Log [w] Au(w)dm(w) < +∞ .

Aquesta és, doncs, una condició vinculada a l'equació de Laplace, formulable

en dimensió arbitrària . Per exemple, a la bola unitat B de R" , si u Є C² (B)

amb Au≥ 0 compleix la condició

supo<R<1

[u(Ry)do (y) < +∞ ,
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llavors la condició de Blaschke és

(1 − |x | ) ▲u(x)dV(x) < +∞ .
-

En la proposició 7.52 s'ha vist que la funció de Green del disc unitat permet

considerar el potencial

u(z) =
=

1

αμ(ω)
2 / Log 2-1 dµ ( w)2π

Z พ

1- wz

quan μ és una mesura positiva que satisfà la condició de Blaschke

↓↓(1 − \w\²) dµ (w) < + ∞0.

-

n

Aleshores la funció u és integrable a D i Au = μ en el sentit feble . Si agafem

µ = 2πΣmndz„ , llavors la condició (1− | w| ²) dµ (w) = 2π ΣMn(1− | zn |² ) <

+∞ és la condició de Blaschke per als punts zn i els enters mn, i sabem que

ha de ser u = Log |f(z) | amb ƒ € H(D) que s'anul·la en els punts zn amb

multiplicitats mn. A més essent u≤0, f estarà acotada per 1. Com que ara

Z -

u(2) = Σmn Log
1

Zn

- Znz
n

és natural considerar el producte infinit

- Zn

mn

II ( )"
n

1- Znz

amb |\n ] = 1 com a candidat per a f (z ) . La tria dels Àn haurà de ser tal que

la sèrie Σmn Log (An - convergeixi uniformement sobre cada disc

n≥no(r)

D(0, r) , 0 < r < 1 , o bé, de manera equivalent , que

Σmm 1
| 1 – An

n

Z - Zn

1- Znz

convergeixi uniformement sobre cada disc compacte D(0 , r) . Ens interessa que

-
| 1 − Znz - \nz + Anzn estigui dominat per 1- | zn | ; per tant , si zn = rnwn amb

| wn | = 1 , rn = | zn | 0 , la quantitat

1 - rnwn - \nz + λn™n Wn
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s'ha d'anul·lar quan în = 1 , és a dir, ha de ser 1 - wnz - \nz + \nWn

Per tant, prenem An = -Wn

que l'expressió 1

zzn (

1

[Zn

- =

-

= - Zn

|zn|

Znz - λnz + λnzn

= 0.

si zn 0. Amb aquesta tria, hom té

= 1
- - -

ZnZ + znz - | 2n | = ( 1 − | ≈n | ) +

= (1−| ≈n )) ( 1 + 1 ) té mòdul inferior o igual a (1−|zn| ) (1+| z| ) .

Aleshores la sèrie

Σπίτι 1

-

Z
--

Zn

mn 1 – \n majorada per Σ
mn

1- Znz

1 − | zn | ) ( 1 + | ≈1)

1 - │z│

Zn#0 Zn70

és , efectivament , uniformement convergent sobre cada disc D(0 , r) .

Resumint , hem provat el resultat següent .

Teorema 11.27. Si f és una funció holomorfa i acotada al disc unitat, f# 0,

llavors el conjunt de zeros {zn : nЄ N} amb multiplicitats (mn ) de f compleix

la condició de Blaschke

Σmn(1 − | ≈nl ) < +∞ .

n

-

Recíprocament, donats els punts zn ED i els enters mn≥ 1 , n Є N, que

satisfan aquesta condició, el producte infinit

B(z) = 2k II

-
Zn Zn

ZnZZn 1

Zn#0

—

convergeix uniformement sobre els compactes de D i defineix una funció B

holomorfa a D, que compleix | B(z ) | ≤ 1 , z E D i que s'anul·la exactament en

els punts zn amb multiplicitats mn.

El producte infinit que defineix la funció B s'anomena producte de Blaschke .

Exemple 11.28 . La successió (Zn ) nen amb zn = 1-1/n no pot ser la successió

de zeros d'una funció ƒ Є H(D) acotada perquèf

1

Σ(1-2n1) =Σ

- =
+∞.

n
nn

En canvi, si Zn = 1-1/nº amb a Є Ria > 1 , llavors ( Zn )nen sí que és la

successió de zeros d'una funció ƒ holomorfa a D i acotada; concretament ,

-α
n

—

ƒ(≈) = II

Z

=
II

n=1
1 - n- az

n=1

1- naz

na
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11.7 Funcions enteres d'ordre finit

Si partim d'una funció entera f, llavors la fórmula de Jensen es pot aplicar

a la funció ƒ i a qualsevol disc centrat a l'origen . Aprofitarem aquest fet per a

estudiar la relació que hi ha entre el creixement de ƒ i la distribució dels seus

zeros .

Sigui , doncs, ƒ una funció entera que suposarem que compleix ƒ( 0) = 1. El

creixement de ƒ es mesura per la funcióf

M(r) = max{ |f(z) | : | z | = r} ,

=

r > 0.

Pel principi del mòdul màxim és M(r) max{ |f (z ) | : | z | ≤r} , i , per tant,

M(r) és una funció creixent de r. De fet, és estrictament creixent si f no és

constant, perquè si r₁ < r½ i fos M(r₁ ) = M (r2) , la funció | ƒ | tindria un màxim

local en un punt del disc D(0 , r2 ) i , pel principi del màxim, ƒ seria constant a

D(0, r2) i , per tant , a tot C.

La funció M(r) pot créixer de diverses formes. Sabem, per les desigualtats

de Cauchy, que si M(r) té un creixement polinomial , és a dir, M (r) = O(rN)

per a algun N natural, aleshores ƒ és un polinomi de grau més petit o igual

que N (secció 4.7 , exercici 11 ) . Altres tipus de creixement es poden quantificar

amb la noció d'ordre d'una funció entera.

En general, si (r) ≥ 0 és una funció creixent de r , per a r > 0 , l'ordre de

és el número p≥ 0 definit per

ρ
=

Log (r)lim sup

r→ +∞ Logr

Això significa que p és l'ínfim del conjunt de números >> 0 que compleixen

4(r) = O(r¹), r → +∞.

Definició 11.29 . L'ordre p = p(f) d'una funció entera f és l'ordre de la funció

LogM(r) , és a dir,

ρ
=
= lim sup

LogLogM(r)

Logrr→ +∞

Això significa que p és l'ínfim del conjunt de números > 0 tals que

|f(z ) | = O (exp( | z | ` ) ) , | z | → ∞.

Exemple 11.30. Els polinomis tenen ordre zero i la funció exponencial, ƒ(z ) =

e², té ordre 1. L'ordre pot ser infinit ; per exemple, la funció f (z ) = exp(exp(z ) )

té ordre infinit .
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|Exemple 11.31 . La funció f(z ) = sin z té ordre 1 , perquè | sin z | 2 = sin² x +

sh² y, si z = x + iy , i d'aquí es desprèn

2

sh²r ≤ M(r)² ≤ 1 + sh² r,

que implica que M(r) es comporta com e” .

=1Sigui (Zn) la successió de zeros d'una funció entera ƒ amb | 2n | ≤ │Zn + 1 |

i (mn ) _1 les multiplicitats respectives. La distribució radial dels zeros de f

es codifica mitjançant la funció comptadora nf(r) , que compta (amb multipli-

citats) el nombre de zeros que hi ha a cada disc D(0 , r) :

n(r) = nƒ(r) = Σ

|zn|≤r

mn, si r > 0.

Així, n (r) és una funció creixent esglaonada, constant entre | zn | i | Zn+ 1 | ( si

| zn | < | Zn+ 1 | ) , que fa un salt de valor m, en el punt | zn | .

El comportament de n(r) quan r creix controla la convergència o divergència

de sèries del tipus Σmn ( | zn | ) amb : (0 , ∞ ) → (0 , ∞ ) , una funció derivable

n

i decreixent . En efecte, aplicant el teorema de Fubini, hom té per a r > 0 fixat :

=

Σ mnψ(|zn |) : Σ

|zn|≤r

=

0

mn¶[0,4 ( | zn |) ] (t)dt =

[ ® #{n : |2n | ≤r, 4( |zn |) ≥ t}dt =

=

= [°® #{n : |zn | < min(r, 4~¹ (t) } dt =

=

=

= Love, n(x − 1 (t)) dt + n (r) p (r)
(r )

T

= ['" n(t) \y ' (t) \dt + n(r) (r)

=

(11.9)

(hem fet servir la notació #A per a indicar el nombre d'elements d'un conjunt

finit A) .

r

Prenent √(x) = Log ½ tenim la igualtat Σmn Log = " dt, i lax

fórmula de Jensen s'escriu, per tant,

|zn |≤r

•2π

Log ( f (0 ) + [ " n(t)

1

dt =

2π [
Log |f(re¹º) \ do. (11.10)
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Lema 11.32 . Si : (0, ∞ )

←

(0, ∞) és decreixent i derivable, la sèrie

Σmn ( n ) és convergent si i només si la integal fn(t) | v′ (t) | dt és con-

n

vergent i, en aquest cas, n(r)4 (r) → 0 i Σmn¥ ( | zn | ) = ƒ。°° n(t) | v′ (t) | dt .4T8

n

Demostració. La igualtat entre el primer i l'últim terme de (11.9) prova que

si la sèrie és convergent, la integral és convergent , perquè n(r) (r) ≥ 0. Si la

integral és convergent , aleshores

n(r)4 (r) ≤ [° n(t)\4 ′ (t) \dt

→ 0,

r/+∞

i la mateixa igualtat prova la convergència de la sèrie.

μL'exponent de convergència µ d'una successió de punts (Zn ) =1 amb multi-

plicitats (mn) i zn 0 , es defineix per

-λ

µ = inf { 1 > 0 : Σmn|zn | ˜ ^ < +∞} .

Pel lema 11.32 , hom té

μ = inf

· {x > 0 : [°

n(t)

tλ+1

dt < +∞

+∞0}.

Lema 11.33 . L'exponent de convergència µ d'una successió de punts (zn) ,

Zn0, amb multiplicitats (mn) , coincideix amb l'ordre de la funció comptadora

Log n(r)

n(r) , p = limsup Logr

r /∞

Demostració. Provem primer que p ≤ μ . Si µ = +∞ no hi ha res a dir; siµ .

µ < +∞ i triem \, \ > µ, és Σmn | zn | ¯` < +∞ que implica n(r)/rλ → 0 , o

bé n(r) = O(rλ) i , per tant , p ≤ X. Com que \, \ > µ, és arbitrari , resulta

p≤μ. D'altra banda, si p < +∞ i > > p, pel fet que n(r) = O(rλ) , la integral

-

n(t)
dt

tλ+1+ε

és convergent per a ɛ > 0 ; llavors ha de ser µ ≤

arbitrari, resulta µ ≤ λ. Això és cert per a totμ >

+ ɛ , i com que ɛ > 0 és

i , per tant, µ ≤ p.

Exemple 11.34. Si amb k N fixat posem Zn = nk, ne Z, la sèrie

Σ |zn|-λ = [ n-kλ convergeix exactament quan k\ > 1 ; per tant , l'expo-

nent de convergència de (≈n ) és 1/k. Si prenem com a (zn ) la successió dels
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números primers, el famós teorema sobre la distribució d'aquests números es-

tableix que la funció corresponent n(r) es comporta com r/Logr, amb la qual

cosa l'ordre i l'exponent de convergència són tots dos iguals a 1. Si prenem una

progressió geomètrica zn = p" amb p > 1 , trivialment nλ = Σp-nλ és

convergent si i només si p` > 1 i l'exponent de convergència de (zn ) és 0 .

D'una banda, tenim, doncs , l'ordre p de la funció entera f, i de l'altra ,

l'ordre µ de la funció n(r) , comptadora dels zeros de ƒ, que coincideix amb

l'exponent de convergència d'aquests zeros .

Teorema 11.35 (Hadamard) . Si f és una funció entera d'ordre ρ i μ és

l'exponent de convergència dels zeros de f, hom té µ ≤ p.μ

Demostració. Suposant ƒ (0) = 1 , la fórmula de Jensen ( 11.10 ) dóna

S0

n(t)
dt

t

=

1

2π

•2π

[ ** Log |f(re¹® ) | d0 ≤ LogM(r) .

Aleshores, com que n(t) és creixent , resulta

n(r)≤

D'aquí es desprèn

rer

n(t) dt <

୮"

er

n(t)

dt LogM(er) .

tt

μ
= lim sup

r/∞

Logn(r)

Logr

< limsup

r/∞

= lim sup

r/∞

LogLogM (er)

Logr

LogLogM (r)

Logr

=

= p.

Així, si una funció entera ƒ té ordre p i zeros (Zn) amb multiplicitats (mn) ,

es compleix

Σmn | zn | PE < + ∞
per a qualsevol ɛ > 0.

n

Sigui p la part entera de p, p = [p] ; com que p+ 1 > p , la sèrie Σmn | zn | P

convergeix i podem considerar el producte canònic

F(2) = [] Emn

n=1

Z

Zn

n

(11.11)
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Teorema 11.36 (Hadamard) . Tota funció entera f d'ordre finit p es pot

factoritzar en la forma

f(z) = zmexp(P(z))F(z) ,

on m és la multiplicitat de l'origen com a zero de f, P és un polinomi de grau

més petit o igual que p i F és el producte canònic (11.11 ) .

=Demostració. Substituint ƒ per f/cmzm , on Cm

ƒ(0) = 1. Fixem R > 0 , suposem ƒ (z) ‡ 0 si | z | .

zeros de ƒ amb |zi | < R. Pel teorema 11.26 tenim

N

f(z) = C II

n=1

(z - Zn ) mnR

(R² - ZnZ)mn

exp

2π

f(m) (0) , podem suposar que

=

m !

Ri siguin z1 , ... , ZN , els

•2π Reit + Z

Reit - 2
Log |f(Re¹ ) \ dt} .

Escrivim ara aquesta fórmula en termes del producte parcial

N

FR(z) = [] Emn

n=1

on CR és constant i p =Ꭱ

Z

=

Zn

N

-
CR II (z — Zn ) mn exp | mn

n=1

[p] , de la funció hŔ(z)

D(0, R) , i del logaritme d'aquesta funció; hom té

N

log hr(2 ) = dR + Σmn Log

1

R² - ZnZ

=
f(z) $33
ΣΣ
n=1 k=1

FR(2), que no té zeros a

N P

n=1 k=1
k

+ Mn
ΣΣ +

n=1

1 2π Reit + z

+ Log | f (Re¹t) | dt , | z | < R,
2π Reit

-
Z

per a alguna constant dr.

Derivem (p + 1 ) vegades la igualtat anterior per tal d'obtenir

N

(loghR(z) ) (P+1) = Σ

n=1

p! zp+ 1

(R² — Znz )p+ 1

+mn

+

2π

(p + 1)! f

2π

Log | f (Reit ) dt

0

2Reit

(Reit — z)p+2 dt .-

En termes de M(R) i de n (R) = nƒ (R) resulta , per a | z | = r < R,

p! n(R)

| (log hR(z) ) (P+ 1 ) | ≤

(p + 1 )!

+
-

(R− r)p+1

LogM(R)
2π -

4πR

(R− r)p+2 ·
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Quan R →

=
F

+∞, les funcions log he convergeixen uniformement sobre els com-

pactes de C cap a logh, on h i, per tant, també hi ha convergència de

les derivades. Ara bé, com que Log M(R) = O(Rº+ε ) i n (R) = O(Rº+ε ) , fent

+∞ veiem que log h té la derivada d'ordre p + 1 idènticament nul·la i ha

de ser, per tant , un polinomi de grau p.

R

←

Exemple 11.37 . Si p és un enter i P és un polinomi de grau més petit o igual

que p, la funció zm exp P(z) amb m Є N, té ordre p ; ara bé, si p no és enter ,

necessàriament hi ha d'haver el factor F en el teorema 11.36 i ha de constar

d'infinits termes; altrament l'ordre de ƒ seria el grau de P. És a dir , si una

funció entera té ordre no enter , necessàriament té infinits zeros .

Observem que del teorema d'Hadamard es dedueix que el producte canònic

F també té ordre finit . Ens proposem ara d'esbrinar quin és , exactament ,

l'ordre d'un producte canònic . Recordem que el producte F està definit per

F(2) = [] EmnII

on p és l'enter més petit tal que

n=1

mn

Z

Zn

Σ < +∞.

|zn |P+ 1
n

"

Necessitem unes estimacions de les funcions Log | Ep ( z ) | més precises que les

utilitzades en la secció 11.2 .

Lema 11.38 . Els factors elementals de Weierstrass Ep(z ) compleixen les desi-

gualtats següents:

|2|P+ 1

a) Log | Ep ( z) ≤ Cp 1+|z| ' p > 0, z Є C i Cp constant.

b) Log Eo (z ) | ≤ Log(1 + | z | ) , ≈ € C.

Demostració. La part b) és evident . Recordem ara que per a z < 1 , és

LogEp(z)
= -

Σ

k=p+1

k

k
"

d'on

Log |Ep (2) ≤ Σ

|z |k
1

| z|P+ 1
2

k

k=p+ 1
p + 11 − │z |

-| 2|P+1 ,
―

p + 1



544 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

per a z < 1. Si | z | > 1 , tenim, trivialment ,

Atès

≤ .( 1 + z ) exp (p | z |P) ≤ exp [ (p + 1 ) | z |P] ·| Ep(z) | ≤ (1 + | z | ) exp

12/P+1

|z |k

k

k=1

que és de l'ordre de | z |p + ¹ si | z | < ½ , de l'ordre de | z | ” si | ≈ | > 1 i

1+| z |

està acotat inferiorment i superiorment per a ≤ | ≈ | ≤ 1 , les dues estimacions

anteriors proven a) per a una constant Cp.

mn

p ZnProposició 11.39 . Sim++∞ , el producte canònic F (2 ) = П „ Emn

satisfà l'acotació

n

Log ( F ( 2) ≤ Br" { [" 14) dt + r [ to me) dt}.
Bprº

ri(t)

tp+1

n(t)

},tp+2

on r = | z | , n(t) és la funció comptadora de {zn ; mn } i Bp una constant.

Demostració. Si p = 0 , utilitzant la part (b) del lema 11.38 i el lema 11.32 ,

resulta

Log | F (2 ) | ≤mn Log ( 1+

que es majora per

n=1

n(t)

n(t)
= r
ir [ t(t+ r)

n(t)
dt.

[ m²)dt + [ n d
t

r

t2
r

Si p > 0, per la part a) del lema 11.38 i el lema 11.32 , és

Log | F ( 2 ) ≤ Cp

n

dt

rp+1

mn

| zn | P (r + | zn | )

=
CprP+1

p 1

+ n(t)dt.
tp+ 1 (t + r)

tp(t + r)²

Separant, altre cop, les contribucions de 0 ≤tride t > r completem la

demostració.

Teorema 11.40 (Borel) . L'ordre d'un producte canònic és igual a l'exponent

de convergència dels seus zeros.

Demostració. Sigui μ l'exponent de convergència dels zeros del producte F que

hem definit per ( 11.11 ) ; si µ no és enter , serveix p = [µ] , i si µ és enter , prenem
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Σ

mn

p = µ − 1 si la sèrie convergeix, i p = µ si divergeix. Suposem primer
-

n

µ < p + 1 ; si µ + ε < p + 1 , tenim n(t) = O (tµ+ε ) i la proposició 11.39 implicaɛ

tute - p- 2dt} :Log F(z) Bpr

{0(1) + St

1

·[°° -

=

r

ρ

=
BprºO(ph+ε−P) = O (pH+ε) .

Això demostra p≤ μ si p és l'ordre del producte F. Suposem ara µ = p + 1 , és

a dir, que la sèrie convergeix . Pel lema 11.32 , la convergència d'aquestaΣ

n

mn

Zn

sèrie és equivalent a la convergència de la integral

10

n(t)
dt =

tμ+1

n(t)
dt

tp+2
0

i , en conseqüència, ha de ser n(r) = o(rµ) . Tenim, aleshores ,

lim

r→∞

n(t)

tp+2

dt = 0 .

Això dóna

n(t)

•+∞

·dt + r

tp+1

n(t)

tp+2

·dt = o(r)

i , per la proposició 11.39 , és

Log |F(z) | = o(rP+ 1 ) = 0(rH ) ,

d'on també es dedueix p ≤ μ. El teorema 11.35 ens dóna la desigualtat

contrària, μp.

Combinant els teoremes de Hadamard i de Borel s'obté el resultat següent.

Teorema 11.41 . Una successió de punts del pla (Zn) , zn ‡ 0 amb multiplicitats

(mn) és la successió de zeros d'una funció entera d'ordre més petit o igual que

p si i només si es compleix mn | zn | −P −ε < + ∞ , per a tot ɛ > 0 .

n

11.8
Ideals de l'àlgebra de les funcions holomorfes

Un dels objectes d'estudi de més interès en una àlgebra és la determinació de

l'estructura dels seus ideals. Un exemple molt natural i senzill és l'àlgebra dels

polinomis en una variable sobre un cos qualsevol . Pensem en C[z ] i sigui I
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=

=

un ideal d'aquesta àlgebra de polinomis . Si triem un polinomi PЄ I de grau

mínim entre tots els polinomis no nuls de I , és fàcil veure que tot altre polinomi

HEI és un múltiple de P, és a dir, H PQ, amb QE C[z ] . En efecte ,

només cal fer la divisió entera de H per P, que dóna H PQR amb

gr(R) < gr(P) i RЄ I. Per tant , ha de ser R = 0. Així, l'ideal I està generat

per P, és a dir I = (P) = {H € C [z] : H = P · Q , Q € C[z] } , i si considerem

ara els zeros de P, siguin Z1 , Z2 , ... , ZN comptats amb les seves multiplicitats

M1 , M2 , . .. , MN , resulta que un polinomi H és de I si i només si H s'anul·la en

cada un dels punts zi , i = 1 , ..., N amb multiplicitat més gran o igual que m¿.

Una generalització natural d'aquest exemple s'obté en considerar l'àlgebra

de les sèries de potències amb coeficients complexos o àlgebra de les sèries

formals C [ [ z] ] . És fàcil veure que en aquesta àlgebra també és cert que tots els

ideals tenen un sol generador . Si ara pensem en les sèries de potències de radi

de convergència infinit , estarem parlant de l'àlgebra de les funcions enteres.

Doncs bé, ens proposem en aquesta secció de fer l'estudi dels ideals de l'àlgebra

de les funcions holomorfes en un domini qualsevol del pla complex . Veurem

que, en aquest cas , només es poden determinar els ideals que satisfan alguna

restricció .

Fixem, doncs, un domini U del pla complex i considerem l'espai de les

funcions holomorfes sobre U, H(U) . És clar que H(U) és una C-àlgebra , és

a dir, un espai vectorial sobre els complexos que, a més , té estructura d'anell .

Recordem també que H(U) com a subespai de C' (U) té una topologia que prové

d'una mètrica completa . La convergència corresponent a aquesta topologia és

la convergència uniforme sobre els compactes de U (vegeu l'apartat 9.1.3 ) , i les

operacions de l'àlgebra són contínues respecte d'aquesta topologia.

Els ideals més senzills en tota àlgebra són els ideals principals, és a dir ,

els ideals que tenen un sol generador. Triem una funció ƒ Є H(U) , ƒ 0 , i

considerem l'ideal principal

I =
= (f) = {g = fh : h − H(U)} .

Zn .

Sigui (Zn) la successió dels zeros de ƒ i indiquem per m ≥ 1 la multiplicitat de

És clar
que cada funció gЄ I s'anul·la a cada punt zn amb una multiplicitat

m'n ≥ mn. Recíprocament , si una funció g Є H(U) s'anul·la a cada zŉ amb

multiplicitat m ' > mn, és fàcil veure que g € I. En efecte , la funció g/ƒ és

holomorfa a U \ { n } , però a més al voltant de cada punt zn hom té f(z ) =

(z — zn)mn f1 (z ) i g (z ) = ( z — zn) m'ng1 ( 2 ) amb f1 , g₁ holomorfes no nul·les . Per

tant, 9 (2) = (z — zn)m'n -mn 1 també és holomorfa en el punt zn. Posant h

I =

f(z)

-

-

f1

=

H(U) tenim la conclusió que volíem . Hem vist , doncs, que l'ideal principal

(f) està format, exactament, per les funcions de H(U) que s'anul·len a
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cada zero zn de ƒ amb multiplicitat més gran o igual que mn . En particular ,

aplicant el teorema 9.3 , tenim la conseqüència següent :

Proposició 11.42 . Si I és un ideal principal de H(U) , aleshores I és un

conjunt tancat de H(U) .

Partim ara d'un conjunt Z
=

{Zn; mn }nen format per un conjunt discret

i tancat de punts { zn } de U i d'una successió d'enters mñ ≥ 1 , i considerem el

conjunt de funcions holomorfes

I(Z) = {g € H(U) : g (Zn ) = g′ (Zn ) =
=gmn - 1

2− ¹ (Zn ) = 0 , n = 1 , 2 , ….. } ,

(11.12)

que s'anul·len a cada punt z amb multiplicitat més gran o igual que mŋ · És

clar que I (Z) és un ideal de H(U) . És principal? Doncs sí, i la resposta

afirmativa la dóna el teorema de Weierstrass (teorema 11.8) . En efecte, segons

aquest teorema, hi ha una funció ƒ H(U) que s'anul·la exactament a cada

punt zn amb multiplicitat mn. Això significa que ƒ € I i , pel que hem dit

abans, que I = (ƒ) .

=

A partir d'ara anomenarem conjunt de zeros de U un conjunt de la forma

Z {zn; mn}nen amb {z } discret i tancat a U i mn≥ 1 enters. Hem vist ,

doncs, el resultat següent .

Proposició 11.43 . Hi ha una correspondència bijectiva entre els ideals princi-

pals de H(U) i els conjunts de zeros de U. La correspondència s'obté assignant

a cada conjunt de zeros Z l'ideal I (Z) definit per (11.12) .

Observació 11.1 . Per tal que el resultat anterior sigui cert cal admetre el conjunt

buit Z = {0; 0 } com a conjunt de zeros que correspon a l'ideal engendrat per

una funció que no s'anul·la a U. És clar que en aquest cas l'ideal corresponent

és tota l'àlgebra H(U) . Si , com és habitual , anomenem ideal propi de H(U)

un ideal I tal que {0} # I H(U) , llavors els ideals principals propis es

corresponen amb els conjunts de zeros no buits .

n

Com a pas següent en l'estudi dels ideals de H(U) és natural considerar

els ideals que tenen un nombre finit de generadors, és a dir , que són de la

forma I = (f1 , f2 , fn) = {g = Σ hifi : hi Є H (U) } . Ens podem preguntar :

és tancat l'ideal I? O encara més : és principal l'ideal I? Aviat donarem la

resposta positiva a aquestes qüestions .

...

i=1

€

Comencem per observar que el fet de ser I principal vol dir que existeix

una funció fo Є H(U) de manera que fi Є (fo ) i = 1 , ... , n . Si la funció fo té

algun zero a U, llavors totes les funcions f1 , f2 , ..., fn s'haurien d'anul·lar en

els zeros de fo . Per tant , si f1 , ..., fn no tenen cap zero en comú, fo no pot



548 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

=tenir zeros i hauria de ser I (fo) = H(U) . El resultat següent ens diu que,

efectivament , aquest és el cas.

Teorema 11.44. Siguin f1 , f2 , ... , fn € H (U) funcions holomorfes sense cap

zero en comú a U. Aleshores existeixen funcions 91 , 92 , ... , 9n € H(U) de

n

manera que Σfigi = 1 ; és a dir, (f1 , f2 , ... , fn) = H(U) .

i=1

Demostració. Procedirem per inducció sobre el nombre n de funcions . El cas

n = 1 és trivial, però necessitem el cas n = 2 per a poder fer la inducció.

Suposem, doncs, f1 , f2 € H(U) de manera que fi i ƒ2 no s'anul·len si-

multàniament a cap punt de U. Definim les funcions

41 =

fi

42 =

|f1 |2 + | f2 |2 '

f2

|f1 |2 + | f2 |2

que són de classe C a U perquè | ƒ1 | 2 + | ƒ2 | ² > 0 a U i a més , compleixen

la condició f141 + f242 = 1. El problema consisteix a canviar 1 , 42 per

dues funcions holomorfes 91 , 92 de manera que es continuï complint aquesta

igualtat . Amb aquesta finalitat busquem una funció , també de classe C∞ a

U, de manera que si posem

91 = 41 + 4f2, 92 = 42-4f1 ,

=

aquestes funcions 91 , 92 serveixin per al nostre propòsit . La relació f191 +

f292 1 és evident que es compleix i , per tant , l'únic problema és triar

de manera que 91 , 92 € H(U) . Si imposem ag₁ = 0g2 = 0, resulten les equacions

o bé,

☎×1 + ☎√ƒ2 = 0 ,
-

მ 2 − მს†1 = 0 ,

მს

☎41.

f2

მს
=
მი

fi

Un càlcul senzill , a partir de la definició de 1 i 42 , dóna

(11.13)

αφι

f2

チューチュ
=

;

(|f1 |2 + | f2 | 2)²

მდი

fi

=

-

(|f1 |2 + | f2 |2)2

de manera que aquestes dues funcions són de classe C∞ a U. A més, la relació

ƒ141 + ƒ242 = 1 fa que les dues equacions de ( 11.13) siguin la mateixa i cal,

finalment , trobar una funció que compleixi

მის
=

a41 =a42

a U.

f2
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El teorema 10.41 ens assegura l'existència d'aquesta funció , de classe C

a U, i això acaba la prova en el cas n = 2.

=

Suposem ara que el teorema és cert per a n- 1 funcions i siguin f1 , f2 ,... fn €

H(U) sense zeros comuns. Si f1 , ... fn- 1 no tenen cap zero en comú, aplicant

la hipòtesi d'inducció ja hem acabat. En cas contrari , sigui Z { zk ; mk } el

conjunt de zeros comuns a f1 ,... fn- 1 , on mê és el mínim de les multiplicitats

de z com a zero de cada fi , i = 1 , ..., n - 1 . Pel teorema de Weiertrass, existeix

una funció ƒ que s'anul·la exactament a cada punt z amb multiplicitat mk.

Llavors les funcions fi/f,...fn- 1/f són holomorfes a U sense zeros comuns.

Per tant , per la hipòtesi d'inducció, podem trobar h1 , ... , hn- 1 € H(U) de

manera que

n-1

Σ fihi = f.

i=1

Però fn no té zeros en comú amb ƒ (perquè no els té amb f1 , ... fn-1 ) ; per

tant, pel que hem provat en el cas n = 2 hi ha funcions gn , 9 € H(U) tals queg

fg + fngn 1. És a dir ,=

n-1

Σfi(hig) + fn9n = 1 ,

i=1

i això acaba la demostració .

Corollari 11.45 . Tot ideal de H(U) amb un nombre finit de generadors és

principal i, per tant, tancat.

Demostració. Sigui I = (ƒ1 , ƒ2 , ... , fn) amb fi Є H(U) . Si les funcions ƒ1 ,...,fn

no tenen zeros en comú, el teorema 11.44 dóna I H(U) = (1) . Si els gene-

radors de I tenen zeros comuns , agafem un divisor ƒ de f1 , ... , fn de manera

que f1/ƒ, ..., fn/f no tinguin zeros en comú, com a l'última part de la prova

del teorema 11.44 . Llavors hi ha funcions, g1 , ... , 9n Є H (U) de manera que

n

=

n

Σfihi Ε Ι ha de serΣ figi = ƒ; és a dir , ƒ € I i és clar que tota funció g

divisible per ƒ perquè g s'ha d'anul·lar en el zeros comuns de f1 , ..., fn , que

són els de f.

i=1 i=1

Hem vist , doncs , que si I és un ideal amb un nombre finit de generadors, lla-

vors I = I(Z) on Z és un conjunt de zeros de U. Ara és natural preguntar-se si

aquest resultat val en general , és a dir , si tot ideal I de H(U) és l'ideal associat

a un conjunt Z de zeros de U. Per tal que això sigui possible cal posar alguna

restricció a I ; en efecte, l'ideal I ha de ser tancat perquè si els termes d'una



550 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

successió de funcions holomorfes a U, (fn) , s'anul·len a Z i ƒn → ƒ, uniforme-

ment sobre els compactes de U, llavors f també s'anul·la a Z. Veurem que la

condició necessària que I sigui un ideal tancat , també és suficient per tal que

I estigui determinat per un conjunt de zeros de U. Aquesta afirmació implica,

en particular, que si I és un ideal tancat , llavors hi ha d'haver zeros comuns

a totes les funcions de I. Dit d'una altra manera, els ideals sense zeros co-

muns a totes les seves funcions són els enemics del resultat anunciat . Quins

són aquests ideals? Abans de formular-ho introduïm una notació que ens serà

útil .

=

Si I és un ideal de H (U) , definim el conjunt Z (I) de zeros de I de la manera

següent: Z (I) = { Zn ; Mn}neN , on { n} ПferZ(f) , és el conjunt discret i

tancat de U format pels punts en els quals s'anul·len totes les funcions de I i per

a cada zn , és m₂ = inf{m (ƒ, zn) : ƒ € I} . És clar que admetem la possibilitat

Z(I) Ø, és a dir, que les funcions de I no s'anul·lin , simultàniament, a cap

punt de U.

=

Mn

Proposició 11.46 . Si I és un ideal de H (U) tal que Z(I) = 0 , aleshores I és

dens a H(U).

-

Demostració. Per a veure que I és dens n'hi ha prou de provar que donats una

funció f Є H(U) , un compacte K CU i un número ɛ > 0 existeix una funció

hЄ I de manera que sup{ |f (z ) – h(z) | : z € K} < ɛ (vegeu l'apartat 9.1.3) .

Podem suposar que cap component connexa de U\ K és relativament compac-

ta a U (si hi hagués components amb aquesta propietat les afegiríem a Ki

passaríem a un compacte més gros) . Com que Z(I) = 0 , hom té

Z(I) ~ K = || (Z(ƒ) ^ K) = 0,

fEI

... =

i per ser K compacte i , per tant, també Z(f) K, deduïm que hi ha d'haver un

nombre finit de funcions ƒ1 , ƒ2 ,..., ƒn Є I de manera que _ Z(fi ) ^ K = Ø .

És a dir , podem trobar un obert VCU, amb K CV i ƒ1 , ƒ2 , ... , ƒn sense zeros

en comú a V. Ara podem aplicar el teorema 11.44 i concloure que existeixen

funcions 91,92 , ... , 9n € H(V) amb f191 + ··· + fn9n 1, a V (si V no fos

connex, aplicaríem el teorema a cada component connexa de V) . Finalment ,

una versió del teorema de Runge (teorema 10.7) ens permet aproximar cada

funció giЄ H (V) per una funció hi Є H(U) uniformement sobre K. Així

doncs , la funció h
Σffihi compleix la condició requerida si les hi són prou

=

n

i=1

pròximes a les funcions gi.
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Corollari 11.47 . Si I és un ideal propi i tancat de H(U) , aleshores és

Z(I) ‡ Ø .

Exemple 11.48 . Ara podem veure com pot ser un ideal dens de H(U) . Aga-

fem una successió de punts (zn ) continguda a U de manera que convergeixi cap

a un punt de la frontera de U. Si definim I per

I = {ƒ € H (U) : existeix no (f) tal que ƒ(zn ) = 0 si n ≥ no (ƒ)} ,

llavors I és un ideal amb Z (I) = Ø) i , per tant , és dens .

Finalment , podem provar que els ideals tancats de H(U) també estan asso-

ciats al seu conjunt de zeros.

Teorema 11.49 . Sigui I un ideal tancat de H(U) . Aleshores hom té I

I(Z(I)) . En particular, I és un ideal principal.

=

Demostració. És clar que I C I (Z (I) ) . Per al recíproc sigui ƒ un generador de

l'ideal principal I (Z (I) ) i posem I₁ = { g Є H(U) : fg I} . És clar que I₁ és un

ideal i que IC I1 . Per tant, Z(I) ≥ Z(I1 ) , però ara veurem que Z (I1 ) = Ø . En

efecte, si zo € Z (I) , hi ha una funció fo Є I tal que zo és un zero de fo amb la

mateixa multiplicitat que ho és de la funció ƒ . Per tant , zo no és un zero de la

funció holomorfa g = ¹º i g € I₁ ; és a dir, zo ‡ Z (I1 ) . Per la proposició 11.46 ,

I és un ideal dens a H(U) . Si Tf : H(U)

fo

f

Tf(h) = fh, hЄ H(U) , hom té

H(U) és l'operador definit per

I(Z(I)) = Tƒ(H(U)) = Tƒ(Ï1 ) ≤ Tƒ(I1 ) C I = I,

de manera que I = I (Z (I) ) = (ƒ) .

Així doncs, la proposició 11.43 es pot reformular en els mateixos termes ,

però substituint ideals principals per ideals tancats .

En tot anell és interessant de conèixer també els ideals maximals . En el

cas de l'anell H (U) és fàcil ara determinar els ideals maximals que són tancats .

Observem que, com que H(U) té ideals densos , també ha de tenir ideals maxi-

mals densos . Ara bé , si M C H (U) és un ideal maximal i tancat , d'una banda

ha de ser Z (M) ‡ Ø , per la proposició 11.46 , però Z (M) ha de consistir en un

punt únic de multiplicitat 1 , és a dir , Z (M) = { zo ; 1 } , perquè en cas contrari

M no seria maximal . Així doncs , M està generat per la funció z − zo i hom té

-
M = {h(z) (z — zo) : hЄ H(U) } , zo € U.hɛ

-

També és evident que tot ideal d'aquest tipus és maximal i tancat i , per tant ,

aquests ideals estan en correspondència bijectiva amb els punts de U.
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11.9 Exercicis

1. Sigui ƒ una funció holomorfa en un entorn del disc D(0 , R) que té els zeros

Z1 , Z2 , ... , ZN a D(0, R) . Proveu la desigualtat

|f(z) | ≤ RN

Z 21

R2 - Z12

Z ZN

R2 - ZNZ
sup{ | f(z ) | : | z | = R} si | z | < R,

que millora el corollari 4.35 en el cas U = D(0, R) .

-

2. Posem Pn (z) = IT_1 ( 1 − 2) , nЄ N i siguin an Є C , n = 1 , 2 , ... amb€

Σlan < +∞.

a) Proveu que el producte infinit П1 ( 1 22 ) i la sèrie f(z) = ΣakPk (2)
k=1

k2

convergeixen uniformement sobre els compactes de C.

b) Calculeu

S

zf(x2)

Pn(22)

dz si y = C(0, n + 1/2) per a n == 1 , 2 , ...

3. Definim al disc unitat D la successió de funcions holomorfes

z(1-2x)

f1 (2):
=

fn+1 = ƒ1 ° fn n = 1,2 , …….
2 - z

Proveu que el producte infinit П_2

f(z) = limn 2"fn (z) .

2fn(z)

fn- 1 (2)

vergeixen uniformement sobre els compactes de D i calculeu f (0) i ƒ' (0) si

Indicació: Proveu les desigualtats fn (z ) | ≤ z

n

1 + 2| z

2 + 12

€, z Є D, n ≥ 1 .

i la successió (2"fn (z) ) , con-

4. Sigui a Є C , |a | < 1. Proveu que la funció

2n- 1
α

0(z) = [[ (1 + a²n− ¹e² ) (1 + a²n− ¹e−²)

n=1

és entera i determineu-ne els zeros . Proveu també que compleix l'equació

0(z) = ae²0(z +2 Loga) , z Є C.

e-*0(z)

Indicació: Proveu que la funció té dos períodes linealment

0(z + 2 Loga)

independents .
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5. Sigui ƒ una funció entera que té l'expressió donada pel teorema 11.10 amb

Pn = p ≤ 1 , per a tot n, i g un polinomi de grau més petit o igual que 1 .

Suposem que f(z ) és real quan z és real i que els zeros de ƒ són tots reals .

Proveu que f' també té tots els seus zeros reals i que entre cada dos zeros

consecutius de ƒ hi ha exactament un zero de ƒ' .

Indicació: Proveu que la derivada logarítmica de ƒ té part imaginària dife-

rent de zero fora de l'eix real.

6. Proveu les fórmules següents per a la derivada de la derivada logarítmica de

la funció г:

d T' (z)

dz
- £Σ

=

n=0

1

(z + n)²

Indicació: Integreu la funció w →

=

1

222 +√

2zt

coth πt dt.

(z² +12)2

πcot πω

(z + w)2

=

sobre la vora del rectangle que

0 i Rew = n + 1/2 i els horizontalsté els costats verticals sobre Re w

sobre Im w = ±M i després feu M, n → +∞ .

7. Proveu la fórmula de Legendre

22z-1

г(22)
=

г (z) г(z + 1/2) .

8. Demostreu el resultat sobre interpolació dels valors d'una funció entera i

les seves derivades de la pàgina 526 fent servir el teorema de Weierstrass

(teorema 11.8 ) i el teorema de Mittag-Leffler (teorema 10.9) .

9. Sigui U un domini acotat de Ci AC OU un conjunt numerable de punts

dens a U. Sigui (wn )nen una successió que contingui cada punt de A

infinites vegades. Per a cada n N triem un punt zn EU de manera que

Σzn - wn < + ∞ . Proveu que, aleshores , el producte infinit

n

F(2) = II

Z -

Z --

Zn

Wn
n=1

convergeix uniformement sobre els compactes de U i representa una funció

F holomorfa a U que no es pot prolongar analíticament a cap entorn de cap

punt de OU.
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10. Sigui ƒ una funció entera, { Zn ; Mn} nen el seu conjunt de zeros i M(r)

sup { |f ( z ) | : | z | = r } , r > 0. Si per a >> 0 es compleix

+∞ , proveu que la sèrie Σmn | zn | - és convergent .

n

11. Sigui ƒ holomorfa al disc unitat D complint

2π
1

supo<r<1 2π

0

=

∞

LogM(r)
dr <

rλ+1

Log+ | f(re¹º ) | d0 = M < +∞ .

Proveu que es compleix la desigualtat

Proveu que

1+

1
|f(z) | ≤ exp | M

( + ),

ZED.

si ƒ és holomorfa a D i | ƒ ( z ) | ≥ 1 per a z € D , llavors és

|ƒ(≈ ) | ≤ | ƒ (0) | ²/1−2 , z € D.

12. Deduïu del teorema de Mittag-Leffler (teorema 10.9) el teorema de Weiers-

trass:

Si znЄ C , (Zn).→ ∞ i mnЄ N, n = 1 , 2 , ... llavors existeix una funció

entera que s'anul·la exactament en els punts Zn amb multiplicitats mn , per

an = 1 , 2 , ...

Indicació: Considereu una funció h meromorfa amb un pol simple a cada

Zŉ amb residu mŉ i després agafeu ƒ amb ƒ' /ƒ = h .

13. Si B és un producte de Blaschke, proveu que

lim

r→1

π

-π

Log | B(re¹º) | d0 = 0 .

14. Determineu totes les funcions enteres ƒ que compleixen | ƒ( z ) | = 1 quan

| ≈ | = 1 .

15. Proveu que l'ordre ρ d'una funció entera té les propietats següents :

i) Si p(fi) < p (f2 ) , llavors p(ƒ1 + ƒ2) = p(ƒ2) .

ii) p(f1 ƒ2) ≤ max{p(ƒ1) , p(ƒ2)} .
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iii) Si p(f) = pi P és un polinomi, llavors p(ƒP) = p . Si ƒ/P és entera ,

llavors p(f/P) = p.

iv) p(ƒ) = p(f') .

16. Si f1 , f2 són funcions enteres i fi/f2 també ho és, proveu que p(f1 /f2) ≤

max {p(f1 ) , p(f2)} .

17. Sigui f(z) = Σcnzn una funció entera d'ordre p . Proveu la fórmula

1
-

ρ

=
Log 1 / |cn |

lim inf

n1∞
nLogn

Indicació:

i) La desigualtat en≤n-a per a n ≥ no implica p ≤ 1/a.

ii) La desigualtat M(r) ≤ era per a r≥ ro implica /|cn | ≤ cn − 1/a si

n > no, c constant.

18. Sigui ƒ una funció entera d'ordre p on p és un número fraccionari . Proveu :

a) L'exponent de convergència dels zeros de ƒ és igual a p.

b) La funció ƒ pren tots els valors complexos infinites vegades .

19. Sigui U un domini simplement connex , ƒ Є H (U) in Є N. Proveu que ƒ té

una arrel n-èsima holomorfa a U si i només si la multiplicitat de cada zero

de ƒ a U és divisible per n .

=
20. Sigui U un domini del pla , f1 , f2 , ... , ƒn ¤ H(U) i y mcd (f1 , ... , fn ) .

Proveu que existeix una unitat u de l'anell H(U) i funcions 92 , ...,In E

H(U) de manera que

u4 = ƒ1 + 92f2 + + gnfn.





Capítol 12

La transformació de Fourier complexa

La transformació de Fourier en el camp real permet expressar , sota condicions

adequades, qualsevol funció com una combinació infinita, una integral de fet ,

d'oscil·lacions que tenen una freqüència que varia d'acord amb un paràmetre

real , cadascuna d'elles afectada per una determinada amplitud . En aquest

capítol estudiem l'extensió de la transformació de Fourier al camp complex ,

obtinguda per substitució de les freqüències reals per un paràmetre complex.

La transformació de Fourier complexa permet identificar alguns subespais

de L2 (R) amb espais de funcions enteres definits per condicions de creixement .

L'enunciat precís està donat pels teoremes de Paley-Wiener. Un cas important

és el de les funcions de banda limitada, les quals , d'acord amb el teorema de

Shannon-Whittaker , queden determinades per les seves mostres en un conjunt

discret de punts . Aquest fet té molt d'interès en la teoria de la transmissió del

senyal .

Estudiem també detalladament la transformada de Laplace que és una

transformació de Fourier complexa definida sobre les anomenades funcions

causals . Les propietats d'aquesta transformació la fan molt útil en diverses

aplicacions i en donem una de les més típiques , que fa referència a la solució

d'equacions diferencials lineals amb coeficients constants .

Acabem el capítol considerant alguns anàlegs discrets de la transformació

de Laplace, com ara les sèries de Dirichlet , que són importants en la teoria de

números, o la Z-transformada, que té aplicació a l'estudi de les equacions en

diferències finites.

557
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12.1
L'extensió complexa de la transformada de Fourier.

Primer teorema de Paley-Wiener

Sigui E un subconjunt mesurable de R i ƒ una funció mesurable definida sobre

E amb valors reals o complexos . Com és habitual , posarem

E||fl |1 = √ | f(x) | dx ;

|| ƒ|
=

i

1/2

L¹ (E) = {ƒ : E → RoC : ƒ és mesurable i || ƒ|| 1 < +∞}

L²(E) = {ƒ : E → RoC : ƒ és mesurable i || ƒ|| 2 < +∞} .

• •
L'espai L¹ (E) amb || . || 1 i l'espai L² (E) amb || || 2 són espais de Banach .

Habitualment ens interessarà el cas que E sigui tota la recta, o una semirecta

o bé un interval.

La transformada de Fourier, ƒ, d'una funció ƒ de l'espai L¹ (R) es defineix

mitjançant la fórmula:

La funció

•+∞

= f(t) e - xift dt, & ER.
F(E) = []

és contínua a R i nul·la a l'infinit , però no és necessàriament inte-

grable. Si ƒ és integrable a R, aleshores val la fórmula d'inversió:

•+∞

2πigt

f(t) =[*°° ƒ(£) e²
[** ƒ(§) e²ñi§¹ dt ,

per a gairebé tot tЄ R. (12.1)

La fórmula d'inversió és vàlida també sota altres hipòtesis .

Si ƒ € L¹ (R ) ~ L² (R) , hom té ƒ € L² (R) i es compleix la identitat de

Parseval:

•+∞ •+∞

[ * °*° F(£) l² d£ = [* °*° \ ƒ (t ) dt .
( 12.2 )

Aquest fet permet definir la transformada de Fourier d'una funció ƒ e L²(R)

de la manera següent :

+h

f(ε) = limF(E)
h¬ +∞ -h[+ f( t) e

f(t) e-2πigt dt.
2πίξτ

е
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=
on el límit es pren a L² (R) . En efecte , la darrera integral és fh (§) amb fh (t) =

f(t) 1(−h,+h) (t) i hom té

-

||În – Îk||² = ||ƒh – fx||3 = √n<| 18 | < k | f ( t ) dt

0.

h ,k-+∞
2

h< | t | <k

De fet , també es compleix la igualtat puntual

+h

F(E)ƒ(§) = lim
[+ f(t) e

-2πiЄt dt
per a gairebé tot έER,

h→ +∞ -h

si bé aquest resultat és molt més profund i difícil de provar (teorema de

Carleson).

Amb la definició que hem donat de ƒ per a ƒ € L² (R) , la relació (12.2)

és certa per a tota funció ƒ € L² (R) . La mateixa igualtat també és vàlida si

substituïm per la funció ƒ definida , quan ƒ € L² (R) , per:f

+h

ƒ(t) = limlim "f(£) e²rist de

amb el límit pres també a L² (R) .

-h

Les transformacions ƒ → ƒ i ƒ → ƒ són inverses l'una de l'altra en un sub-

espai dens de L2 (R) (per la fórmula d'inversió) i es conclou que la transformació

de Fourier és una isometria de L² (R) sobre L² (R) ( teorema de Parseval) .

Ens interessarà considerar la complexificació de la transformació de Fourier

o transformació de Fourier complexa , que consisteix en la substitució formal

del paràmetre de freqüència real & per una freqüència complexa z . Així posarem

•+∞

f(z) = [* °*° f(t) e

--2πitz dt

(12.3)

sempre que aquesta integral tingui sentit . En aquest cas, la funció ƒ(§) tindrà ,

doncs, una extensió complexa.

Definició 12.1 . Per a a > 0, designarem per H2 (Ba ) l'espai de les funcions

F holomorfes a la banda Ba = { z Є C : | Im z ] < a} , que compleixen

a

|| F || 2 = sup

•+∞

[to

ly <a ∞

|F(x + iy) | 2dx < +∞ ,

i per L2 el subespai de L2 (R) , que consisteix en les funcions fЄ L²(R) , que

compleixen

•+∞

|| ||2, a = [ * ° f ( t ) |² e¹ral dt < + ∞0 .
∞
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Teorema 12.2 (Primer teorema de Paley-Wiener) . La transformació de

Fourier complexa donada per (12.3) estableix, per a cada a > 0, un isomor-

fisme topològic entre els espais L2 i H² (Ba) ; és a dir, f f = F és un

isomorfisme lineal que compleix m ||f||2 , a ≤ ||F|| 2 ≤ M || f || 2 , a , amb constants

m, M que no depenen de a.

Demostració. Si posem z = x + iy, hom té per a y < a

•+∞

|f(z) | ≤ [ + \f(t) | e²nty ≤
81

•+∞ 1/2

≤ (|+0 15 (0) 12

e|f(t) | ² €¹πa|t | dt

(too

•+∞ 1/2
(12.4)

еe4π(tу- alt ) dt < +∞,

si fe L2.

Amb això veiem que F(z) = Î(z) està ben definida si | y | < a . A més , si

ly ≤ b < a, és

sup | f(t) e- 2πitz | ≤ |f(t) | e2πtb

TER, y <b

i la funció de la dreta és integrable per (12.4) . La mateixa desigualtat (12.4)

garanteix que la integral que defineix f (z ) és contínua respecte de z , pel teorema

de continuïtat d'una integral respecte d'un paràmetre i , per tant , la funció F és

contínua a Ba; utilitzant el teorema de Morera i el teorema de Fubini , resulta

que F és holomorfa a Ba . Fixem-nos que ƒ € L2 implica ƒ € L¹ (R) , així que

ara hem vist no solament que ƒ és contínua, sinó que té una extensió holomorfa

a Ba. Si escrivim

F(2) = √+00

•+∞ •+∞

[* f(t)

е

e -2=itz dt = [* f(t) 2nty -2xitz dt,
e

∞

veiem que fixat y , amb y < a, la funció x →amb y < a, la funció x → F(x + iy) és la transformada

de Fourier de f(t) e2πtу

Parseval, hom té

•+∞

[ ***

def
=

fy (t) i fy € L² (R) perquè ƒ € L2 . Pel teorema de

•+∞

|F(x + iy) | ³dx = [ * ®* |f(t) |² e¹nty <

81

desigualtat que dóna || F || 2 ≤ ||f|| 2 , a i F € H² (Ba) .

•+∞

[ **
|f(t) | ² e¹ña |t | dt,

-

Recíprocament , sigui F € H² (Ba) i posem Fy (x) = F(x + iy) . Ja sabem

que F(x) = f(x) amb

+h

f(t) = lim

h

F(x) e²xi
tx
dx a L² (R) .

-h
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Fixem y, amb y < a, i sigui Q el rectangle de vèrtexs ±h , ±h +iy . Pel teorema

de Cauchy aplicat a la funció F( z ) e²πitz i a dQ , resulta

[*-h

ry

+h

[ F(x + iy) e
-h

+h

F(x) e²xitxdx F(x + iy) e²πit(x+iy) dx =

=√ F(h +

+ is) exit(h+is),ids
[ F(-h + is) e²xit (-h + is) ids = 0. (12.5)

y

-
→ ∞ , tendeixen a zero per a

Ara veurem que hi ha una successió de números h; +∞ de manera que les

dues darreres integrals de ( 12.5) , quan h = h; i j

tot valor tЄ R. Per exemple, la primera està acotada per

1/2

[ F (h + is) | e - 2xts ds

ry

ds <

(√ F (h + is) P³ds)

y

е

( -2eds)

-2πts ds

i és suficient veure que hi ha valors h; / +∞ tals que

لما

|F(±h; + is) |²ds → 0 , si j ∞.

Si posem (h) = ƒ} |F(h + is) | ²ds , la hipòtesi F € H² (Ba) i el teorema de

Fubini donen

[*°*° 4 (h)dh = [" [ * * \F (h + is) |²dsdh ≤ y||P||} .0

Per tant , la funció 4 (h) + 4 (−h) és integrable i , en conseqüència,

rj+1

(4(h) +4(−h)) dh ∞++! 0.

Atès que és contínua, aquesta darrera integral coincideix amb (h; ) + 4(−hj)

per a alguns valors hj , j ≤ h; ≤ j +1 . Com que

f(t) = lim

L

+hi

F (x) е²πitxdx a L² (R) ,

-hj
j

existeix una successió (hjk) parcial de la (h; ) que dóna convergència puntual

g. p . t. en la igualtat anterior . Per tant, per ( 12.1 )

+hjk

ƒ(t) = lim[***
hjk

F(x + iy) e²ñit(x+iy) dx g . p . t . te R.
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Això significa que per a la funció ƒ, transformada inversa de Fourier de F, val

la igualtat

+ hjk

f(t) = e

-2πtу lim
F(x + iy) e²ñitxdx.

k
–hjk

La funció e²tyf(t) és , per tant, la transformada inversa de x → F(x + iy) , i

el teorema de Parseval implica

•+∞ •+∞

[ ** ctxty \ f (t) \" dt = [ * °* \ F(x + iy) |"dx ≤ ||F||2-

Si fem ara y → a, obtenim

0 •+∞

e <

[___ If ( t) dt + [ *° f ( t) |² Anta dt ≤ |F||23,

i si fem ya, obtenim

0 •+∞

[___ \ f (t ) |² e += | | dt + [ *°* \ f (t) | ³dt ≤ ||F||-

е

L'exemple més senzill d'un parell de funcions f, F que estiguin en les con-

dicions del teorema 12.2 és quan f(t) e-2πt ; en aquest cas, hom té=
9

F(z)
=

1 1

π 1 + 22

9

que restringida a R és el nucli de Poisson.

12.2 La fórmula de Poisson

Un dels resultats més importants en anàlisi harmònica és la fórmula de Poisson,

que estableix la validesa de la igualtat

Σf(n) = Σf(n) ,

nЄZ nez

(12.6)

sota determinades condicions sobre la funció ƒ i la seva transformada de Fourier

f, les quals han de garantir , en particular , que els dos membres de l'equació es-

tiguin ben definits. En aquest apartat provarem aquesta fórmula, amb mètodes

de variable complexa, quan ƒ i ƒ = F compleixen alguna hipòtesi addicional .

Concretament suposarem que F € H² (Ba ) i que es compleix

sup F(x + iy) ≤ x(x)

|y|<a

(12.7)
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(12.8)

amb 4 € L¹ (R) i ¤ (x) → 0 quan |x | → +∞ . Llavors F és integrable a R i

és una funció contínua .

+∞

f(t) = [ *®® F(x) e²xitxdx,

4Teorema 12.3 . Si F H2(Ba ) satisfà ( 12.7) amb € L¹ (R) i p(x)€

→ +∞, aleshores la funció ƒ definida per ( 12.8) compleixquan x

| f(t) | = 0 ( e−2πb| l0 |)
per a tot b < a.

A més, hom té

→ 0

i

•+∞

-2πitz

F(2) = [+= [*° f(t)e-2xit= dt,
per a Im z < a

Σf(n) = lim Σ F(n).

nez

N→∞

\n \≤N

Demostració. En primer lloc , veurem , com en el teorema 12.2 , que la funció f

està donada per

•+∞

f(t) = e

-2πtу

[+° F(x + iy)
F(x + iy) e²itxdx, | y | < a (12.9)

(la hipòtesi (12.7) implica que x → F(x + iy) és integrable per a cada y) . Amb

les mateixes notacions del teorema 12.2 , és suficient provar que la integral

√ |

F(h + is) e- 2πts ds

tendeix a zero quan h → +∞ , per a cada valor de t , on I és l'interval [0 , y]

o [y , 0] , la qual cosa és clara perquè està dominada per (h) √, e -2πtsds. Si

b < a i prenem yprenem y = b quan t > 0 o bé y = -b quan t < 0 a (12.9) obtenim

|f(t) | = O ( e−2πb|| ) . Amb això ƒ € L¹ (R) i la fórmula d'inversió ens diu

aleshores que F(x) = f(x) ; però volem donar una prova d'aquest fet utilitzant

arguments de variable complexa. Es tracta de comprovar la igualtat

•+∞

[ ** f( t) e-2xity dt = F(x) .
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Per a t≥ 0 utilitzem ( 12.9) amb y = b > 0, b < a . Tenim

е
-2πitx

√ f(t) e - 2mitz dt =

-2πtь
e

١
٣
٠

•+∞

F(s + ib) e2πits ds

$} e0

que, pel teorema de Fubini , coincideix amb

dt,

•+∞

[to[+° F( s + ib)

e —2πit(x— s—ib) dt =

81

-
1

Σπί

+∞ F(s + ib)

8

- s + ib

Anàlogament, per a t≤ 0 utilitzem ( 12.9) amb y = −b i trobem

-

L

0
1 •+∞ F(s — ib)

f(t) e¯2πitxdt

2πί s - ib - x

ds .

-
X

ds.

Considerem el rectangle Qh de vèrtexs th ± ib . Per la fórmula integral de

Cauchy, és

1

F(x)
=

2πί მQh

F(z)

-Z x

dz, si |x | < h

És senzill veure, utilitzant ( 12.7) , que les integrals sobre els dos costats verticals

de Qh tendeixen a zero quan h → +∞ , de manera que

- 1 •+∞ F(s + ib)1 +∞ F (s — ib)

F(x) =

2πί s - ib

ds

x

-

2πί
-

s + ib x-

ds=

r +∞

[*°°f(t) e- 2= it= dt.

Així, ƒ(z) i F(z) són dues funcions holomorfes a Ba que conicideixen quan

z = x = R i, pel principi de prolongació analítica , ha de ser f(z)

zЄ Ba.

=
F(z) ,

=A continuació provarem la fórmula de Poisson . Considerem G(z)

F(z)/ ( e²ñiz −- 1 ) , que és una funció meromorfa a Ba amb pols simples en

els punts enters n Є Z i residu (2πi ) −¹F(n) . Apliquem el teorema dels residus

a la funció G i al rectangle QN de vèrtexs ±(N + 1/2) + ib , amb N enter i

b>0. Resulta

Σ F(n) = Jaan

F(z)

e2πiz - 1aQN

|n|≤N

En un segment vertical z = +(N + 1/2) + is , b < s < b, l'expressió

e2πiz 1 ȩ− 2ñs ¿±2ñi (N+ 1 / 2 ) − 1 = − ( 1 + e− 2πs )
—

té mòdul més gran que 1 ; la seva contribució a la integral està , per tant ,

controlada per (±(N + 1/2) ) 2b i tendeix a zero quan N +∞. D'altra
→
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banda, si z = s ± ib , és e²πiz 2πis ±2ь¸ de manera que e²πiz=
1

-
1 està

acotat inferiorment i les integrals sobre els costats horitzontals de QN són

convergents quan N +∞ , perquè F(s + ib) és integrable. La conclusió és

que existeix el límit:

-

ཚ

N→+∞
lim Σ F(n) =

F(z)

e2πiz - 1

dz -

-
Li

\n \≤N

F(z)

e2πiz - 1

dz,

=
on L1 , L2 són les línies L₁ = { z : Im z = −b} , L2 = {z : Im z =

d'esquerra a dreta. Per a z Є€ L₁ és zs - ib i е2πiz =

-b} , L2 = {z : Im z = b} recorregudes

= е2πь 2πis té mòdul

егльe2b > 1 de manera que

1
-2πίκ

= e

e2πiz 1 Σ

-2πinz
e

-

Є

n=0

amb convergència uniforme per a z L1. Per a zЄ L2 és z = s + ib i

e2πiz
-2πь 2πis té mòdul e= e

1

e2πiz
-

= -

1

n=0

-2пь
< 1 , i ara és

e2rinz uniformement per a z Є L2.

€

La convergència uniforme i el fet que la funció F (s ± ib) és integrable en la

variable s permeten integrar terme a terme les dues sèries i trobem

lim Σ F(n) = Σ F(z) e²rinz dz +

∞++N

|n|≤N
LiNII∞

que per ( 12.9) coincideix amb f(n).

nez

dz + [√
F(z) e²ñinzdz,

n=0
L2

Cal dir que la fórmula de Poisson és certa sota hipòtesis més generals que

les que hem presentat aquí (vegeu l'exercici 11 d'aquest capítol) .

Observem que si la funció F satisfà la condició ( 12.7) , llavors també satisfan

la mateixa condició totes les funcions F(x + h) per a h qualsevol número fixat.

Si posem , com abans , F = ƒ, aleshores F(x +h) és la transformada de Fourier

de la funció ƒ(t) = e− 2πith . Així, hom té

ΣF(n + h) = Σf(n) e¯2xinh

n n

que significa que ƒ(-n) és l'n-èsim coeficient de Fourier de la funció 1 -periòdica

ΣF(n + h).

n
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Exemple 12.4 . Quan F és el nucli de Poisson , F(z)

e-2 |t| i resulta la fórmula

1

que equival a

T
E

П

nez

1 1
=

π 122 , tenim f(t) =

=

1 + (n + h)²
Σε

e-2π |n | μ-2ñinh

nez

π

1

1 + (n + h)²
nЄZ

=

2Σε

-2πη
e

n=0

Exemple 12.5 . Si F(z)
= е-π²² és ƒ(x)

-

cos 2πnh .

-πt²

= e i , per tant, si prenem,

F(z) = a− 1/2e−π²² 2ribz amb a , b € R, a > 0 , hom té ƒ(t) e-na(t+b)² j

obtenim la igualtat

а

Σe-Ta(n+b) ² = Σa-1/2Σα
е a-1/2 e- ñ¹² е-2″inb .e

NEZ nez

La funció theta és la funció

= е

v(t) = Σ e¯πn²t

NEZ

е

i té importància en teoría analítica de números. Quan b

l'exemple 12.5 dóna la relació funcional

v (t) = t−1/29(1/t) , t > 0 .

=
0, la igualtat de

12.3 Les funcions de banda limitada. Segon teorema de

Paley-Wiener

Si la funció ƒ Є L2 (R) té suport compacte, és clar que la transformació de

Fourier complexa

+∞

F( 2) += [*° f(t) e- 2= it= dt

està definida per a tot z € C i és una funció entera . Més generalment , ƒ(z ) és

una funció entera sempre que

[to15(1)

|f(t) | e²ñtу dt < +∞ , per a tot yЄ R.

-
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En aquesta secció volem estudiar com són les funcions ƒ que s'obtenen

quan ƒ € L² (R) té suport compacte. Observem que si F (x) = f(x) , aleshores

F(x) = f(−x) i podem posar la definició següent .

Definició 12.6 . Direm que una funció F € L² (R) és de banda limitada si Ê

té suport compacte.

Per l'observació anterior, sabem que tota funció F € L² (R) de banda limi-

tada té una extensió entera . Sigui I el més petit interval que conté el suport de

Ê; si 27 designa la longitud de I , alguna traslladada de F té suport contingut

a (−7,7) , la qual cosa significa que per a algun a € R, la funció e²iaxF(x) és

de la forma

2πί

T

e2niaxF(x) = ["_ f(t) e
-T

-2πixt dt ,

amb ƒ € L² (−7,7) . Sense pèrdua de generalitat , suposarem a = 0. El primer

que farem és caracteritzar les funcions enteres F de la forma

[** f(t) e−2xit:dt, ƒ € Ľ²(-7,7) ,
F(z) = "

T > 0. (12.10)

Teorema 12.7 (Segon teorema de Paley-Wiener) . Una funció entera F

és de la forma ( 12.10) si i només si compleix

+∞

[** | F(x + iy ) ² dx ≤ Ce¹# rly ,
yER (12.11 )

amb C constant.

Demostració. Si F està donada per ( 12.10) , x → F(x + iy ) és la transformada

de Fourier de f(t) е²πtу i el teorema de Parseval dóna

•+∞

[ ** | F (x + iy) ³dr = [ ** \ f(t) ² €¹ntydt ≤ 4*r| v |
∞ -T

e < e

[ \f (t) \² dt .-T

Recíprocament , si F és entera i satisfà ( 12.11 ) , aleshores FE H²(Ba ) per a tot

a > 0, i segons el teorema 12.2 hom té F = ƒ amb

•+∞

[

|f(t) | ² 4πalt | dt

1

e

•+ ∞

Απατ

[ *° Cerar ,
|F(x + iy) | ²dx ≤ Сe¹πат¸sup

My <a√∞

amb m constant . Així,

•+∞

[+ \ f (t ) |² Ama ( t | - * ) dt ≤ C
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per a tot a > 0. Fent a / +∞ , es veu que aquesta desigualtat implica ƒ (t ) = 0

g. p. t . si | t | > 7. Així, F = ƒamb ƒ € Ľ²(−7,7) .

L'objectiu que tenim ara és descriure l'espai de les funcions enteres que

compleixen la condició (12.11 ) d'una manera alternativa , més usual .

Definició 12.8 . Per a 7 > 0, l'espai de Paley- Wiener PW, està format per

les funcions enteres F que compleixen

r+∞

| F (2) | = O ( e²πT |2 | ) i ||F||} = { *°*° |F (x) |²dx < +∞0 .[

Veurem que aquest espai coincideix amb l'espai descrit per la condició

(12.11 ) . Necessitarem un resultat de Phragmen-Lindelöf relacionat amb el

principi del mòdul màxim que exposem a continuació.

Teorema 12.9 (Phragmen-Lindelöf) . Sigui F una funció holomorfa en un

sector Sa d'obertura angular π/α, amb a > 0 , i contínua a Sa. Suposem que

es compleix

|F(2) | = O(exp | z |B) , zЄ Sa amb ß < a

α

i |F(z) | ≤ M, per a una constant M > 0, si z E Sa. Aleshores hom té

|F(z) ≤ Mper a tot z Є Sa.

Demostració. Sense pèrdua de generalitat , suposem que Sa és el sector

{z : | Argz | < π/2α} . Prenem ẞ < y < a i amb la determinació principal

de z considerem la funció g (z ) = F(z) exp(-εz ) amb ε > 0. Si z = reio

llavors g (z) | = | F( z ) | exp( −εr cos y0) ; d'altra banda, si | 0 | ≤ π/2α, hom té

|y0 | < π/2 i existeix d > 0 tal que cos y > 8 ; per tant ,

\g(z ) ≤ C'exp (r³ – dεr¹) ,
-

que tendeix a zero quan z → +∞. Això implica que g (z ) | té un màxim

absolut , que pel principi del màxim s'ha d'agafar a la frontera de Sa. Però per

a zЄasa és

|g(2) | = |F(z ) | exp ( −ɛr cos y

-

π

2) ≤ F(2) | ≤ M.

En conclusió, g (z ) | ≤ M si z Є Sa , i fent ɛ → 0 veiem que | F( z ) | ≤ M.

Corollari 12.10. a) Si F és una funció entera i hi ha constants C, M tals

que | F (z ) | ≤ C'e7 | z | per a z € C , T > 0 i | F (x) | ≤ M per a x − R, aleshores

hom té |F(x + iy) | ≤ M e™\\ , per a x, y − R.
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b) Si F és una funció entera i hi ha constants C , M tals que | F(z ) | ≤ Ce™||

per a zЄ C, T > 0 i

aleshores hom té

•+∞

•+∞

[** |F(x) [Pdx ≤ M³,

[ ** [F(x + iy) \Pdx ≤ M³ e*P \v\
to ( +

1 < p < +∞ ,

per a x, y Є R.

=
Demostració. Per a la part a) suposem y > 0; sigui g(z) F(z) ei(T+ε)z,

ɛ > 0 , de manera que | g (x) | = | F (x) | ≤ M i | g(iy) | = | F(iy) | exp( − (T + ε)Y) ≤

C'exp(-ɛy) → 0 quan y / +∞ . Si apliquem el teorema de Phragmen-

Lindelöf separadament , al primer i al segon quadrants obtenim |g (z) | ≤ M

si y =Im z > 0, és a dir,

Fent ε →

|F(z) | ≤ Mexp( (7 + ε)y) .

O acabem la prova de a) si y > 0 , i si y < 0 , es raona anàlogament.

Per a b) cal provar que si és una funció de l'espai Cc (R) amb

hom té

•+∞

[*** \9(x)\"dx = 1,

•+∞

1
-
+

1
- =

p q ང
ང

[ ** [F(x + iy) \p{(x)dx < Me™ \v \ ,

Si considerem la funció entera

•+∞

≤

G(z) = [** F(z +1)p(t)dt, z € C,

cal provar la desigualtat | G(iy) | ≤ M e™| \ . Ara bé,

+∞

| G(2) ≤ [ + = \F (2 + 1) ||x( t) dt≤C [ e7( l =1 + 1 ) \ ( t) \ dt ≤C' el² , C' constant,

i , per la desigualtat de Hölder,

+∞

IG( 2) | ≤ ( |F(x + 1)

V
I

+∞

fe

Pdt)

( to + P([+ [F (x + 1) pdt)

1/p

1/p

•+∞

([+∞
| x(t) \ "dt)

=||F||; ≤ M.
Р

"

1/q

Per la part a) , ja provada, obtenim | G(z ) | ≤ M e™|| tal com volíem.
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Teorema 12.11 . Per a una funció entera Fiτ > 0 les afirmacions següents

són equivalents:

a) F compleix la condició (12.11 ) .

b) FЄ PWT.

zl) .c) FRE L² (R) i | F(z) | = O ( e²π7 | Im 2 |

En conseqüència, la transformació de Fourier complexa estableix una isometria

entre els espais L²(−T, T) i PW7.

Demostració. Si F satisfà la condició (12.11 ) , F és de la forma ( 12.10) i llavors

FЄ L²(R) , pel teorema de Parseval , i

\f (t ) e²πt| F ( z) | ≤ [+

If e2rt Im 2
Im zdt

dt e27
| Im 2|

[
|f(t ) | dt

T (12.12)

Així, a) PWT, F

≤ (27) ¹/2 || ƒ||2 e²πT | Imz| ¸

c) . La implicació c) b) és trivial . Finalment, si F

compleix les hipòtesis de la part b) del corollari 12.10 amb 2πт en lloc de T

i p = 2, amb la qual cosa es compleix (12.11 ) .

La resta de l'enunciat és una conseqüència del teorema 12.7.

L'espai PW, és un espai rellevant en el tractament del senyal . La raó

és que les funcions de banda limitada corresponen a diversos senyals que són

importants en les aplicacions de l'anàlisi de Fourier, per exemple els senyals

acústics que entren en el rang de percepció de l'oïda . La representació de

Fourier

•+∞

F(x) = [* °° F(§) e2nix£d£

ens diu que tot senyal d'energia finita , descrit per una funció F € L² (R) és

la superposició de les funcions e2πix = cos 2πx + i sin27x amb amplituds

Ê(§) . Les funcions de banda limitada són aquelles en les quals només inter-

venen freqüències amb || ≤ 7 per a un 7 > 0 , talment com en el cas dels

senyals acústics , on només són perceptibles les freqüències per sota d'un llindar

determinat.

Fins aquí hem vist que tota funció de banda limitada té una extensió entera

i que, multiplicada per e²iaz per a algun a € R, és una funció de l'espai

PW,. Ara analitzarem més detalladament les propietats d'aquestes funcions .
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L'objectiu és el teorema de Shannon- Whittaker, que es la base teòrica per als

processos de digitalització .

Farem servir el resultat fonamental de Fourier, que formularem amb el llen-

guatge dels espais de Hilbert . L'espai L² (−T, T) , T > 0 , és un espai de Hilbert

amb el producte escalar (correlació)

ηπ

T

(f, 9) = (f, 9) L² (-1,7) = [ ** f(x)g(x)dx

ηπ

T

T

i norma || ƒ || 2 = (ƒ, f) . Naturalment , L² (−7,7) s'identifica amb l'espai de les

funcions definides a R, 27-periòdiques i que són de quadrat integrable en un

període. Les més característiques d'aquestes funcions són el cosinus i el sinus

27-periòdics , cos x, sin x, nЄ Z. El resultat de Fourier és que “tota fun-

ció 27-periòdica és superposició de sinus i cosinus 27-periòdics" . Modernament

utilitzem , per comoditat en la manipulació de les integrals , les exponencials

complexes exi
=cosx + i sin x i el concepte de base ortonormal per pre-

cisar l'enunciat de Fourier . Normalitzarem les exponencials complexes per

tal que tinguin norma 1 i prendrem

пп

T

1

en(x)

ηπ xi

= e NEZ.

2T

Teorema 12.12 (Fourier) . La família de funcions { en : n Є Z} és una base

ortonormal de l'espai L2 (-T, T) .

Recordem que això significa que les funcions en compleixen les relacions

(en, em) = Sn,m, n, m € Z i que per a ƒ € L² (−7,7) , hom té

f = lim Σ (f, en ) en, a Ľ² (−T, T) .∞+←N

|n|≤N

En particular ,

+∞

||ƒ||2 = ||lim (f, en en ||2
=

lim Σ (f, en ) ² = Σ |{ƒ, en } | ² ,
N→ +∞

|n |≤N

N→ +∞

In≤N

que és el teorema de Parseval en el cas periòdic. Quan {en : n Є Z} és una base

ortonormal, hom escriu simbòlicament

+∞

ƒ~ Σ (f, en)en
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i la sèrie de la dreta s'anomena sèrie de Fourier de f. La prova del teore-

ma 12.12 es pot veure a [6 , pàg. 140] .

Sota determinades hipòtesis de regularitat de la funció ƒ, la convergència

de la sèrie de Fourier de ƒ cap a ƒ té lloc respecte de normes més precises , com

ara la uniforme, o bé puntualment per a tot valor de x:

f(x) = lim (f, en ) en (x) .
N→ +∞

In≤N

El teorema de Carleson, de gran dificultat , estableix que la igualtat anterior

és compleix a gairebé tot punt de (−7,7) si ƒ € L² (-7, 7) . No necessitarem

aquí altra cosa , però, que l'enunciat de Fourier presentat en la forma del teo-

rema 12.12 . Observem que l'enunciat d'aquest teorema es pot donar també

en termes de les funcions sinus i cosinus , dient que les funcions 27-periòdiques

normalitzades

1 1 пп 1 пп

COS X, sin X, n = 1,2,3 , ...9

√2T
T T

formen una base ortonormal de L²(−7,7) .

Tenint en compte les igualtats

1

(f, en )en (x) :
=

xi
1 пп хі

1½ (['_ f (x) e¯ ** dx) — e ** , n € Z
2T T

és habitual escriure la sèrie de Fourier sota la forma

+∞

xi

ƒ ~ Σ Î(n) e ™ x
е

2T

amb

1

f(n)
=

2T

xi

- f(x) e - zida ,

T

е

coeficient que s'anomena n-èsim coeficient de Fourier de f . El teorema de

Parseval s'escriu ara:

++
пп хі

2

[ ** \f(x) ³dx = [** |Σ Î (n) e *=* = i | * dx = 27Σ\Î(n) |² .T T
n

Segons el teorema 12.11 , la transformació de Fourier complexa

•++

2πίακ

ƒ →→ F (2) = [ ** f (x) e-[ f(x) e-2= iz =dx
-T
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=
és una isometria entre L² (−7,7) i PW,, és a dir , si F fiG

ƒ, 9 € Ľ² (−7, 7) , llavors és

•+∞

= ŷ amb

[ ** f(x)9(x)dx =(f;9)1²(-7,7)( f, 9) L² ( -7,7) = (F , G ) 12(R) = [ ** F(x)G(x)dx.
T

Com que la família { en , n € Z} és una base ortonormal de L² ( −7, 7) , les fun-

cions enteres {en, ne Z} formaran una base ortonormal de PW . Explicitem

aquestes funcions :

en(z)
=

1

√2T

1

-T

nπ xi

ет e

+T
1--2πix dx =

/2T -T

x= +T

1

e2nix(1-2)
πίχ

=

2πi (27 — 2) √2T
-

€2πix(2-2) dx

√2T

sinπ(n - 2TZ)

π(N − 2TZ)

Definició 12.13. La funció sinus cardinal és la funció entera

-

sin πZ

sinc z =

πZ

Així, hom té en(z)

correlació (f, en ) s'escriu

√27 sinc (n − 27%) . D'altra banda , si ƒ = F, la
=

(f, en)
=

2T√27 [+
1/2 [ T

nx

-

1

e- zida

f (x ) e ====idx = ==F (1)

T

Així doncs, per a tota funció FЄ PW, és

F(z) = lim 8+←N

2T (27) = (F, en).

ΣΕ
( 77)(2) sinc (n − 2Tz)

--
a L² (R) .

|n|≤N

Ara bé, la desigualtat ( 12.12) té com a conseqüència que la convergència a

L² (R) implica la convergència uniforme a cada banda horitzontal i tenim que

si FE PW , val la igualtat

+∞

F(2) = [ F (27)ΣΕ(2 ) sine (n - 272)2T

uniformement a cada banda horitzontal { z : | Im z < a} , a > 0. El teorema de

Parseval pren la forma

•+∞ +∞

ΣΚΕ,

n

[** [F(x) ³dx = [\ (F, €) |² = == Σ F (G)
n

2T 2T



574 JOAQUIM BRUNA i JULIÀ CUFÍ

El fet que la família { en , n € Z} sigui una base ortonormal de L² (−t, t)

també significa que ƒ = Σλnen , amb An² < +∞ , és l'expressió general

d'una funció ƒ € L2 (-T, T) . Això vol dir que

n=+∞

n

+∞

F(2) = Σ A, sinc (n - 272) , A² < +00Σ < + ∞

és l'expressió general d'una funció F € PW,. Resumim tots aquests fets , que,

com hem vist , són traduccions de l'enunicat de Fourier, en el resultat següent ,

que en teoria de la informació es coneix com a teorema de Shannon-Whittaker .

Teorema 12.14 (Shannon-Whittaker) . Tota funció F de banda limitada a

(-T,T) (és a dir F € L² (R) i spt (F) C (−T, T) ) està completament determinada

pels seus valors en els punts 2 , ne Z, mitjançant la sèrie cardinal

+∞

F(2) = ΣF
Σε (277) sinc (n - 2Tz) ,

2T

que és uniformement convergent a tota banda horitzontal { z : | Im z | < a} , a > 0 .

Els valors F (2 ) determinen F de forma estable en el sentit que

•+∞ +∞
2

n

si FЄ PWT.

[* FGF = F(-)²Σ 2T

Recíprocament, donada una successió de números (An)nez amb ΣAn | ² < +∞ ,

la sèrie

+∞

F(2) =Σλn sinc (n − 2tz)

-

n

defineix una funció F Є PW,, que compleix F(n) = λn per a cada n € Z.

En general, una successió (an ) nez de números reals s'anomena successió de

mostreig estable (sampling) per a l'espai PW, si hi ha constants m , M > 0 tals

que

m ||F||2 ≤ Σ |F(an) | ² ≤ M||F||2 , per a tota F € PW,.

nez

Això significa, com abans, que els valors {F (an) : n € Z} determinen F de

forma estable . Una successió (an ) nez s'anomena successió d'interpolació per

a l'espai PW, si per a tota successió (An ) nez amb ΣAn² < +∞ hi ha una

funció F € PW, tal que F(an ) = λn , n € Z.

n

2
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1

2T

Així, el teorema de Shannon-Wittaker afirma que la successió regularment

espaiada (an = 27 ) nez és simultàniament de mostreig estable i d'interpolació

per a l'espai PW,. El pas s'anomena pas de Nyquist. Es pot veure que

si µ < , la successió (µn )nez amb µn = nµ és de mostreig estable però no

pas d'interpolació , i que si µ > 2, és d'interpolació però no pas de mostreig

estable.

μ

1

Acabarem aquest apartat amb una fórmula reproductora per a les funcions

de l'espai PW,.

Teorema 12.15. Si F Є PW,, hom té

•+∞

F(z) = 2T
[** F(x) sine 27 (z – x)dt.

-

81

Demostració. Si F = ƒ, és

•+T

F(2) = [ ' f(x) e-
T

-2πixz
dz = {ƒ, ¤z) L²(−T,T) ,

on ez (x) = €²™ixž ; per tant, F (z ) = (F, ez ) L² (R) . Calculant ez resulta :

1

êz (w) =

=

[+ 2ris( 3-

|x= + T

¸²πix(z -ш)dx = ¸²πix(z— ш)
-

T 2πi(z – ш)
-

x=-1

sin 2πT(Z - w)

π(Z - w)

i obtenim

•+∞

F(2) = [*°° F(x)€:(x)dx = [*°
F(x)

sin 2πT(≈ — x)

π (Z - x)

-

dx.

És interessant observar que les propietats anteriors de les funcions de l'espai

PW, es poden obtenir directament sense recórrer a la representació ( 12.10) . Per

exemple (suposant 7 = ½ ) , per a obtenir la convergència de la sèrie Σn | F(n) | ²

quan FЄ PW, podem utilitzar la propietat de la mitjana en els discos de

centre n i radi per a acotar aquesta suma per la integral de F2 sobre

la reunió d'aquests discos . Atès que aquesta reunió està inclosa en la banda

{z : | Im z | < 1 } , la desigualtat (12.11 ) implica que aquesta darrera integral és

finita. Un argument similar fa veure que F(x) → 0 quan x → +∞ . Provem

ara directament la fórmula de Shannon-Whittaker (teorema 12.14) ; com que

sin π (n − z) = (−1 )²+ ¹ sin πz , es tracta d'establir la igualtat
-

-

F(z)

Σ(-1)"

F(n)

π (z - n ) '

=

sin πZ

nЄZ

(12.13)
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fórmula que demostrarem amb els mateixos mètodes que hem fet servir en la

secció 10.3 . Observem en primer lloc que la convergència de la sèrie Σn F(n) | ²

i la desigualtat de Schwarz impliquen que la sèrie del terme de la dreta de

(12.13) convergeix uniformement sobre compactes i defineix, per tant, una fun-

ció meromorfa a tot el pla, amb pols als punts ŉ € Z i residus (−1)ºF(n)/π ,

que coincideixen amb els de la funció F(z)/ sin πz . Això implica que la di-

ferència entre els dos termes de (12.13) és una funció entera h. Veurem que

h és constant d'una forma similar a l'exemple 10.12 , comprovant primer que

ambdós termes i , per tant , també h estan acotats a la vora del quadrat QN

centrat a l'origen i de costat 2N+1 per una constant independent de N. Per al

terme de la dreta aquest fet ja està provat en l'exemple 10.12 , i per a la funció

F(z) / sinπz es dedueix de la relació | F ( z ) | = O (e™|| ) i del fet que la funció

| sin π2 | 2 = sin² x + sinh² πу està acotada inferiorment per ce² a la vora de

QN, amb c constant independent de N. Amb això h és constant; per veure que

aquesta constant és zero prenem z = m + ½ en ambdós termes i comprovem

que tenen límit zero quan m → +∞ . Ja hem vist abans que F(m + 1/2) té

límit zero, i pel que fa a la sèrie

Σ(-1)"

NEZ

F(n)

π(m + 1/2 − n )

-

la convergència a zero quan m→+∞ és conseqüència del fet que Σ | F(n) | ² <

+∞.

n

12.4 La transformada de Laplace

12.4.1 La transformada de Laplace de funcions localment integra-

bles

En aquesta secció analitzarem la transformació de Laplace, que és una transfor-

mació integral definida sobre les funcions que s'anul·len a gairebé tots els punts

de la semirrecta (-∞ , 0) . Aquestes funcions s'anomenen causals i típicament

són les que només depenen del temps (valors positius del paràmetre) . Suposa-

rem al llarg de tot aquest apartat i de la secció següent que

ƒ : [0 , +∞) - C

és una funció mesurable i que per a tot R > 0 hom té

R

\f(t) \ dt < +∞ .
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Definició 12.16. La transformada de Laplace de f, F = Lf, és la funció de-

finida per

F(2) = √° e-tzf( t) dt =

R

= lim e-ztf(t)dt

R→+∞

per als valors complexos de z per als quals el límit anterior existeix.

2π
Veiem que formalment la transformada de Laplace de ƒ és la funció f(iz)

sempre que ƒ s'anul·li a (-∞ , 0) i ƒ designi la transformada de Fourier com-

plexa. Formalment també podem escriure

Î(§) = Lƒ(2πi§).

Ara bé, el fet que L s'apliqui només a funcions causals i que es consideri per a

arguments complexos de la variable, fa que £ tingui unes propietats addicionals
с

i alguns avantatges respecte de la transformada de Fourier. Per exemple, pot

ser que la transformada ƒ no existeixi, i en canvi Lf, sí.

Exemple 12.17. Prenem f(t) = 1 , t > 0. Aleshores

R

е

[" eztf(t)dt

1

=

Z

e

t=R

-zt

t=0

i, si Rez > 0 , hom té | e -Rz | = ee-RRez

= -
− ( 1 − e − Rz ) ,e-Rz) , z # 0

0 quan R +∞o . Així, Lf està

definida si Rez > 0 i val 1/z . En canvi , ƒ(§) no està definida .

Exemple 12.18 . Considerem f(t) = eat amb a Є C. Aleshores és

-tz

L(f)(z) = √°*° f(t) e¯*=dt :

=

R

[ *
et(a-z)dt

0

dt =

1

2 - α

per a Rez > Rea. Si f (t) = cos at = ( eiat + e - iat) , llavors

1 1

L(f)(z)
=

+

1

2 z - ia z + ia

Z

=

z² + a2 '

per a Rez > Im a

21 ( eiat - e- iat ) , obtenimi si f(t) = sin at
sin at = 2

1

(

1 1 α

L(ƒ)(z)
=

2

Exemple 12.19 . Si ƒ = 1 [0,7] , T > 0 , resulta

+

ia

=

z+ ia z² + a² ,

per a Rez > Ima .

T
1

L(f) (z) =
= e-tzdt =

[ e - tz ] t T

1

t=0- [ e - ==== ( 1 - e ) .
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Els exemples 12.17 , 12.18 mostren un aspecte interessant de la transforma-

da de Laplace. Es tracta de funcions que no són ni a L¹ (0 , ∞ ) ni a L² (0 , ∞ ) i

que, en principi , no tenen definida una transformada de Fourier (§) . Tanma-

teix, les transformades de Laplace corresponents estan definides en un semiplà

i fins i tot tenen sentit en la frontera d'aquest domini . Ja hem observat que

formalment ƒ(§) = Lƒ(2π i§) i això porta a pensar que Lƒ(2πi§) bé haurà de

ser una transformada de Fourier. Per exemple, quan ƒ = 1 a (0 , +∞ ) , hom té

Lf(z) = i formalment

1

2πίξ

=

-i

7
1
5

2π
ξ.ƒ(§) = Lƒ(2πi§)

=

Si f(t) sint a (0, +∞ ) , és Lf(z)
=

1

z2+1
i

1

F(E) =

(2πίξ)2 + 1

1

1 - 4π²Є2 ·

Aquesta "extensió" de la transformació de Fourier mitjançant la transformació

de Laplace es pot fer rigorosa fent servir la teoria de distribucions .

Un altre avantatge de la transformada de Laplace és que permet incorporar

els valors de f i de les derivades de ƒ a l'origen, si existeixen , en la formulació

de les regles de derivació i d'integració de Lf. Això ho veurem més endavant

quan estudiem les aplicacions de la transformada de Laplace .

Evidentment, pot donar-se el cas que Lf(z ) no estigui definida per a cap

valor de z , per exemple, si ƒ (t) = exp(t2 ) . Direm que la funció ƒ té creixement

exponencial si hi ha una constant real a tal que

|f(t) | = O(eat) , t > 0 .

Llavors hom té

+∞

-tz

•+∞

-t < C

=√+ [ f( t) e = t Re = dt ≤ C

•+∞

et (a–Rez) dt ,

amb la qual cosa la integral de l'esquerra és absolutament convergent , i per

tant convergent, i Lf està definida per a Rez > a.

La primera qüestió de la qual ens ocuparem és de determinar la regió de

convergència de la transformada de Laplace de ƒ, és a dir , el domini

C(f) = {zЄC: L(ƒ) (z ) és convergent} .

Tal com veurem, hi ha un paral·lelisme amb l'estudi de les sèries de potències

per a les quals , com sabem, la regió de convergència queda determinada pel

radi de convergència de la sèrie .
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Lema 12.20 . Suposem que L(f) ( zo ) convergeix. Aleshores L(f) ( z ) convergeix

uniformement a tot sector S = { z : | Arg(z – zo) | ≤ B} si ẞ < π/2. És a dir,

per a tot ε > 0 hi ha un número Ro = Ro (E , B) de manera que si R > Ro , és

|<s (2) - So

Lf(z)

R

e¯tzf(t) dt < ɛ , per a zЄ Sp.

Demostració. Escrivim, per a R₁ < R2,

R2

R1

e-t(z -zo ) e-tzo f(t)dt

R2

e-tzf(t)dt
=

R1

i considerem

•+∞ •t

-

g(t) =

-szo
= e

'f(s)ds = L (f) ( 20)

£ (ƒ) (20 ) - √

e szo f (s)ds.

La regla d'integració per parts dóna, aleshores,

R2R2 t=R2

e¯tzf(t)dt = [ e-t(z−zo)g(t)]
+ (z - zo)

t=R1 /

еe- (z - zo) g (t)dt

R1R₁

(aquesta igualtat pot comprovar-se directament amb el teorema de Fubini) .

Donat ε > 0, sigui Ro de manera que │g (t) | < ɛ si t > Ro. Si z Є Sß i R₁ > R,

llavors

R2

R₁

e
-tz

*f(t) dt ≤ 2€ + |z − zo | <

Re(zzo) Sε(2 + 1B)
COS

i, pel criteri de Cauchy, obtenim el resultat .

Definició 12.21 . L'abscissa de convergència de la transformada de Laplace

L(f) és el número af definit per

af
=

inf{a R: existeix z C amb Rez = ai L(f) (z) convergent} .

El lema 12.20 implica que C(ƒ) conté el semiplà { z : Rez > af} i que C(ƒ)

està inclòs a {z : Rez > af} si af és finit . Si C(f) = 0 és af = +∞ i si

aƒ = ∞ és C(f) = C.af

Igual que per a sèries de potències , en general , no es pot dir res del com-

portament de Lƒ(z) quan Re z = af.
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Exemple 12.22 . Quan ƒ(t) = 1 , t≥ 0 o , més generalment , ƒ coincideix sobre

(0, +∞ ) amb un polinomi, hom té af = 0 i L(f) (z ) no convergeix si Re z = 0 .

Si ƒ és integrable a (0, +∞ ) ,

+ ∞

[* °° \f(t) (dt < +00 ,

llavors hom té

•+∞ •+∞ •+∞

|f (t) | e -t Rezdt≤ * If(t) \dt , Rez≥0

0
√oth =

|f(t) || e¯tz | dt √

=
1

1+ 2 té abscissa dei C(f) conté {z : Rez > 0 } . Per exemple, la funció f(t)

convergència igual a 0 i L(ƒ) ( z) convergeix si i només si Rez > 0.

Observem també que af ≤ 0 quan ƒ € Lº (0 , ∞ ) amb 1 ≤ p ≤ +∞ , perquè

r+∞ •+∞

≤ ([*°if(t)Pat) ** ( ***

si Rez > 0, resulta

|f(t) e -t Rezdt≤

•+∞

i

foto |
f(t) e - Rezdt≤<

•+∞

1/p •+∞ 1/q

e
-qt

Rezdt
< +∞,

si 1 <p < ∞ i

1

- -
+

p q

=

1

1

•+∞

|f(t) \ dt si p = 1 ,

z

•+∞

| f (t) | e - t Re = dt ≤| ||∞∞ √ * °°

-t Re z
e dt si p = +∞ .

Es pot introduir també la noció d'abscissa de convergència absoluta :

•+∞

Bƒ = inf{ßER : [ * ° \f(t) \ e¯³dt < +∞ } .
Bf=

És fàcil provar que L(f) (z ) convergeix absolutament si Rez > ßf i que no

ho fa si Rez < ẞf . Evidentment , af ≤ ẞf, però com que una integral pot ser

convergent sense ser-ho absolutament , pot donar-se el cas que af < Bf. Aquest

fet constitueix una diferència amb les sèries de potències , per a les quals els dos

conceptes anàlegs coincideixen. Quan ƒ Є Lº ( 0 , +∞ ) , 1 ≤ p ≤ +∞ , ja hem

observat que ẞf ≤0.

Així, si -∞ ≤ αƒ < + ∞ , el conjunt {z : Rez > af} és el conjunt obert més

gran en el qual L(f) està definida . És el concepte anàleg al disc de convergència

d'una sèrie de potències.
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Proposició 12.23. Si af < +∞ , llavors £(f) és una funció holomorfa al

semiplà {z : Rez > aƒ} .

Demostració. Posem

F₂(2) = ["

•n

e-tz f(t)dt, ZEC, nЄN.

Pel lema 12.20 , la successió (Fn) convergeix uniformement sobre tot compacte

de {z : Rez > af}. Com que cada Fn és una funció entera, el teorema 9.3

implica que L(ƒ) és holomorfa a {z : Rez > af}.

El resultat anàleg del teorema 2.31 és :

=
Proposició 12.24. Suposem af < +∞ i considerem les funcions fk (t)

tkf(t) per a k Є N. Llavors l'abscissa de convergència de fè és menor o igual

que af i hom té

L(fx)(2) = (- 1)*L(ƒ)(*) (z) , si
Rezaƒ•

Demostració. La igualtat de l'enunciat és la que s'obté si es deriva formalment

la definició de L (ƒ) (z) , k vegades. Per provar-la rigorosament observem que,

amb les notacions de la proposició 12.23 , el teorema 9.3 implica

L(ƒ)(k) (z) = lim F(*) ( z ) = lim∞18

n

-tz

S" (−t)* e- ¹²f (t)dt

е

uniformement sobre els compactes de { z : Rez > aƒ} . Això ja dóna que l'abs-

cissa de convergència de fk és menor o igual que af i també la validesa de

l'enunciat .

=
Exemple 12.25 . Si prenem f(t) 1, t≥ 0, en la proposició 12.24 i fem

servir l'exemple 12.17 que ens dóna L (1 ) = 1 , per a Rez > 0 , obtenim que la

=transformada de Laplace d'un polinomi P(t)

n

Σaktk és

k=0

n

k!ak

Zk+1
L(P)(z) = Σ

k=0

L'anàleg del teorema d'Abel (teorema 2.20) per a la transformada de La-

place és:
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Proposició 12.26 . Suposem af < +∞ i que L (f) (zo ) convergeix en un punt

zo EC amb Rezo af. Aleshores hom té
=

lim L(f) (z) = L(f) (≈0)0212

-
si z tendeix a zo dins d'un sector { z : | Arg(z – zo ) | ≤ ß} , ß < T

Demostració. És una conseqüència immediata del lema 12.20 , perquè

e-tzf(t)dt és una funció entera per a cada R < +∞ .

CR

Sof

El lema 12.20 també implica un decreixement de Lf(z) quan z va cap

a l'infinit .

Proposició 12.27 . Si af < +∞ , hom té lim Lf(z) = 0 si z tendeix a ∞

121→+∞

dins d'un sector { z : | Arg(z - zo ) | ≤ B} amb ẞ < i Re zo aƒ.

π
=

Demostració. Hem vist la igualtat

R

Lf(z) =
=
plim /he-tzf(t)at,

uniformement en el sector . Així, tan sols cal veure que fixat R la integal anterior

tendeix a zero quan Re z → +∞ ; però això és conseqüència de l'estimació

R R

e-tz f (t)dt <≤

0 S

-t Rez
e Rez | f(t) \ dt

i del teorema de la convergència dominada.

α
tExemple 12.28 . Considerem f (t) = sinat . Com que tf(t) = sin at té trans-

formada de Laplace 2422 , la proposició 12.24 ens diu que £f(z ) té per derivada

la funció -2422 . Així és Lf(x) arctg x + k i com que ha de tenir límit
α

= -

- π

zero quan x → +∞ , per la proposició 12.27, resulta k 1. És ben conegut

que la integral

sin at

t

dt

és convergent però no absolutament convergent , això és , 0 C(f) . Per la

proposició 12.26, resulta

sin at

t

dt = £f(0) == lim Lf(x) = lim ( -arctg x
x→0+ x→0 2 :)

=

2
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Si per a una sèrie de potències Σcnzn hom té en < +∞ , llavors el

radi de convergència R compleix R≥ 1 if (z ) = Σcnz" és contínua a D(0, R) .

n

L'anàleg d'aquest fet per a la transformada de Laplace és la proposició següent .

Proposició 12.29 . Si ƒ € L¹ (0 , ∞ ) , aleshores ẞƒ ≤ 0 i Lf(z ) és contínua

a { z: Rez > 0}.

Demostració. Ja hem observat abans que ẞf ≤0. Atès que

|f(t) || e¯tz | = | f ( t ) | e − tl
е ≤ f(t) ,

l'enunciat és conseqüència del teorema de la convergència dominada .

A continuació veurem el teorema d'unicitat per a la transformada de La-

place.

Teorema 12.30 . La transformació de Laplace és injectiva; més generalment,

si af < +∞, αg < +∞ i £f(z ) = Lg (z ) per a Rez prou gran, llavors hom té

f(t) = g(t) g. p . t . t > 0 .

=Demostració. Treballant amb h = f - g, cal veure que si Lh(z) 0 per a

Rez prou gran, llavors h = 0 g. p . t .. Evidentment, pel principi de prolongació

analítica, tindrem Lh(z) = 0 per a Rez > ah , és a dir,

[√° e¯tzh(t) dt = 0 ,
Rezah⋅

0

TLa idea és senzillament especificar z als punts de la forma ah + nт, 7 fixat

= 1 , 2 , ..., que dóna
in -

-tah
e e-tn h(t)dt = 0 , n = 1 , 2 , ... ,

fer el canvi de variable x = -tT
e-¹ , dx = -Tet dt, que ens porta a

xn- 1h

(-208²)

Logx

T

xα/τ dx = 0, n = 1 , 2 , ... ,

i utilitzar la densitat dels polinomis a l'espai Lº (0 , 1 ) , 1 ≤ p < ∞ . Ara bé, atès

que les integrals que apareixen no són en principi absolutament convergents ,

és necessari fer abans una integració per parts. Així, introduïm, per a zo fixat

amb Re zo > ah , la funció

g(t) = e-szoh (s )ds
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i integrem per parts per a obtenir

RR

е

√ e=*= h ( s)ds

= e-s(z -zo) e -szoh(s)ds =

R

'g (R) + (z − 20) [

= e−R(z−zo ) g (R) + (z − z0)
- e-s(2—20)

o)g(s)ds .

(12.14)

La funció g és contínua a [0 , +∞) ; a més , lim g (t) existeix i val Lh(zo ) = 0 i

-

∞++7

Lh(z) = (z − zo) [° e¯* (z−20)g ( s)ds.
0

е

Per tant, l'última integral de la dreta de ( 12.14) és zero si Rez > Rezo . Si

especifiquem a z = zo + NT,Zo + nτ, trobem

-SNT
e

g(s)ds = 0

i amb el canvi x = e-ST

L'a"g( Loga)

dea
dx = 0, n = 0 , 1 , 2 , ...

T

9(-Log )
Ara G(x) = 9

T
és una funció contínua a [0 , 1 ] i podem concloure que

G = 0. Per tant, g (t) = 0 per a tot t i això implica h(t) = 0 g . p . t . , perquè g(t)

és absolutament contínua amb derivada e -tzo h(t) g. p . t . ㅁ

Analitzem a continuació quines fórmules d'inversió explícites podem trobar

que expressin ƒ en termes de £f. És clar que aquesta és una qüestió molt

relacionada amb la inversió de la transformació de Fourier . Observem que si

x > αf,

•+∞ •+∞

Lf(x + iy) e- (x+iy)tf (t)dt = √**
=

coincideix formalment amb 9 (2) , on ga(t)

formalment , tenim

-tx

•+∞

− t≈ƒ(t) = 9= (t) = [ *°° Î=(§) e²* its d£

=

1

2π

•+∞

g9 (7)

=

eitydy

=

=

e -txf (t) e - iyt dt

e-txf(t) . Per tant , també

1

2π

•+∞

[*
Lf(x +iy) e

ity dy';
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és a dir , independentment del valor de x, x > af , hom té

1

f(t) =
=

2πί Rez=x2ri JR . Cf(z)e¹³dz = lim

tz

1 rx+iT

Т→+∞ 2πi -iT
Lf(z) etzdz.

Aquesta fórmula d'inversió formal és vàlida si Lf satisfà algunes hipòtesis ad-

dicionals , talment com en el cas de la transformació de Fourier . Un resultat

d'aquest estil és el següent , anàleg al teorema 12.3 .

Teorema 12.31 . Suposem ẞf < + ∞ i que per a ß > Bf es compleix

sup Lf(x + iy) | ≤ ❤(y)

x>ß

amb 4 € L¹ (R) i (y) → 0 quan | y | → +∞ . Aleshores f(t) coincideix gairebé

per a tot t > 0 amb la funció contínua

et
x

etz

1
+∞

2π[**

1

Lf(x + iy) eitydy
=

Rez=x
2xi £f (2 ) e¹³ dz

independentment del valor de x, x > ß .

Σπί

Per a t < 0 hom té Rezzz Lf(z ) etzdz = 0.

Demostració. Com a la prova del teorema 12.3, el teorema de Cauchy i la

hipòtesi impliquen que la funció

1

g(t)
=

2πί /
Lf(z) etzdz

Re z=x

és independent de x, x > ẞ i contínua a R. Fent x → +∞ en l'estimació

etx

2π

•+∞
etx

+∞

19 (1 ) | ≤ 2 [ + \cf(x + iy) \dy ≤ 2400 (y )dy
|g(t) |

=

to 2π

=
Lf(z) si

veiem que g(t) 0 sit < 0. Per a t > 0 la mateixa estimació prova la

desigualtat g(t) | ≤ Cetß. Demostrarem ara la igualtat Lg(z)

B, la qual pel teorema d'unicitat ja dóna f = gg. p. t . Fixat z amb

Rez > ẞ, prenguem x amb Rez > x > ẞ de manera que tenim

Rez

•+∞ •+∞
1

Lg(z) = √ * °~ 9 (t) e-¹³dt =
=[*° (2ri no . £f(w) etwdw) e-t½ dt.Σπί Re z= x

Lf

La integral doble és absolutament convergent i podem canviar l'ordre d'inte-

gració per a obtenir

Lg(z):
=

1
•+∞

et (w- z) dt dw

Snow__ £5 ( w) (√* °°

Lf (So et(w–2
=

1
Lf

2xi Row £f(w)

Σπί Rew=x w - zΣπί Rew=x

dw .
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Ara bé, si apliquem la fórmula de Cauchy al quadrat QR de vèrtexs x ± iR,

RiR amb R > x prou gran per tal que tingui z en el seu interior , tenim

2πi / +iR £f(w)
1

Lf(z):
=

x-iR ω

dw + I1 + I2 + 13 ,

on I₁ , I2 corresponen als costats horitzontals i I3 al costat vertical {w : Rew =

R} de QR i es compleix

R - x

≤ C&(R)
→ 0 , C constant

R→ +∞
| I1 \ , \ I2 \ ≤ 4(R) d(z , ƏQR)

| 13| ≤

1
•+∞

d(z , JQR) + (y ) dy

[to

i, fent R +∞ , trobem

R++∞

1

Lf(z)
=

Σπί Rew=x

Lf(w)

-พ Z

dw,

que dóna Lƒ = Lg .

Bf

La hipòtesi sobre el creixement de Lf en el teorema anterior es compleix,

per exemple, si Lƒ(z) | = O( | z | −²) , prenent (y) = (32 +y2 ) -¹ . Fixem-nos que

hem provat que tota funció F holomorfa en un semiplà { z : Rez >ẞ} complint

les condicions del teorema 12.31 , és la transformada de Laplace d'una funció f

amb ẞf < +∞. Per exemple, si F és una funció racional nul·la a l'infinit , F(z)

és suma de termes de la forma C(z − a) -¹ amb C, a € C i d'altres que són

O ( z1-2) , i en conseqüència F és la transformada de Laplace d'alguna funció .

Exemple 12.32 . Calculem L-1F si F(z) 22-32 + 2 . Podem fer-ho amb la

fórmula d'inversió del teorema 12.31 , és a dir , calculant la integral

-

=
1

f(t)
=

1 rx+i∞

Σπί

etz

z2-3z + 2

dz ,

amb x prou gran, per residus . Els pols són z = 1 i z = 2 , F (z ) és holomorfa si

Rez > 2 , i prenem , per tant , x > 2. Per a R gran considerem el camí tancat

CR de la figura 12.1 . A la part circular de CR és z = x + Rei amb ≤0≤ 3T i

|F(z) etz | = etx

etRcos0 etx

|z² - 3x + 2 R2
" per a R prou gran i C constant,
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CR

2

x +iR

ي
ع

x - iR

Figura 12.1

de manera que en el límit , quan R +∞, la contribució d'aquesta part és

zero. D'altra banda,

etz

Res =

22
"

- 3z + 2
x = 1 ) = -e' , Res

etz

2-3z + 2

Z

2)

= - e2t

En conseqüència, f(t) = ee2tet. A aquesta mateixa conclusió , hi arribem

més fàcilment si fem la descomposició de F en fraccions simples

1 1

F(z) :
=

Z 2 2-1

i recordem que eat té transformada 1/z

tk

- α.

Ja hem observat que tota funció racional nul·la a l'infinit és la transformada

de Laplace d'una funció ƒ . Per trobar ƒ descomponem la funció racional com

a suma de fraccions simples i observem , per la proposició 12.24, que la funció

eat té
k! per transformada la funció ( -a)*+1 . Les funcions ƒ que tenen per

transformades de Laplace les funcions racionals nul·les a l'infinit són, en con-

seqüència, les combinacions lineals de les funcions tk eat amb k Є N, a € C , és

a dir,

N

f(t) = Σ Pi(t) east

i=1

amb a; Є C i P; funcions polinòmiques . Aquestes funcions s'anomenen polino-

mis exponencials.
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12.4.2 La transformada de Laplace de funcions de quadrat integrable

El comportament de la transformada de Laplace a l'espai L² (0 , +∞ ) és parti-

cularment senzill, tal com passa amb la transformació de Fourier a L² (R) . En

aquest apartat veurem la versió corresponent del teorema de Plancherel.

Definició 12.33. L'espai de Hardy H² (II) en el semiplà II = { z : Rez > 0}

és el conjunt de funcions FЄ H(II) que compleixen

•+∞

||F|| 2 == sup

x>0
/ ** |F (x + iy ) |² dy

iy) |²dy < +∞.

Teorema 12.34. La transformació de Laplace, F = Lf, és una bijecció entre

L²(0, +∞) i H² (II) , que compleix, a més a més,

* |

2π

0

•+∞

|f(t) | ²dt = || F||2 .

Demostració. Ja hem observat abans que aƒ ≤ 0 si ƒ € L² (0 , ∞ ) , de manera

que, efectivament , Lf està definida a II . També hem observat que £f(x +iy)

9x (2) amb gx (t) e-txf(t) . Per tant, per la identitat Parseval, hom té

•+∞

=

•+∞

\Lf(x + iy) | ²dy
= 2x

2π

[ *** 19= (E) ²d€ =

•+∞

= 2π e−2tx|f (t) | ² dt ≤ 2π[*°° If (t) \ ² dt,

que ens dóna F = Lƒ € H²(II) i ||F || 2 ≤ 27 || ƒ|| 2 . Recíprocament, suposem ara

donada una funció F € H² (II) . Utilitzant el teorema de Cauchy i fent servir

un argument anàleg al de la prova del teorema 12.2, hom veu que el límit

1
•x + iT

F(z) etzdz = etx limlim

Т→+∞ 2πi
√ =
x-iT

T
1

F(x + iy) eitydy = etxhx(t)
T +∞ 2π

-T

és independent de x, on 2πh (2πt) és la cotransformada de Fourier de la funció

F(x +iy) . Pel teorema de Plancherel es compleix , doncs,
y →

2π

+∞

୮

•+∞

·[ *°*° |h₂ (t ) Pdt = [ *°*° | F (x + iy ) |ªdy ≤ ||F||}.

Si posem f(t) = eth₁ (t ) = etxhe (t) , tenim

•+∞

e¯2tx | f(t ) | ²

•+∞

·

2.
e− 2 = | f ( t) | = | + | h₂ ( t) | dt < 2-1||F||3.2π
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Fent ara x → +∞ veiem que f(t) = 0 g . p . t . a (-∞ , 0) , i fent x → 0+ veiem

que ƒ € L²(0 , +∞ ) i

2π

Com que ƒ € L²(0 , +∞ ) , hom té h¸ € L¹ (R) . Ara bé, transformant per Fourier

la funció 2πh (2πt) resultaX

•+∞

F(x + iy)
=

-2πtу
2лhx (2πе) е -2л¹уdt

∞

=
hx (t) e- itydt = e-tzf(t)dt

0

és a dir , F és la transformada de Laplace de ƒ.

12.5 Aplicacions de la transformada de Laplace

Les aplicacions de la transformació ƒ → Lƒ es basen en les seves propietats en

relació amb les operacions entre funcions causals . En donem les més impor-

tants .

Recordem que suposem sempre que ƒ : [0 , +∞ ) → C és una funció mesura-

ble que compleix \ƒ(t) \ dt < +∞ , per a tot R > 0 .

R

P1 . L(tƒ(t)) = (−1)^ (Lf)(n) (z ) si n € N.

Això és la proposició 12.24 . Per exemple, a la funció eat li correspon per

la transformada de Laplace la funció , i a tree li correspon (za) ·

P2. L(ƒ(\t)) (z) = } Lƒ (†) , per a \ > 0 .

n!

(z—a)n

P3. Suposem que ƒ és de classe C¹ a (0 , +∞ ) i contínua per la dreta en el

zero. Si af < +∞ , aleshores també af < +∞ i per a Rez prou gran hom

té

-
L(f') (z) = zL(f) (z) – ƒ(0) .

Demostració. Integrant per parts resulta , per a R > 0,

RR

e-tz f' (t)dt = e= e− Rz ƒ (R) − f (0 ) + z
-

√t e-tz.

e¯tz f(t)dt
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i , per tant , n'hi ha prou de provar que aƒ' < +∞ implica e¯Rzƒ(R)

←

0 quan R +∞ , per a Rez >0 prou gran. Per hipòtesi , tenim que

Ꭱ

lim Re-ta f' (t)dt existeix per a algun valor de î, per al qual posem

R

Aleshores hom té

•t

-SX

fe

e f' (s)ds.

9(t) = √

e-Rzf (R) := e- Rzf(0) + e-

-Rz
·

= e−Rzƒ(0) + e

= e
-Rz

-Rz

R

[* f' (t)dt =

R

[* e# g' (t)dt =

RzXzf (0 ) + e− ( z − x) Rg(R) – -Rz-

Com que g és acotada, la igualtat anterior implica

S

R

extg(t)dt.

| e-Rzf(R) | ≤ ·R Rez | ƒ (0 ) | + Ce¯R(Rez− x) + Ce¯R(Re z - x ) , C constant ,

i el terme de la dreta tendeix a zero quan R → +∞ , si Rez > x.

P4 . Si ƒ és de classe Cn a (0 , +∞ ) i existeixen les derivades per la dreta

f(i) (0+ ) per a i = 0 ,... , n − 1 i a més af(n) < +∞ , aleshores és
-

n- n- 2

L(f(n)(z) = z^L(f) ( z) — z″ −¹ƒ(0) — zn −²ƒ′ (0) — ... — ƒ(n− 1) (0) .

P5. En les hipòtesis de P3, hom té

-

f(0)
=

lim xL(ƒ) (x) .∞++x

En efecte , només cal aplicar la proposició 12.27.

Anàlogament , en les hipòtesis de P4, és

f' (0) = lim x²L (ƒ) (x) − xƒ(0) = lim x(xL(ƒ) (x) – ƒ(0) )

:

∞TX

-

X1∞

-

f( *) (0) = lim ck+1C(f ) (r ) – r* f (0 ) − zk- 1f' (0) − ...- xf( k− 1 ) (0 ) .

–
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El significat d'aquestes igualtats és que el desenvopament asimptòtic de

Lf(x) quan x → +∞ és

Lf(x):
=

+

f(0) f' (0) f"(0)

+

f(k) (0)

X x2

+ +

x3

+

xk+1

Si Lf(z) és holomorfa a l'infinit , llavors aquest és el desenvolupament al

voltant del punt de l'infinit .

P6. Si ƒ és contínua i posem g(t) = f* f(s)ds , aleshoresf

1

Lg(z)
= -

Lf(z) .
Z

És una conseqüència de P3 .

tP7. Suposem que la funció g(t) = f(t) també és integrable a cada interval [0, R]

amb R > 0 i, a més , ag < +∞ . Aleshores és (Lg)' (z) = −ƒ(z) .

Aquesta afirmació és una conseqüència de P1 .

=
cos at-cos ẞt

tPer exemple, considerem la funció g(t)

reals. Llavors la funció Lg (z ) té derivada igual a

2 Z

22 + B2 z² + a²

i és nul·la a l'infinit . Així , per a x Є R, és

X
t

£g(x) = [°² ((12² + a²-

t

a² + B²

sßt , amb a, ẞ paràmetres

)

1 x² + a²

dt = Log

2 x² + B²°

z²+B² ·
Єi , per prolongació analítica , resulta Lg ( z ) = ½ Log 2. Homté 0 C(g) ,

i , per la proposició 12.29 ,

--

cos at cos ẞt

t

α
-

dt = Lg(0) = lim Lg(x)
=

x→0+

Log

B

=
f(t ) val 0 per aP8. Si > 0 i s'interpreta que la traslladada Txf(t)

t < λ, llavors hom té L(f(t − \) (z) = e− λ²Lƒf(z ) .

P9. Si zo Є C(f) i z
-

zo E C(f), hom té

Lf(z − z0) = L( ežotƒ(t)) (z) .
-
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P10 . Si ƒ és X-periòdica, llavors af ≤ 0 i per a Rez > 0 és

L (f) (z)
=

1
λ

[̀̂ e-t=f(t)dt .

е

1- e-λz

En efecte , si g designa la funció que coincideix amb ƒ a (0 , λ) i és zero

fora d'aquest interval, podem escriure ƒ(t) = Σ g(t − nλ) i aplicant P8 ,

resulta

n=0

-

Lf(z) = Σ e¯nλzLg(z ) = (1 − e−¹²) −¹Lg (z ) .

n=0

е -

La convolució de dues funcions causals f, g es defineix per

(f* 9) (t) = ['* f(s)g(t − s)ds.0

-

Observem que coincideix amb la convolució habitual de ƒ i g si estenem

aquestes funcions per zero a (-∞, 0).

P11 . Suposem que ẞƒ < +∞ i ẞg < +∞ . Aleshores és ẞf*g ≤ max(ßƒ, ßg) i, si

Rez > max(Bƒ , Bg) , hom té

L(f * g) (z) = L(ƒ)(z) · L(g) (z) .

En efecte, sigui x > ßf, ẞg de manera que

•+∞

I =
e¯tx ( |f(t) | + | g(t) | ) dt < +∞ .

Aleshores

୮

•+∞

-tx

•+∞

e-tx

√ etz ([ ' \ f ( s) || (t − s) ds) dt =

•+∞0 •+∞

-

-tx

= [ * ƒ (s ) (/ * \g (t − s) | e- = dt) ds =
0

•+∞

e
SX

S

•+∞

-

- e¯(t− 8)x

= \ƒ ( s) | ([↓ * \ 9 (t − s) | e- (1-9)= dt) ds=
S

•+∞

SX
e

•+∞

\9 (t) | e - tx dt) ds ≤ 1² .

Per tant, ẞfg ≤ max(ẞf, Bg) , i si repetim el càlcul anterior sense valors

absoluts, trobem la igualtat de P.11 .

Un cop establerta la llista de propietats de la transformada de Laplace,

passem a les aplicacions .
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Una aplicació típica de la transformada de Laplace és la resolució d'equa-

cions diferencials ordinàries lineals amb coeficients constants . Tal com se sap ,

la solució de l'equació

P(D)f = g (12.15)

amb g(t) una funció donada i on P(D) = D² + an− 1Dn− ¹ + ··· + a1D+ ao , D =

at , ao , a1 , ... , an - 1 E R, està completament determinada per les condicions

inicials en un punt to :

dt

f(k) (to ) = bk , k = 0 , ……… , n − 1 ,... ,

amb bo , b1, ...,bn- 1 constants .

-
(12.16)

Com que el problema és invariant per translacions , podem suposar to = 0 .

Per trobar la solució ƒ(t) per a t > 0 utilitzarem la transformada de Laplace.

Per a t < 0 només cal observar que la funció ƒ(t) = ƒ( −t) satisfà l'equació

n

P(D)ƒ(t) = ğ(t) = g(−t)

amb P = Σ a¿(−1) 'D' . És convenient ampliar una mica el concepte mateix

i=0

de solució. Així, no suposarem necessàriament que g és contínua a (0 , +∞),

sinó que ho és tret d'un conjunt de punts aïllats en cadascun dels quals g hi

té un salt . Una solució generalitzada ƒ és llavors una funció de classe Cn-1

a (0, +∞) , que és de classe Cn en el conjunt de punts on g és contínua i que

compleix P(D)ƒ = g en aquest conjunt . Les condicions inicials s'interpreten

com

f(k) (0+) = bk , k = 0 , ... , n − 1 .

Com veurem, l'ús de la transformació L presenta dos avantatges: en primer lloc

les dades g i bo , ··· , bn - 1 es manipulen simultàniament , i després el problema

es redueix a una equació algebraica . La idea és trobar primer £f i després

passar a ƒ amb el teorema d'inversió , de manera que l'equació es converteixi

en un problema sobre funcions de la variable complexa z .

Suposem que ƒ és una solució del problema (12.15) i ( 12.16) . Posem F = Lf

i G = Lg, que és una dada. Per la regla P4 tindrem

-
L(P(D)f) = P(z)F(z) – boPn− 1 ( z ) — · ·· - bn - 1Po (z ) ,

n- 1

on P(z) = zn + Σ a¿zi i pk (z ) són els polinomis

i=0

zk + an- 1zk− 1 +Po(z) = 1 ; Pk (z ) = 2k + ɑn− 1% + an- k, k = 1 , ... , n − 1.
-
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Per tant,

P(z)F(z) = G(z) + boPn− 1 (2) +
...

+ bn- 1Po(z) ,

que és una equació algebraica immediata de resoldre i dóna:

G(z) + bopn- 1 (≈) +
...

+ bn- 1Po(z )

F(z) =
=

P(z)

Així, tan sols cal invertir la transformada de Laplace per tal de trobar ƒ a partir

de F.

Observem, en primer lloc , que tenim la descomposició

G

F = F1 F2, amb F1
=

i F2 =

P'

bopn- 1 (z) + ... + bn−1Po (z)

P(z)

Aquesta descomposició correspon a ƒ= f1 +f2 , on fi és la solució de P(D)f1 = g

amb condicions inicials nul·les i f2 és la solució de P(D)ƒ2 = 0 amb condicions

inicials f * ) = bk , k = 0 ,..., n − 1. La solució F₂ és racional i nul·la a l'infinit ,

i per tant f2 és un polinomi exponencial.

-

La funció és una funció racional nul·la a l'infinit i hi ha, per tant, un

polinomi exponencial h amb £h = 11. De Lf₁ = F₁ = = = L(h)L(g) , utilitzant

P11 i el teorema d'unicitat , obtenim f₁ = gh, és a dir ,

fi (t) = ['* h(t − s)f (9)ds ,0

-
t > 0.

En el cas que g sigui contínua, el resultat següent es dedueix del teorema

d'existència i unicitat per a equacions diferencials ordinàries . Aquí en fem una

prova independent que val sense la hipòtesi de continuïtat sobre g.

Teorema 12.35 . El problema P(D)ƒ = (Dn +an− 1D²¬¹ +···+a1D+ao)ƒ = 9,

ƒ(k) (0) = bk , k = 0 , ··· , n − 1 té una solució generalitzada única donada per
... -

f(t) = fi(t) + f2(t) = ['* h(t − s )g( s) ds + f2,0

n--1

on f2 és el polinomi exponencial que compleix Lf2(z ) = p(z) Σ bkPn−1–k (2)

amb pk (z) = An- 12zk + an− 1zk− 1

k=0

+
.
+ an- k (Po(z ) = 1) i h és el polinomi expo-

nencial tal que Lh = 1.

Demostració. Les consideracions anteriors proven que si hi ha una solució , és la

descrita. Per a provar que efectivament és la solució, és suficient comprovar les
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condicions inicials f(k) (0) = bk , k
= -

0,..., n − 1 , perquè llavors L(P(D)ƒ)

L(g) per construcció i P(D)ƒ = g. Comprovem en primer lloc que

f(k) (0) = 0, k = 0, ... , n - 1 .

Per la propietat P5 i observant que P(z ) = zn + , es dedueix

h(0)
=... =

= hn − 1 (0) = 0 , h(n) (0) = 1 .

=

És clar que f₁ (0) = 0 i , derivant succesivament , obtenim

f(k) (t) =

•t

h(k) (t − s)g(s)ds, ƒ(*) (0) = 0 ,

[ h

(com que h(k) (0) = 0 , k

g presenta un salt) .

-

0, k = 0, ...0, ... , n

·(k)

-

(k ) (0 ) = 0 , k = 0 , ... , n − 1

1 , això és cert fins i tot en els punts t on

Ara cal provar f½ ) (0) = bê per a k = 0, 1 ,

de l'ordre 2-1- k

igualtat

-

P(z)

ésbk per a k = 0, 1 , ... , n − 1. La funció Pn−1 -k(2)

quan z → ∞ i és clar , per tant, que Lf2 (z ) ~ bo . Ara, en laZ

zLf2(z) - bo
=

z ΣbkPn− 1 - k ( z ) – boP(z)

P(z)

el numerador comença amb b₁½”−¹ , i en conseqüència és de l'ordre de ¹¹ , i així

succesivament .

=

En molts casos pràctics, per a trobar la solució ƒ no cal fer separadament

el còmput de h i el càlcul de la convolució h✶ g . Per exemple , si g és un

polinomi exponencial , aleshores G Lg és una funció racional nul·la a l'infinit ,

F₁ = també ho és , i podem calcular directament fi fent la descomposició

en fraccions simples . També podem aplicar aquest procediment si g és una

combinació lineal de traslladats de polinomis exponencials en el sentit de P8 .

Això s'il·lustra en el primer dels exemples següents .

Exemple 12.36 . Resoldrem l'equació

1 si 0 < t < 1

f' (t) + 2f(t)
=

{0 sit > 1

amb la condició inicial ƒ (0) = 1 .

En aquest cas tenim

L(f' + 2ƒ) = L ( 1 [0,1 ])) = = (1 − e¯²) .
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Però L(f') (z ) = −ƒ(0) + zL(ƒ) ( z) i , així,

−1 + (≈ + 2)L(ƒ) (z) :
= —

(1 − e−²) ,
-

d'on

L(f) (z)
=

1

2 +2

Descomponem en fraccions simples

1

z(x + 2)

+

1

z(x + 2)

-

- e-z

z(x + 2)

1 1 1

=

2 2 2 + 2

per a obtenir

L (f) (z)
誰con(x) = ( + ) - (1-2)

1

e

Recordem que prové de eat . Aplicant P8 trobem2-α

1 1

f(t) = (1 + e²º) — — 71 (1 − e−2 ) ,
2

-

és a dir, f(t) = ( 1 + e− 2t ) si 0 < t < li1

1

2

— -

2

-

e−2(t− 1)) sit > 1 .
f(t) = ¦ (1 + e¯²) − ¦¦ (1 − e−2(t− 1) = 1 (e−2 + e−2(t− 1) )

· :

2

е

2

Observem que ƒ és contínua però no derivable en el punt 1 , perquè g no és

contínua en aquest punt.

Exemple 12.37. Resolem l'equació ƒ" (t) −2f' (t) +5f (t) = g (t) amb ƒ(0) = 1 ,

f' (0) = 0, on g és la funció 2L-periòdica que val 1 a [0 , L] i 0 a [L , 2L] .

Per P10, tenim

CL

Lg(z)
=

Així doncs, ha de ser

So² e-tzdt

e-2Lz1 -

=

-Lz
1 1- e

e-2Lz

-

≈ 1.
-

z²L(f) — z − 2(zL(ƒ) − 1 ) + 5Lf(z) =
- -

Lf(z) (z² − 2z + 5) = z − 2 +
-

Z 2-

Lf(z) =
= +

=

1

=

* (1 + e-Lz)

1

z (1+ e−Lz)

1

z(1 + e- Lz)

1

z² + 2z + 5 (z² − 2z + 5)≈ (1+ e−Lz)
-

= F₂ + F1 .
=
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Descomponem en fraccions simples:

1

z2-2z + 5

2-2

z2-2z + 5

La funció racional
2-2

=

=

1

4i
(

1 + 10

1

2 - α

4

2 α

+

z2-2z+5 prové de

г

1

2

-

1

"

Z - a

1
א8

|
N

|
=

a

eat = Re

√2 (t) = (1 + 1 ) et + ( − 1) .( +1) + ( - 4)

et

2

г

2

1

e²it ] et 2t et

a = 1 + 2i

e(1 +2i)t =

2

= ' Re [ (1 + 4 ) ] = ' cos 21 - sin 21.

1

2

La funció racional 22-22+5 prové dez²−2z+5

-

1
t

2

h(t) = 1; (eat – eat) = 1 e ' sin 2t–
4i

1

2

i , tal com hem vist , z (1+ 2- z) prové de g. Així , obtenime Lz

fi (t) = (g * h) (t)
=

t
1
-

2

i, com sabem, la solució és ƒ = ƒ1 + f2.

√

g(ts)e sin 2sds

A continuació ens concentrem en el problema

P(D)ƒ = g, _ƒ(k) (0 ) = 0 , k = 0 , ... , n − 1 ,

que, com hem vist , té solució única donada per

−

f(t) = [" h(t − s)g(s)ds,

-

-

(12.17)

on h és un polinomi exponencial amb h( ) (0) = 0 , k = 0 , ... , n − 1 , de forma

que ƒ és de classe Cn-1 i

f(k) (t) = [ h(k) (t − s )g(s)ds,

-
k = 0, ... , n - 1.

En el conjunt de punts on g és contínua , com que h(n) (0) = 1 , ƒ és de classe C'n

i hom té

t

f(n) (t) =g(t) + ['*" h(n) (t − s )g(s)ds,
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La funció h és la funció de Green del problema. També s'anomena resposta-

impuls perquè quan, formalment , substituïm g per l'impuls 8 (delta de Dirac a

l'origen) , aleshores és f = h. De la funció , que és la transformada de Laplace

de h , Lh = 1/1 , se'n diu la funció de transferència .P

Aquestes nocions s'apliquen , en general , a tots els operadors lineals T que

transformen funcions causals g en funcions causals f = Tg i que són invariants

per translacions en el sentit que si Tx és la translació definida a P8 , s'ha de

complir:

f = Tg i \ > 0 impliquen Txƒ = T(Txg) .

Aquests operadors s'acostumen a anomenar filtres.

= -
El problema P(D)ƒ = g, f(k) (0) = 0 , k 0, ...... , n 1 és invariant per

translacions. Pot provar-se sota hipòtesis generals que a tot operador invariant

per translacions T li correspon una resposta-impuls h tal que

Tg = g * h,

•t

és a dir Tg(t) =[ h (t − s )g( s)ds ,

-

on h s'interpreta de la mateixa forma: h = T(8) . La idea intuïtiva és que tota

funció g és una combinació lineal (infinita) de traslladades de la delta de Dirac

a l'origen , d:

g = S

=√9(3)5, = √ 9(8)7,5

i, per tant , per linealitat i invariància per translacions, hom té

que significa

Tg =√ 9(8)7, T8 = √ g(s) r.hds,

rt

Tg(t) = ['* g(s)h(t − s)ds.

-

En general, un filtre T s'anomeana estable si Tg és acotada sempre que g

sigui acotada. Per al problema ( 12.17) és fàcil determinar quan l'operador

corresponent T = P(D) és estable .

Teorema 12.38 . Si la funció de transferència d'un filtre és una funció R,

racional i nul·la a l'infinit, llavors el filtre és estable si i només si tots els pols

de R tenen part real negativa.

g(t)
=

Demostració. Demostrem primer que la condició és necessària . Si prenem

eitw per a w fixat , que és acotada , llavors Tg = ƒ ha de ser acota-

da. Ara bé, com que Tg = gh, on h és la resposta-impuls i Lh R, la funció=
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de transferència , obtenim £f(z ) = Lg(z)R(z)
=

R(z)

z-iw

j

Siguin a1 , ... , an els

pols de R amb multiplicitats m1 , ... , mn. Si a; ‡ iw, i =

descomposició en fraccions simples

1 , ... , n, tenim la

n

Lf(z) =
=
R(iw)

z - iw
+ΣR;(2) ,

j=1

on R, és la part principal de R en el punt aj . Aleshores L - ¹ (R; ) és del tipus

Pj(t) eª¡t, on Pj és un polinomi de grau mj−1 , i trobem

n

f(t) = R(iw) eitw + Σ Pj(t) east.

j= 1

Aquesta expressió és acotada si i només si Rea; ≤ 0 i si els pols a; amb

Reaj = 0 tenen multiplicitat m; = 1. Ara bé, si aj = iwo i prenem w = wo ,

llavors iwo és un pol d'ordre més gran o igual que 2 de Lƒ (z ) i f(t) contindria

un terme no acotat . Per tant, Rea; < 0 , j

necessària.

= 1,2,..., n és una condició

Per a provar que la condició és suficient , utilitzem l'expressió

f(t) =[ h(t − s)g (s)d(s)

-

amb Ch = R, en la qual suposem que g és acotada. La funció h serà del tipus

n

h(t) = ΣQj (t) east

j=1

amb Q polinomis i a1 , ..., an els pols de R. Si Rea; ≤ -ε amb ɛ > 0 per a

j = 1 , ... , n , i N és el màxim dels graus dels polinomis Q;, tenim

•t

-εt

| f (t) | ≤|||| || | h (t) \ ds ≤ C||||∞∞ f. It e¯ε dt < + ∞ ,

е

amb C constant .

Observem que els mètodes basats en la transformació de Laplace per a

resoldre equacions diferencials ordinàries no requereixen tenir definida la funció

Lf(z) per a valors complexos . Hom podria definir Lf(x) només per a x real

i, aleshores , el teorema d'unicitat , en el sentit que Lf(x) = g(x) implica

f = g , tindria la mateixa prova que hem donat . Ara bé, si volem tenir fórmules

d'inversió, llavors és necessari passar a arguments complexos .
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12.6 Sèries de Dirichlet

Les sèries de Dirichlet són un tipus especial de sèries de funcions holomorfes

particularment importants en la teoria analítica de números . L'exemple més

conegut és la sèrie que defineix la funció de Riemann ,

1

ς(2) =Σ
nz

n=1

Definició 12.39 . Una sèrie de Dirichlet és una sèrie de funcions de la forma

Σ

n=1

Cn e -λnz

amb cn EC in ER complint An ≤ An+ 1 , neNi lim An
n→ +∞

= +∞.

Quan An = n, la sèrie anterior es redueix a una sèrie de potències en w =

e-*. Quan λn = Logn, la sèrie s'expressa com

Сп

nz

n=1

i s'anomena sèrie especial de Dirichlet.

Les sèries de Dirichlet són un anàleg discret de la transformada de Laplace,

i existeix un paral·lelisme entre les dues teories corresponents .

n=1

Proposició 12.40 . Si la sèrie de Dirichlet Σcne- λn² és convergent en el

punt zo Є C, llavors és convergent a tot punt z amb Rez > Rezo . A més, la

convergència és uniforme a tot sector SB = { z : | Arg(z – zo) | ≤ ẞ} , ß < π/2.
-

Demostració. Sense pèrdua de generalitat , podem suposar zo = 0 i λn ≥ 0 .in

Així doncs, sabem que cn és convergent i volem veure que Σcne- λnz és
ληξ

convergent si Rez > 0 , uniformement a tot sector { z : | Arg z | ≤ ß} , ß < π/2 .

Aplicant el criteri d'Abel (teorema 2.14) , hem de comprovar que

Σle-^n² - e- ^ n - ¹² | ≤ CB,

ληξ

si | Arg | ≤ẞ < π/2, per a una constant Co.

n
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Ara bé, si z = x + iy, és

| e¯`n² – e¯ \n - 12 |
- λη = Z

λη

لس
ما
e <

λη

5121

-A Re z
e =

- 121 (e- An - 12 - e - An² )
е

λη- 1

i llavors la sèrie anterior està dominada per 121 ≤

La proposició 12.40 implica:

Ꮖ

X

1

cos B

Teorema 12.41 . Per a tota sèrie de Dirichlet Σ Cne- λn² hi ha un número

n=1

real a tal que la sèrie és convergent si Rez > a i divergent si Rez < a . La

funció D(z) = Σcne-λn² és holomorfa al semiplà { z = C : Rez > a} .Сп

El número a s'anomena abscissa de convergència de la sèrie.

També hi ha una abscissa de convergència absoluta ß definida per la propie-

tat que la sèrie és absolutament convergent per a Rez > ẞ i no absolutament

convergent per a Rez < ß. Trivialment és ẞ > a, però pot donar-se el cas que

a < ß, i llavors la banda { z : a < Rez < ß} s'anomena banda de convergència

condicional.

Per exemple, per a la sèrie

(−1)n+1 1

= 1

nz 2%

n=1

+

1 1

+

32 4%

és ẞ = 1ia = 0.

Naturalment , la derivada de la funció D(z ) del teorema 12.41 també es

representa per una sèrie de Dirichlet ,

D ' (z ) = - Σenλn e¯`n
e-λnz si Rez > a.9

=
Teorema 12.42 (Teorema d'unicitat) . Si D(z ) = Σcne- λn² i D(z)

per a Rez > a, on a és l'abscissa de convergència de la sèrie de Dirichlet,

llavors és cn = 0 per a n = 0 , 1,2 , …….. Més generalment, si la funció D(z) té

infinits zeros en un sector S = { z : | Arg z | ≤ ẞ} amb ẞ < π/2, aleshores ésß

Сп
=

Sp

O per a tot n Є N, i D(z) és idènticament nul·la.
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Demostració. Podem escriure

D(z) eλız
== C1 + Σ Cn e − (² n − 1 )ž¸

n=2

=
La sèrie del terme de la dreta és uniformement convergent en el sector Sp

{z : | Argz | < ẞ} i cada terme té límit zero quan z → ∞ en aquest sector. Aixòß}

significa que

De la mateixa manera c2 =

C1 = lim D ( z ) e¹¹z
21∞

ZESB

lim (D(z) – c₁ e¯`1*) e^2* i així succesivament .
21∞

-

Ara si D(wn) = 0 per a infinits wn en el sector Sg , tindrem cn = 0 per a

cada n.

Moltes de les altres propietats de les transformades de Laplace poden

transferir-se a les sèries de Dirichlet mitjançant l'observació següent . Comen-

cem per escriure

D(z)

Z

=

Сп

e
-ληπ

Z
Σ

n

-ληπ

és L (TX, 1 ) ( z ) . És a dir , si posemAra la funció és £ ( 1 ) ( z ) i la funcióZ

H = 1 (0 , + ∞ ) (anomenada funció de Heaviside ) , llavors és

amb

D(z)

Z

=

= Σen£(H(t − λn ) ) = L(ƒ) (z)

n

-

f(t) = Σ cn.
Сп

AnSt

Així doncs , tenim la relació D(z) = zL(ƒ) (z) .

12.7 La Z-transformada

La Z-transformada és una altra versió discreta de la transformada de La-

place que s'aplica fonamentalment a la resolució d'equacions en diferències

finites, que són les equacions que corresponen a les equacions diferencials ordi-

nàries en un context discret . Conceptualment coincideix amb la idea de sèrie

de potències o amb la idea de sèrie de Laurent , si bé tradicionalment s'utilitza

un llenguatge lleugerament diferent .
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Definició 12.43. La Z-transformada d'una successió c = (Cn) o de números

complexos és la funció

C(z) = Σcnz ",

n=0

definida per als valors complexos de z per als quals la sèrie és convergent.

Es tracta, doncs , d'una sèrie de potències en w = 1. Més generalment , es

pot considerar la Z-transformada d'una successió (cn ) nez indexada per n € Z,

que serà una sèrie de Laurent en w = 1.

∞1U

n=0

Si p = p(c) = limsup |cn | 1/n, sabem que la sèrie cwn té radi de con-

vergència R = 1/p . Aquesta sèrie convergeix absolutament si | w | < R i diver-

geix si w > R. Això significa que C(z) convergeix absolutament si z❘ > p

i divergeix si z❘ < p . En aquest cas, doncs , els radis de "convergència" i de

"convergència absoluta" coincideixen .

Exemple 12.44 . Si cn = A, constant , és C(z) = λ z

n=0

n λα
=

per a z❘ > 1 .

-n

Si cn = 1, és C(z) = 2 = exp (1) per a z❘ > 0 .

Una forma d'interpretar la Z-transformada és com una discretització de la

transformada de Laplace. La integral

Lf(z):
=

[° f (t) e- t = dt

-tz

s'aproxima per la suma de Riemann

Σf(NT)de¯NT.

-NTZ

n=0

=

∞

n

Σ în (e™²)− = C(e™²) , amb c₂ = ƒ(nт) , † > 0 .

n=0

cn

La funció z ↔ e transforma un semiplà { z : Rez > a } en l'exterior d'un disc .

Les propietats de la Z-transformada són anàlogues a les propietats de la

transformada de Laplace que hem donat a la secció 12.5 i no les especificarem

aquí. Tan sols destacarem la corresponent a P.11 segons la qual si a = (an),

(bn) són dues successions amb p (a) < +∞ , p(b) < +∞ , la convolució (Cn )

de les dues successions definida per

b =

Сп
=

n

ΣbkCn-k , n = 0, 1 , 2 , ……

k=0

...
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=
té p(c) ≤ max(p(a) , p(b)) i la seva Z-transformada C(z ) compleix C(z) :

A(z)B(z) , on A(z) i B(z) són, respectivament , les Z-transformades de a i de b.

La Z-transformada és una eina molt útil per a resoldre equacions en di-

ferències. Es tracta d'una equació del tipus

La
m

Σαj
gnt

i

j=0

αj¥n+j = Σßjxn+j , n = 0,1,2 ,…….

j=0

-
Yj

són constants

, q

amb les condicions inicials y; = Yj , j = 0,1 , ... , p — 1 , on lesУј

donades. Els números a; per a j = 0,1 , ..., p, B; per a j = 0 , 1 , ..., q i la

successió x = ( n)no són les dades, i els termes de la successió y = (yn)n=o

són les incògnites .

Si adoptem la notació T; (c) = (Cn+j )n=o quan c = (Cn) o llavors l'equació

anterior s'escriu:

Р q

Σα;τ; (y) = Σβ;τ; (α) .

j=0 j=0

n=0

Per tal de trobar y, la idea és aplicar la Z-transformada i utilitzar el fet que la

Z-transformada de 7; (c) és la funció

جذ

(c )-Es)

j-1

·(C(z) –
1=0

si C(z) és la Z-transformada de c = (Cn) =0. Hom obté, llavors , per a les

Z-transformades X (z) , Y (z) de x = (xn) , y = (yn) l'equació

Р j-1

Σ

γι
=

q

=

j-1

Σa (re)-3) -3- (x )-3)
j=0 1=0 j=0 1=0

de la qual s'aïlla Y(z ) . La solució s'obté finalment fent el desenvolupament de

Y(z) en el punt de l'infinit .

-
Exemple 12.45. Considerem l'equació 3yn + 2Yn+ 1 = Xn — Xn+2 , n ≥ 0 amb

yo 1. Tindrem

3Y(z) + 2z (Y( z ) − 1 ) = X(z ) – 2² (X(2) – (xo + 1 ) )
− —

- -

-

d'on

Y (z) =

Z(xo + x1 + x2 + ··· ) − (x2 +

X3• • - •
Z + 24+ · · · ) + 2z

. •

2z + 3
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1

=

2x (1 + 23/2)

1

El desenvolupament de 22+3 a l'infinit , vàlid si │z | > 2 , és

1

2z +3 2z
2z

(-1)n3n

(2x)n

=
(-1)nzn

(2x)n+1
n=0 n=0

Això dóna

(-1)nzn

Yn =

+

2n

n

(−1)j−13j−1
-·

2j
(xn−j — Xn−j+2) , n≥1 .

j=1

Igual que hem fet en la secció 12.5 per a l'equació P(D)f = g , considerarem

ara el cas que les condicions inicials siguin totes nul·les , és a dir, Y; = 0 j =

0, ..., pp − 1 . Suposarem també q = 0 i ß。 = 1. Aleshores y depèn linealment

de x i la transformada Y(z) s'expressa en termes de X(z) per

-

La funció p(z) ›

Y(z) =

Ρ

p

j=0

1

·X (z) .

αjzi

on P(z) = a; z³ , s'anomena funció de transferència . La

j=0

successió h = (hn)n=o que té per Z-transformada la funció H(z) = p(z) permet

trobar la solució de l'equació en diferències finites mitjançant la convolució

n

Yn = Σhn-kXk.

k=0

Quan l'impuls és x = (xn) = ( 1,0,0 , ... , 0 , ...) , hom té y = h , i per aquest

motiu la successió h s'anomena resposta-impuls .

Com en el cas continu , una convolució y = h✶ x és l'expressió general d'un

filtre discret, és a dir , d'una transformació lineal que transforma successions

causals ( n) en successions causals (yn)no i que és invariant per

translacions . El filtre s'anomena estable si transforma successions acotades

en successions acotades.

2=0

Teorema 12.46 . Un filtre amb funció de transferència racional R és estable

si i només si tots els pols de R tenen valor absolut més petit que 1 .

Demostració. Vegem primer que la condició és suficient . Si tots els pols de R

tenen mòdul més petit que 1 , el desenvolupament a l'infinit de R

hn

R(z) = Σ

n>0

χη
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és absolutament convergent per a | z | = 1 i , per tant, | hn| = C < +∞ . Això

n>0

implica que si hi ha una constant D > 0 tal que | xn | ≤ D , n = 0 , 1 , 2 , ... ,

llavors
n

|yn | ≤ Σhn_k ||xk | ≤ CD.

k=0

Vegem ara que la condició és necessària . Suposem que sempre que es com-

pleix | xn | ≤ D, n = 0,1,2 , ... la successió (yn ) és acotada. Observem que si

| yn | ≤ D' , n = 0 , 1 , 2 , ... llavors Y (z ) , la Z-transformada de (yn) , està definida

a { z : │z | > 1 } i compleix

|Y(2) ≤Σ

|yn|

| z|n
<D'Σ

n=0 n=0

1

= D'
א

per a z > 1 . (12.18)
-

Com que Y(z ) = R(z)X (z) , és clar que R no pot tenir pols de mòdul més

gran que 1. Suposem ara que À és un pol de R amb | X | = 1. Posem

R(z) =

F(z)

(z - X)m'

m > 1

amb F analítica en un entorn de λ i F(X) 0. Si prenem com a x la successió

definida per în = X" , hom té X(z) = Σ =

Z
= i

n=0

χη -λ

Y(z) = R(z)X(2)
=

zF(z)

(z − X)m+1 ·
—

Com que m ≥ 1 , aquesta igualtat implica que Y(z ) no compleix ( 12.18) per a

cap constant D' i no pot ser , doncs , acotada. Així, tots els pols de R tenen

mòdul més petit que 1 .
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12.8 Exercicis

1. Sigui F una funció holomorfa i acotada en una banda U = { z : a < | Imz | < b} ,

a, b R. Per a a < y < b, posem

M(y) = sup{ |F (x + iy) | : x Є R} .
=

Proveu que LogM(y) és una funció convexa de Logy , és a dir , que si

a < c < y < d < b, hom té

M(y)d-c≤ M(c)d—yM(d)y—c .

=
M(d)

= 1 fent servir la funcióIndicació: Feu primer el cas M(c)

F(z)/ (1 + ε(z - ia) ) . Per al cas general , considereu

g(z) = M(c) M(d) =

i apliqueu el cas anterior a F/g .

2. Sigui F una funció holomorfa en una corona C (0 , R2, R1 ) = { z : R2 < |z | <

R₁} i sigui

M(r) = sup{ |F(z) | : | z | = r} , R2 < r < R₁ .

Proveu que LogM(r) és una funció convexa de Logr.

3. Proveu que el teorema de Phragmen-Lindelöf (teorema 12.9) també és cert

si F compleix l'estimació | F ( z ) | = O(el ) per a tot ɛ > 0 .

=
4. Sigui F una funció entera que compleix | F ( z ) | = O(eª |z | ² ) , z € C i | F ( x ) | =

O (e−b|x|² ) , x Є R, per a a, b > 0 , constants . Proveu que€

|F(x + iy) | = O(e¬cx²+dy²)

amb unes constants c, d que depenen de a, b.

5. Proveu que si F és una funció entera que satisfà les acotacions de la hipòtesi

de l'exercici 4, aleshores la transformada de Fourier de F(x) és una funció

entera que també les compleix.

6. Sigui F una funció holomorfa en un entorn d'un polígon regular de n costats ,

L1 , L2 ,..., Ln , centrat a l'origen . Posem M₁ = sup{ |F(z) | : z € L;} . Proveu

la desigualtat

|F (0) | ≤ (M₁M2 ··· Mn) * .
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7. Proveu que una funció entera F de tipus exponencial, és a dir , que compleix

|F (z) | ≤ Ce™ |≈ | , zЄ C per a C, ≥ 0 constants , que pertanyi als espais

LP(R) , corresponents a dues rectes no paral·leles, per a p fixat amb 1 < p <

+∞, és idènticament nul·la. Proveu també que tota funció entera de tipus

exponencial que estigui acotada sobre dues rectes no paral·leles és constant .

8. Sigui F una funció entera de tipus exponencial 7 (exercici 7) que, a més,

satisfà la condició

•+∞

[to

|F(x) |P dx < +∞, 1 < p < ∞ .

Proveu que hi ha una constant A(T, p) tal que

•+∞ •+∞

[ *°* \F' (x) P dx ≤ A(7, p) [ *° F(x) dr.

Trobeu el millor valor de la constant A(7, 2) utilitzant el segon teorema de

Paley-Wiener.

9. L'espai de Bernstein B, és l'espai de les funcions enteres de tipus exponen-

cial 7 (exercici 7) , que són acotades sobre l'eix real R. Proveu la desigualtat

de Bernstein

sup{ |F' (x) : x Є R} ≤ 7 sup{ |F (x) | : x = R} , si FB,.

Indicació: En primer lloc proveu-ho per a F de la forma

P

e2ntz f (t) dtF(2)= e

P

amb f integrable i 2πρ = т, utilitzant la igualtat

4
-Tit

2πite = (-1)
2mint ,

П 2n + 1

비스를

N=1∞

En el cas general, considereu F (z) = F(z)

-

sinεz

EZ

10. Sigui F una funció de banda limitada a ( −1 , 12 ) . En lloc del pas de Nyquist22

corresponent (igual a 1 ) , considereu un pas p < 1. Trobeu una fórmula que

expressi F(z ) a partir dels valors F(np) , n Є Z, del tipus

-

F(2) = ΣF(np)4(z – np) ,

nez
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amb ràpidament decreixent a l'infinit ( lim | x | →∞ |x | | ç(k) (x) | = 0 , per a

n, k = 0, 1 , 2 , ...).

2p
Indicació: Amb σ = 2 , considereu el desenvolupament en sèrie de Fourier

27-periòdica de Ê, multipliqueu-lo per una funció de Co que valgui 1 a

1,1 ] amb suport dins de [−7, 7 ] i procediu com en la prova del teorema

de Shannon-Whittaker .

11. Sigui ƒ Є L¹ (R) i considerem la seva 1 -perioditzada

F(x) = Σf(x+k) .

kЄZ

Proveu que l'n-èsim coeficient de Fourier de F,

1

F(n) = ['* F(x)e¯
0

2πίηπ
dx,

coincideix amb ƒ(n) . Per tant , la fórmula de Poisson

Σf(x+k) =

kЄZ

f(n)e2rinx

nez

és certa si la sèrie de Fourier de F és puntualment convergent ; per exemple

quan F és contínua i de variació acotada . Proveu que aquest és el cas si f

x

és, a més, absolutament contínua, és a dir , de la forma f(x) = [_*_ 9(t) dt

amb g integrable.

12. Determineu condicions sobre ƒ per tal que valgui la igualtat

+∞

Σ f (n ) = [ +
f(x)dx.

nЄZ

Proveu que aquesta igualtat és certa si ƒ és la restricció a R d'una funció

entera de tipus exponencial 7 amb 7 ≤ 1 (exercici 7) i integrable a R.
T

13. Proveu que per a la sèrie de Dirichlet Σ

(-1)n
hom té a = ∞ i

n>2 √n(Logn)

B = +∞ , on a és l'abscissa de convergència i ẞ l'abscissa de convergència

absoluta.
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14. Si en la sèrie de Dirichlet cheλnz els coeficients An compleixen la con-

dició
Logn

In

←

n=1

0, per a n → ∞ , proveu que

Log |cn |

a = ẞ = limsup

Inn1∞

amb a iẞ igual a les abscisses de convergència i de convergència absoluta

de la sèrie, respectivament .

Aquesta és la fórmula anàloga a la del radi de convergència d'una sèrie de

potències .

15. Proveu la fórmula de Parseval per a la sèrie de Dirichlet Cne- λn² : si

N
1

N→∞2N

x > α,

ΣlenP²e- na

-2ληπ
= lim

n=1

on hem posat D(z)

sèrie.

=

n=1

·[ D (x + it ) ² dt ,
-N

Σcne-Anz i a és l'abscissa de convergència de la

16. La finalitat d'aquest exercici és introduir la transformada de Mellin que

és la transformació que correspon a la transformada de Fourier en el grup

multiplicatiu R+ , dotat de la mesura dµ = dt/t. Si f és integrable respecte

de du , la transformada de Mellin es defineix per

f* (z )

-iz- 1
=

f(t) dt .

0

Amb el canvi de variable t

de Fourier complexa.

e2πs es redueix essencialment a la transformada

a) Establiu la fórmula de Parseval per a la transformada de Mellin .

b) Proveu que f*g* = (f&g) * , on f&g indica la convolució associada al

grup multiplicatiu de R+ , és a dir ,

dt

(f&g)(x) = [* ƒ€¦)9(1) 4.

c) Establiu la fórmula d'inversió per a la transformada de Mellin .

17. Utilitzeu la transformada de Laplace per a resoldre els problemes següents :
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a) ƒ" (t) − 2f' (t) + 2f(t) = e−t ;

b) f' (t) + tf' (t) + ƒ(t) = 0 ; ƒ(0) =

ƒ(0) = 0, ƒ' (0) = 2

1 , ƒ' (0) = 0

f(0 ) = 1 , f' (0): – = = 1 .c) f' (t) + 2f' (t) + 2f(t) = d ( t − 1 ) ,

18. Sigui ƒ una funció contínua a (0 , +∞ ) i k una funció localment integrable

a (0 , +∞ ) . Resoleu l'equació de Volterra en la funció incògnita Þ:

$(t) +
[' k(t − s)Þ(s) ds = f (t), t > 0

utilitzant la transformada de Laplace.

19. Resoleu les equacions en diferències finites següents :

a) yn
-
Yn+ 1 = Xn + Xn+2 , УоYo =1

Yo = 1 , y₁ = 0 .Уо

-
c) yn yn +1-4yn+2 + 4yn+3 Yo = y1 = 0, y2 = 1 .

-
b) yn + 2yn+ 1 + Yn+2 = Xn — Xn + 1 ,

= Xn + Xn+1 ,

20. Decidiu quins dels sistemes lineals següents són estables :

a) yn - Yn + 1
-
4yn+2 + 4yn+3 = Xn

-
Xn + 1 .

Xn+1b) Yn − yn+ 1 + 3yn+2 + 5Yn+3
-

-
c) yn yn+1-4yn+2 — 4yn+3Yn −

-

d) 2yn + yn+ 1 = xn + 2xn + 1

= Xn

= Xn

-

e) 6yn - 20yn+ 1 + 6yn +2 + 10yn +3 = Xn + xn+ 1
-
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ge, 522

polinomis exponencials, 587

potències complexes, 49

potencial complex, 410

potencial de capa doble, 283

potencial de capa simple , 282

potencial de Green, 324

potencial de Riesz , 279, 307

potencial logarítmic , 280

potencial newtonià, 262 , 280

projecció estereogràfica, 13
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propietat de la mitjana, 153 , 274 ,

275

solució feble, 315 , 484

solució fonamental del laplacià, 278

solució generalitzada , 593

subvarietat amb vora, 31

subvarietat regular amb vora, 123

subvarietat regular amb vora orien-

table, 125

successió d'interpolació , 574

successió de mostreig estable , 574

successió exhaustiva de compactes ,

16

successió uniformement acotada,

426

punt de l'infinit , 13

punt regular , 447

quaternions , 8

raó doble, 371

radi de convergència, 60

regió, 14

regla d'antiderivació per parts , 74

regla d'integració per parts, 108

regla del canvi de variable , 75

representació conforme, 358

residu , 191

residu de la derivada logarítmica,

194

resposta-impuls , 598 , 605

rotacional , 131

segon teorema de Paley-Wiener,

567

segona funció de Green, 293

semblances, 13

sèrie absolutament convergent , 52

sèrie convergent, 52

sèrie de Dirichlet , 600

sèrie de Fourier , 160, 161 , 572

sèrie de funcions , 55

sèrie de Laurent , 184

sèrie de potències , 58

sèrie especial de Dirichlet, 600

sèrie geomètrica, 59

sèries dobles, 54

sèries formals , 546

simetria, 372

superfície, 125

suport, 151

suport d'una mesura, 307

teorema d'Abel, 64

teorema de Borel , 544

teorema de Carathéodory, 361

teorema de Carleson, 559 , 572

teorema de Casorati-Weierstrass ,

182

teorema de Cauchy, 118 , 231

teorema de Cauchy per a formes di-

ferencials , 242

teorema de Cauchy-Goursat, 119

teorema de de Rham, 248

teorema de Hadamard , 541 , 542

teorema de Helmholtz , 339

teorema de Hurwitz , 424

teorema de l'aplicació oberta, 171

teorema de la corba de Jordan, 30

teorema de la divergència, 129

teorema de Liouville , 72 , 173

teorema de Liouville per a funcions

harmòniques, 276

teorema de Mittag-Leffler, 469

singularitat aïllada , 180

singularitat evitable, 180

singularitat essencial , 181

singularitat essencial a l'infinit , 198

sinus cardinal , 573

teorema de Morera, 156

teorema de Parseval, 559

teorema de Montel, 430
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teorema de Phragmen-Lindelöf, 568

teorema de Rouché, 203

teorema de Runge, 461 , 463

teorema de Schoenflies, 32

teorema de

574

Shannon-Whittaker,

teorema de Stokes per a 1-formes,

133

teorema de Šura-Bura, 463

teorema de Weierstrass , 421 , 517

teorema del rotacional , 132

teorema dels residus , 191 , 240

teorema fonamental de l'àlgebra,

174

teorema fonamental de la represen-

tació conforme, 359 , 436

teorema fonamental del càlcul com-

plex, 106

trajectòries , 99

transformació de Fourier complexa,

559

transformada de Fourier, 558

transformada de Laplace, 577

transformada de Poisson , 297

translació de pols , 460

valor principal de Cauchy, 212

variació de l'argument, 26

1-varietat , 31

versió homològica de la fórmula de

Cauchy-Green, 237

versió homològica de la fórmula de

Green, 235

versió homològica del principi de

l'argument , 241

versió homològica del teorema dels

residus, 240

versió homològica del teorema de

Cauchy, 231

vorticitat , 266

Z-transformada, 603
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